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第 1 章 计算 机 数学 语言 概述 


1.1 数学 问题 计算 机 求解 概述 
1.1.1 为 什么 要 学 习 计算 机 数学 语言 


求解 数学 问题 时 手工 推导 当然 是 有 用 的 ， 但 并 不 是 所 有 的 问题 都 是 能 手工 推导 的 ， 
故 需要 由 计算 机 来 完成 相应 的 任务 。 用 计算 机 的 方式 也 有 两 种 ， 其 一 是 用 成 型 的 数值 分 
析 算 法 、 数 值 软件 包 与 手工 编程 的 方法 相 结合 的 求解 方法 ， 其 二 是 采用 国际 上 有 影响 的 
专门 计算 机 语言 来 求解 问题 ， 这 类 语言 包括 MATLAB 、Mathematica、Maple 等 ， 本 书 
统一 称 之 为 计算 机 数学 语言 。 顾 名 思 义 ， 用 数值 方法 只 能 求解 数值 计算 的 问题 ， 至 于 像 
公式 推导 等 数学 问题 ， 例 如 求解 z3 + az +c = d 方 程 的 解 ， 在 o cd 不 是 给 定数 值 时 ， 数 
值 分 析 的 方式 是 没有 用 的 ， 必 须 使 用 计算 机 数学 语言 来 求解 。 

在 系统 介绍 本 书 的 内 容 之 前 ， 先 介绍 几 个 例子 ， 读 者 可 以 思考 其 中 提出 的 问题 ， 从 
中 体会 学 习 本 书 的 必要 性 。 
【 例 1-1】 大 学 的 高 等 数学 课程 学 习 了 微分 与 积分 的 概念 和 数学 推导 方法 ， 但 实际 应 用 中 可 能 遇 到 
高 阶 导 数 的 问题 。 已 知 f(z) = sinz/(z2? 十 47 十 3) 这 样 的 简单 函数 ， 如 何 求解 出 d4f(z)/dz4? 当 
然 ， 用 手工 推导 是 可 行 的 ， 由 高 等 数学 的 知识 先 得 出 df (t)/dz， 对 结果 求 导 教 得 出 二 阶 导数 ， 对 
结果 再 求 导 得 出 三 阶 导数 ， 对 其 再 求 导 一 步 就 能 求 出 所 需 的 d4f(z)/dz4， 重 复 此 方法 还 能 求 出 更 
高 阶 的 导数 。 这 个 过 程 比较 机 械 ， 适 合计 算 机 实现 ， 所 以 用 现 有 的 计算 机 数学 语言 可 以 由 一 条 语 
句 得 出 结果 为 








def -sinz |，d4cosz(2z+4) sinz(2z 十 和 | sinz7 cosz(27 十 4 
dt 72+47+3 (72 十 47 二 3) (z2 十 47 十 3)3 (z2 十 47 十 3)2 (z2 十 47 十 3)4 
cosT (27z 十 4) sinz (2z 十 4) sinz(27 十 4)2 Sin 了 
一 24 
48T 二 全 二 9 十 24 25 二 47 二 95 一 72 (75 十 和 7 二 9] 人 十 24(75 二 47 十 9]5 


当然 ， 经 过 计算 机 化 简 ， 还 可 以 得 出 更 简 的 形式 为 


4 
dz) -8(z5+10z4+26z3 一 4z2 一 99z- 


COS 
dz: 102)T55 十 本 二 95 二 
SIDZ 


8 7 6 _3275 _ 1094z4 一 2 十 192. 
(z +16r +72z 一 327 094z-  -- 3120z -- 31207- 十 19: 十 1581)152 十 本 十 85 


显然 ， 若 依赖 手工 推导 ， 得 出 这 样 的 结果 需要 很 繁杂 、 细 致 的 工作 ， 稍 有 不 愤 就 可 能 得 出 错 
误 的 结果 ， 由 此 ， 手 工 推导 得 出 结果 的 可 信 度 有 时 是 值得 怀疑 的 。 如 果 能 采用 计算 机 代替 手工 推 
导 则 会 既 省 力 ， 又 增加 可 信 度 ， 故 需要 计算 机 数学 语言 来 解决 这 样 的 问题 。 实 践 表明 ， 利 用 著名 
的 MATLAB 语言 ， 在 1.5 秒 内 四 就 可 以 精确 地 求 出 dlo0f(z)/dzloo。 
呈 本 书 中 涉及 的 求解 时 间 均 指 作者 使 用 的 PII 1.12MHz/256MB 的 笔记 本 计算 机 上 测 出 的 ， 且 CPU 的 不 
同 运行 状态 下 测 出 的 时 间 也 有 差异 
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【 例 1-2】 在 许多 学 科 的 实际 应 用 中 经 常 需要 求 出 多 项 式 方程 的 根 。 著 名 的 Abel 定理 已 经 有 了 定 
论 ，5 次 或 以 上 的 多 项 式 方程 没有 通用 的 解析 解 求解 方法 ， 但 在 实际 应 用 中 经 常 需要 求解 高 次 代 
数 方 程 的 根 ， 故 可 以 采用 数值 方法 求解 ， 如 使 用 林 士 词 -Bairstrow 算法 ， 这 是 数值 分 析 中 服 常见 
的 方法 。 考 虑 下 面 多 项 式 方 程 





135 135。。， 1215。， 729。| 729 


6 5 
9 一 
2 +0e 十 本 了 16 98 + 了 6s+ 三 0 


用 林 士 证-Bairstrow 算法 得 出 的 结果 是 
851,2 一 一 1.5056 士 j0.0032，ss,4 = 一 1.5000 士 j0.0065，ss,6 = 一 1.4944 士 j0.0032 


将 81 代入 原始 方程 ， 则 能 容易 计算 出 方程 左 侧 为 -8.7041 x 10-14 一 j1.8353 x 10-15。 虽 然 
误差 不 大 ， 但 采用 计算 机 数学 语言 能 得 出 更 精确 的 结果 ， 即 所 有 的 根 均 为 一 1.5。 
【 例 1-3】 线 性 代数 课程 中 介绍 了 求解 给 阵 行列 式 的 方法 ， 例 如 用 代数 余子 式 的 方法 可 以 将 一 个 也 
阶 短 阵 的 行列 式 问题 化 简 成 由 个 一 1 阶 行列 式 问题 ， 而 兄 一 工 阶 的 又 可 以 化 简 为 导 一 2 阶 的 问 
题 ， 这 样 用 递归 的 方法 可 以 最 终 化 简 成 一 阶 短 阵 的 行列 式 求解 问题 ， 而 该 问题 是 有 解析 解 的 ， 就 
是 该 一 阶 给 阵 本 身 ， 所 以 数学 家 可 以 得 出 结论 ， 任 意 阶 矩 阵 的 行列 式 都 可 以 直接 求解 出 解析 解 。 

事实 上 ， 这 样 的 结论 忽略 了 复杂 度 或 可 行 性 问题 ， 这 样 的 算法 计算 重 很 让 大 ， 高 达 (7 一 
1 +1D!+m， 例 如 4 = 20 时 ， 运 算 次 数 为 9.7073 x 1020， 相 当 于 在 每 秒 亿 次 的 巨型 机 (中 国 最 
快 的 银河 计算 机 ) 上 3000 年 的 计算 量 ， 所 以 虽然 用 代数 余子 式 的 方法 可 以 求解 ， 但 求解 是 不 现实 
的 。 其 实在 某 些 领域 中 甚至 需要 求解 成 百 上 千 阶 的 问题 ， 所 以 用 代数 余子 式 的 方法 是 不 可 行 的 。 

数值 分 析 中 提供 了 求解 行列 式 问题 的 各 种 各 样 算法 ， 但 传统 的 方法 对 某 此 给 阵 有 时 会 得 出 错 
误 的 结果 ， 特 别 是 接近 奇异 的 给 阵 。 考 虑 Hilbert 答 阵 


1 1/2 1/3 ln 
必 必 Vi 总 二 
lm le+D lm+23) … 1/Cn-1) 


并 假设 = 20， 则 用 传统 的 数值 分 析 很 容易 得 出 det( 再 ) = 0 的 错误 结论 。 事 实 上 ， 用 计算 机 数 
学 语言 MATLAB 很 容易 在 0.4 秒 内 得 出 该 行列 式 的 精确 解 为 

1 
2377454716.… .36800000000000000000000000000000000000 


交合 全 二 
225 位 ， 固 排版 限制 省 略 了 中 间 的 数字 


求解 一 般 高 阶 答 阵 求 北 问 题 需要 计算 机 数学 语言 ， 对 特殊 的 矩阵 问题 更 需要 这 样 的 语言 ， 以 
和 免得 出 错误 的 结果 。 
【 例 1-4】 考 虑 著名 的 非 线 性 方程 -一 Van der Pol 方程 六 + Hp2 一 1 十 y = 0， 当 几 很 大 时 ， 
例如 凡 = 1000， 传 统 的 数值 分 析 方法 求解 之 可 能 有 问题 ， 需 要 用 专用 的 刚性 方程 求解 算法 进行 求 
解 ， 而 不 能 利用 数值 分 析 类 课程 中 介绍 的 Runge Kutta 算法 可 以 求解 。 

如 果 一 阶 微分 方程 可 以 写成 dy 人 bj/dt = -0.1y(b 十 0.2y 人 一 30)/I1+3aolt 一 30)]， 这 样 的 方 
程 称 为 延迟 微分 方程 ， 一 般 的 教 值 分 析 教 材 和 软件 包 中 均 不 提供 这 样 方程 的 数值 解法 ， 所 以 只 能 


4.206179 x 10-224 





det( 瑟 ) = 
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采用 计算 机 数学 语言 ， 如 MATLAB 中 的 延迟 微分 方程 求解 函数 dde23() 或 图 形 化 建 模仿 真 工具 
Simulink 来 求解 这 样 的 问题 。 在 本 书后 面相 应 的 内 容 中 将 介绍 此 方程 的 解法 。 
【 例 1-5】 考 虑 最 优化 问题 ， 假 设 线性 规划 问题 的 数学 描述 如 下 : 


min (-2zi - za 一 47s 一 3zs 一 z5) 
2zz + za 十 4z4 十 2z5 < 54 

z s4. 1 371 十 472 十 5zs 一 Z4 一 Z5 和 62 
zlyzz > 0,,zs > 3.32,z4 > 0.678,z5 > 2.57 


因为 是 有 约束 问题 ， 不 能 用 高 等 数学 中 的 今 目标 函数 导 教 为 0， 得 出 若干 方程 再 求解 
方程 的 方式 求解 最 优化 问题 ， 而 必须 用 线性 规划 中 介绍 的 算法 求解 之 ， 得 出 zl = 19.7850， 
za = 0,， zs = 3.3200,， za = 11.3850, zs = 2.5700。 

这 样 的 求解 借助 数值 分 析 或 服 优化 方法 等 课程 介绍 的 数值 算法 可 以 容易 地 实现 。 但 如 果 再 
添加 约束 ， 例 如 需要 得 出 该 最 优化 问题 的 整数 解 ， 原来 的 问题 就 变 成 了 整数 规划 问题 。 很 少 有 相 
关 书 料 、 软 件 能 直接 求解 这 样 的 问题 。 而 利用 计算 机 数学 语言 可 以 求 出 该 整数 规划 问题 的 解 为 
zl = 19,zs = 0,zs = 4z4 = 10,z5 一 5。 

【 例 1-6】 许 多 后 续 课程 将 用 到 的 高 等 应 用 数学 分 支 ， 如 积分 变换 、 复 变 函数 、 偏 微分 方程 、 数 据 
插值 与 拟 合 、 概 率 论 与 数理 统计 、 数 值 分 析 等 ， 课程 考试 之 后 您 还 记得 其 中 问题 的 求解 方法 吗 ? 


很 多 专门 的 学 科 ， 如 电路 、 电 子 技术 、 电 力 电子 技术 、 电 机 与 拖 动 、 自 动 控制 原理 
等 ， 在 介绍 原理 与 方法 时 一 般 采用 简单 的 例子 ， 回 避 高 阶 的 或 复杂 的 例子 。 究 其 原因 ， 
是 当时 缺少 高 水 平 计算 机 数学 语言 甚至 是 数值 分 析 技术 的 支持 ， 所 以 在 相关 学 科 中 的 很 
多 方法 不 一 定 适合 于 复杂 的 问题 求解 。 在 实际 研究 中 遇 到 稍 复杂 一 点 的 问题 时 ， 只 靠 手 
工 推导 的 方法 是 得 不 出 精确 结果 的 ， 所 以 需要 特殊 的 专业 软件 或 语言 来 解决 问题 ， 而 计 
算 机 数学 语言 ， 如 MATLAB 语言 ， 通 常 可 以 较 好 地 解决 相关 问题 。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 解 决 数学 问题 用 手工 推导 的 方法 虽然 有 时 可 行 ， 但 对 很 多 
复杂 问题 不 现实 或 不 可 靠 ， 用 传统 数值 分 析 课程 甚至 成 型 的 软件 包 (如 在 国际 上 享有 盛 准 
的 Numerical Recipes9l) 得 出 的 结果 有 时 也 是 错误 的 ， 故 需要 学 习 计算 机 数学 语言 ， 以 
更 好 地 解决 以 后 学 习 和 研究 中 遇 到 的 问题 。 


1.1.2 ”数学 问题 的 解析 解 与 数值 解 


现代 科学 与 工程 的 进展 离 不 开 数 学 。 数 学 家 们 感 兴趣 的 问题 和 其 他 科学 家 、 工 程 技 
术 人 员 所 关注 的 问题 是 不 同 的 。 数 学 家 往往 对 数学 问题 的 解析 解 ， 或 称 闭 式 解 (closed- 
form solution) 和 解 的 存在 性 严格 证 明 感 兴趣 ， 而 工程 技术 人 员 一 般 对 如 何 求 出 数学 问 是 
的 解 更 关心 。 换 句 话说， 能 用 某 种 方法 获得 问题 的 解 则 是 工程 技术 人 员 更 关心 的 问题。 
而 获得 这 样 解 的 最 直接 方法 就 是 通过 数值 解法 技术 。 

解析 解 不 存在 的 情况 在 数学 上 并 不 罕见 ， 基 至 可 以 说 ， 这 样 的 现象 是 常见 的 。 例 
如 ， 定 积分 筷 ]/ e-zzdz 在 上 限 为 有 穷 时 就 没有 解析 解 。 数 学 家 可 以 用 新 的 函数 erf(a) 


去 定义 这 样 刚 解 ， 但 解 的 值 到 底 多 大 却 不 是 一 目 了 然 的 。 所 以 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 要 想 
获得 积分 的 值 ， 就 必须 采用 数值 解 技术 。 
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再 例如 ， 圆 周 率 x 的 值 本 身 就 没有 解析 解 ， 中 国 古代 的 数学 家 、 天 文学 家 祖冲之 早 在 
公元 480 年 就 算 定 了 该 值 在 3.1415926 和 3.1415927 之 间 。 在 一 般 科 学 与 工程 应 用 中 ， 取 
这 样 的 值 就 能 保证 较 高 的 精度 ， 而 对 于 粗略 估算 来 说 ， 使 用 公元 前 250 年 (?) 阿 基 米 德 的 
3.1418 也 未 尝 不 可 ， 而 没有 必要 非 去 追求 不 存在 的 解析 解 不 可 。 所 以 在 这 样 的 问题 上 ， 
数值 解法 的 优势 就 显示 出 来 了 。 

数学 问题 的 数值 解法 已 经 成 功 地 应 用 于 各 个 领域 。 例 如 ， 在 力学 领域 ， 常 用 有 限 元 
法 求解 偏 微分 方程 ;在 航空 、 航 天 与 自动 控制 领域 ， 经 常用 到 数值 线性 代数 与 常 微 分 方 
程 的 数值 解法 等 解决 实际 问题 ;在 工程 与 非 工程 系统 的 计算 机 仿真 中 ， 核 心 问题 的 求解 
也 需要 用 到 各 种 差分 方程 、 常 微分 方程 的 数值 解法 ; 在 高 科技 的 数字 信号 处 理 领域 ， 离 
散 的 快速 Fourier 变换 (FFT) 已 经 成 为 其 不 可 或 缺 的 工具 。 在 科学 工程 研究 中 能 掌握 一 
个 或 多 个 实用 的 计算 工具 ， 无 疑 会 为 研究 者 提供 解决 实际 问题 的 强 有 力 手段 。 


1.1.3 ”数学 运算 问题 软件 包 发 展 概述 


数字 计算 机 的 出 现 给 数值 计算 技术 的 研究 注入 了 新 的 活力 。 在 数值 计算 技术 的 早期 
发 展 中 ， 出 现 了 一 些 著名 的 数学 软件 包 ， 如 美国 的 基于 特征 值 的 软件 包 EISPACK19 色 和 
线性 代数 软件 包 LINPACKIm， 英 国 牛津 数值 算法 研究 组 (Numerical Algorithm 
Group，NAG) 开发 的 NAG 软件 包 l99 及 享有 盛誉 的 著作 Numerical Recipes89l 中 给 
的 程序 集 等 ， 这 些 都 是 在 国际 上 广泛 流行 的 、 有 着 较 高 声望 的 软件 包 。 
美国 的 EISPACK 和 LINPACK 都 是 基于 矩阵 特征 值 和 奇异 值 解决 线性 代数 问题 的 专 
用 软件 包 。 限 于 当时 的 计算 机 发 展 状况 ， 这 些 软件 包 大 都 是 由 Fortran 语言 编写 的 源 程 序 
组 成 的 。 
例如 ， 若 想 求 出 N 阶 实 矩阵 4 的 全 部 特征 值 (用 WR，W7 数组 分 别 表 示 其 实 虚 部 ) 
和 对 应 的 特征 向 量 矩 阵 Z， 则 EISPACK 软件 包 给 出 的 子 程序 建议 调用 路 径 为 
CALL BALANC(NM,N,A,IS1,IS2,FV1) 
CALL ELMHES (NM,N,IS1,IS2,A,IV1) 
CALL ELTRAN(NM,N,IS1,IS2,A,IV1,Z) 
CALL HQR2(NM,N,IS1,IS2,A,WR,WI,Z,IERR) 
IF (IERR.EQ.0) GOT0 99999 
CALL BALBAK(NM,N,IS1,IS2,FV1,N,Z) 
由 上 面 的 叙述 可 以 看 出 ， 要 求 取 和 抢 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 首 先 要 给 一 些 数组 和 变 
量 依据 EISPACK 的 格式 作出 定义 和 赋值 ， 并 编写 出 主 程序 ， 再 经 过 编译 和 连接 过 程 ， 形 
成 可 执行 文件 ， 最 后 才能 得 出 所 需 的 结果 。 
英国 的 NAG 软件 包 和 美国 学 者 的 Numerical Recipes 工具 包 则 包括 了 各 种 各 样 数学 
问题 的 数值 解法 ， 二 者 中 NAG 的 功能 尤其 强大 。NAG 的 子 程序 都 是 以 字母 加 数字 编 
号 的 形式 命名 的 ， 非 专业 人 员 很 难 找到 适合 自己 问题 的 子 程序 ， 更 不 用 说 能 保证 以 正确 
的 格式 去 调用 这 些 子 程序 了 。 这 些 程序 包 使 用 起 来 极其 复杂 ， 谁 也 不 能 保证 不 发 生 错 
误 ，NAG 数 百 页 的 使 用 手册 就 有 十 几 本 之 多 ! 
Numerical Recipes 一 书 中 给 出 的 一 系列 算法 语言 源 程序 也 是 一 个 在 国际 上 广泛 应 用 
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的 软件 包 。 该 书 中 的 子 程序 有 C, Fortran 和 Pascal 等 版 本 ， 适 合 于 科学 研究 者 和 工程 技 
术 人 员 直接 应 用 。 该 书 的 程序 包 由 200 多 个 高 效 、 实 用 的 子 程序 构成 ， 这 些 子 程序 一 般 有 
较 好 的 数值 特性 ， 比 较 可 靠 ， 为 各 国 的 研究 者 信赖 。 

具有 Fortran 和 C 等 高 级 计算 机 语言 知识 的 读者 可 能 已 经 注意 到 ， 如 果 用 它们 去 进 
行程 序 设计 ， 尤 其 当 涉及 矩阵 运算 或 画图 时 ， 则 编程 会 很 麻烦 。 例 如 ， 若 想 求解 一 个 线 
性 代数 方程 ， 用 户 得 首先 去 编写 一 个 主 程序 ， 然 后 编写 一 个 子 程序 去 读 人 各 个 矩阵 的 元 
素 ， 之 后 再 编写 一 个 子 程序 ,求解 相 应 的 方程 (如 使 用 Gauss 消去 法 )， 最 后 输出 计算 结 
果 。 如 果 选 择 的 计算 子 程序 不 是 很 可 靠 ， 则 所 得 的 计算 结果 往往 可 能 会 出 现 问题 。 如 有 果 
没有 标准 的 子 程序 可 以 调用 ， 则 用 户 往往 要 将 自己 编 好 的 子 程序 逐条 地 输入 计算 机 ， 然 
后 进行 调试 ， 最 后 进行 计算 。 这 样 一 个 简单 的 问题 往往 需要 用 户 编写 100 条 左右 的 源 程 
序 ， 输 入 与 调试 程序 也 是 很 费事 的 ， 并 无 法 保证 所 输入 的 程序 完全 可 靠 。 求 解 线性 方程 
组 这 样 一 个 简单 的 功能 需要 100 条 源 程 序 ， 其 他 复杂 的 功能 往往 要 求 有 更 多 条 语句 ， 如 
采用 双 步 QR 法 求 取 和 矩阵 特征 值 的 子 程序 则 需要 500 多 条 源 程序 ， 其 中 任何 一 条 语句 有 
毛病 ， 甚 至 调用 不 当 (如 数组 维 数 不 匹 配 ) 都 可 能 导致 错误 结果 的 出 现 。 

尽管 如 此 ， 数 学 软件 包 仍 在 继续 发 展 ， 其 发 展 方向 是 采用 国际 上 最 先进 的 数值 算 
法 ， 提 供 更 高 效 、 更 稳定 、 更 快速 、 更 可 靠 的 数学 软件 包 。 例 如 ， 在 线性 代数 计算 领 
域 ， 全 新 的 LaPACK 已 经 成 为 当前 最 有 影响 的 软件 包 ， 但 它们 的 目的 似乎 已 经 不 再 为 
一 般 用 户 提供 解决 问题 的 方法 ， 而 是 为 数学 软件 提供 底层 的 支持 。 新 版 的 MATLAB 语 
言 以 及 自由 软件 Scilab 等 著名 的 计算 机 数学 语言 都 已 经 放弃 了 一 直 使 用 的 LINPACK 和 
EISPACK ， 而 采用 LaPACK 为 其 底层 支持 软件 包 。 

一 些 数学 的 专门 分 支 也 出 现 了 相关 的 数学 程序 库 ， 支 持 Fortran，C++ 等 语言 直接 
调用 与 编程 。 在 互联 网 上 同样 有 大 量 的 MATLAB 语言 和 其 他 计算 机 数学 语言 的 数学 工 
具 箱 ， 所 以 遇 到 典型 问题 的 数学 求解 时 ， 可 以 直接 利用 相关 的 工具 箱 来 求解 ， 因 为 其 中 
大 部 分 工具 箱 毕竟 还 是 在 相应 领域 有 影响 的 专家 编写 的 ， 得 出 的 结果 比 外 行 自己 查阅 书 
籍 、 论 文 编写 的 可 信 度 要 高 得 多 。 


1.2 ”计算 机 数学 语言 概述 
1.2.1 计算 机 数学 语言 

1984 年 正式 推出 的 MATLAB 语言 为 数学 问题 的 计算 机 求解 ， 特 别 是 控制 系统 的 仿真 
和 CAD 发 展 起 到 了 巨大 的 推动 作用 。1980 年 前 后 ， 时 任 美国 New Mexico 大 学 计算 机 科 : 
学 系 主任 的 Cleve Moler 教授 认为 用 当时 最 先进 的 EISPACK 和 IINPACK 软件 包 求解 线 
性 代数 问题 过 程 过 于 烦琐 ， 所 以 构思 一 个 名 为 MATLAB (MATYix LABoratory， 即 矩阵 
实验 室 ) 的 交互 式 计算 机 语言 。 该 语言 1980 年 出 现 了 免费 版 本 ，1984 年 The MathWorks 
公司 成 立 ， 并 推出 了 1.0 版 。 该 语言 的 出 现 正 赶 上 控制 界 基于 状态 空间 的 控制 理论 莲 勃 发 
展 的 阶段 ， 所 以 很 快 就 引起 了 控制 界 学 者 的 关注 ,出现 了 用 MATLAB 语言 编写 的 控制 系 
统 工具 箱 ， 在 控制 界 产生 了 巨大 的 影响 ， 成 为 控制 界 的 标准 计算 机 语言 。 后 来 由 于 控制 
界 及 相关 领域 提出 的 各 种 各 样 要 求 ，MATLAB 语言 得 到 了 持续 发 展 ， 使 得 其 功能 越 来 越 
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强大 。 可 以 说 ，MATLAB 语言 是 由 计算 数学 专家 首创 的 ， 但 是 由 控制 界 学 者 “ 捧 红 ”的 
新 型 计算 机 语言 。 目 前 大 部 分 工具 箱 都 是 面向 控制 和 相关 学 科 的 ， 但 随 着 MATLAB 语言 
的 不 断 发 展 ， 目 前 也 在 其 他 领域 开始 使 用 。 稍 后 出 现 的 Mathematica 及 Maple 等 语言 当 
前 也 是 应 用 广泛 的 计算 机 数学 语言 。 此 外 ,法国 国家 计算 机 科学 与 控制 研究 院 INRIA 开 
发 的 自由 软件 Scilab 也 可 以 部 分 解决 常用 的 数学 问题 ， 其 最 显著 的 特色 是 完全 免费 且 源 
代码 全 部 公开 ,但 在 求解 数学 问题 的 功能 上 尚 无 法 和 MATLAB 等 计算 机 数学 语言 媳 美 。 
本 书 将 在 附录 中 简单 介绍 该 语言 的 使 用 方法 。 


1.2.2 3 个 代表 性 计算 机 数学 语言 


目前 在 国际 上 有 3 个 计算 机 数学 语言 最 有 影响 :The MathWorks 公司 的 MATLAB 
语言 、Wolfram Research 公司 的 Mathematica 语言 和 Waterloo Maple 公司 的 Maple 语 
这 3 个 语言 各 有 特色 ， 其 中 MATLAB 长 于 数值 运算 ， 其 程序 结构 类 似 于 其 他 计算 机 
因而 编程 很 方便 。Mathematica 和 Maple 有 强大 的 解析 运算 和 数学 公式 推导 、 定 
理 证 明 的 功能 ， 相 应 的 数值 计算 能 力 比 MATLAB 要 弱 ， 这 两 个 语言 更 适合 于 纯 数学 领域 
的 计算 机 求解 。 

和 Mathematica 及 Maple 相 比 ，MATLAB 语言 的 数值 运算 功能 是 很 出 色 的 。 除 此 之 
外 ， 更 有 一 个 另 两 种 语言 不 可 替代 的 优势 ， 就 是 MATLAB 语言 对 各 种 各 样 领域 均 有 领域 
专家 编写 的 工具 箱 ， 可 以 高 效 、 可 靠 地 解决 各 种 各 样 的 问题 。MATLAB 的 符号 运算 工具 
箱 利用 Maple 作为 其 符号 运算 引擎 ， 能 直接 求解 常用 的 符号 运算 问题 。 另 外 ，MATLAB 
提供 了 对 Maple 全 部 函数 的 接口 ， 无 需 安装 Maple 就 可 以 调用 Maple 所 有 的 数学 函数 ， 
这 大 大 地 增强 了 MATLAB 的 符号 运算 功能 ， 在 这 方面 的 功能 也 不 逊色 于 Mathematica 
和 Maple。 故 本 书 采用 MATLAB 语言 为 主要 计算 机 数学 语言 ， 系 统 介绍 其 在 数学 问题 求 
解 中 的 应 用 。 掌 握 了 该 语言 将 提高 读者 求解 数学 问题 的 能 力 ， 提 高 数学 水 平 ， 拓 广 知识 
面 ， 使 得 原来 看 起 来 无 从 下 手 的 高 深 应 用 数学 问题 的 实际 求解 变 得 轻而易举 。 








1.3 关于 本 书 及 相关 内 容 


本 书 相应 的 课程 是 一 门 新 型 的 课程 。 此 前 一 些 高 校 陆续 开 出 了 相应 课程 ， 如 “数学 
实验 ”Dj 课程 简略 介绍 了 计算 机 数学 语言 在 一 些 应 用 数学 分 支 中 的 最 基本 的 分 析 方法 ， 
但 缺乏 如 何 利用 实用 的 计算 机 数学 语言 系统 、 深 入 地 与 各 个 数学 分 支 的 数学 问题 求解 有 
机 结合 。 另 一 门 相关 的 课程 “MATLAB 语言 及 应 用 ”更 侧重 于 MATLAB 语言 的 编程 内 
容 ， 对 数学 问题 求解 介绍 也 不 全 面 。 依 照 作者 本 人 多 年 一 线 教学 经 验 看， 如 果 能 找 出 一 
种 中 间 途 径 ， 既 介绍 MATLAB 编程 的 基本 方法 ， 更 能 全 面 系统 地 介绍 其 在 应 用 数学 各 个 
分 支 的 问题 求解 中 的 应 用 ， 无 疑 将 会 对 读者 大 有 神 益 ， 这 就 是 编写 本 书 的 初衷 。 


1.3.1 本 书 框架 设计 及 内 容 安排 
本 书 各 章 的 安排 如 下 : 


1.3 关于 本 书 及 相关 内 容 下 





第 1 章 (本 章 )， 综 述 MATLAB 等 计算 机 数学 语言 的 发 展 概况 ， 介 绍 学 习 本 课程 的 必 
要 性 及 本 课程 与 其 他 课程 之 间 的 关系 。 

第 2 章 “MATLAB 语言 程序 设计 基础 "， 以 比较 简洁 的 形式 对 MATLAB 语言 编程 、 
科学 绘图 等 方面 进行 介绍 ， 为 学 习 本 课程 打下 必要 的 基础 。 

第 3 章 “ 微 积分 问题 的 计算 机 求解 "， 包 括 微 积分 问题 的 解析 解 、 数 值 微分 、 数 值 积 
分 ， 其 解析 解 部 分 基本 涵盖 了 高 等 数学 课程 的 全 部 计算 内 容 。 

第 4 章 “线性 代数 问题 的 计算 机 求解 "， 包 括 矩 阵 基本 分 析 、 和 矩阵 基本 变换 、 线 性 方 
程 组 的 计算 机 求解 、 矩 阵 函 数 的 求解 等 。 

第 5 章 “ 积 分 变换 与 复 变 函数 问题 的 计算 机 求解 >， 包 括 Laplace 变换 、Z 变换 、 
Fourier 变换 及 反 变 换 问题 的 计算 机 推导 、 留 数 、 部 分 分 式 展开 。 

第 6 章 “ 代 数 方程 与 最 优化 问题 的 计算 机 求解 "， 包 括 方程 的 解析 解 与 数值 解 、 无 约 
束 最 优化 、 有 约束 最 优化 、 整 数 规划 等 内 容 。 

第 7 章 “ 微 分 方程 问题 的 计算 机 求解 "， 包 括 微分 方程 的 解析 解法 、 常 微分 方程 数值 
解 概述 、 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 MATLAB 求解 、 特 殊 微分 方程 的 求解 、 边 值 问题 的 求 
解 、 偏 微分 方程 求解 人 门 。 

第 8 章 “数据 插值 、 函 数 逼 近 问题 的 计算 机 求解 >， 包 括 插值 与 数据 拟 合 、 样 条 插值 
函数 及 基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 运算 、 曲 线 拟 合 与 平滑 、 数 字 信 号 处 理 与 快速 Fourier 
变换 技术 等 、 滤 波 技术 与 滤波 器 设计 。 

第 9 章 “ 概 率 论 与 数理 统计 问题 的 计算 机 求解 "， 包 括 概率 分 布 与 随机 数 生 成 、 统 计 
量 分 析 、 数 理 统计 方法 、 统 计 假设 检验 、 方 差分 析 等 。 

第 10 章 “数学 问题 的 非 传统 解法 " ， 为 选 学 内 容 ， 包 括 模糊 逻辑 与 模糊 推理 、 神 经 网 
络 在 数据 拟 合 中 的 应 用 、 遗 传 算法 在 最 优化 求解 中 的 应 用 、 小 波 理论 在 数据 处 理 中 的 应 
用 、 粗 糙 集 理论 与 应 用 及 分 数 阶 微 积 分 理论 与 计算 等 。 

本 书 还 在 附录 中 简要 介绍 自由 软件 Scilab 及 其 在 数学 问题 求解 中 的 应 用 。 

本 书 内 容 看 似 在 介绍 数学 ， 但 最 终 目 的 是 期 望 读者 在 理解 相关 数学 领域 最 基本 概念 
的 前 提 下 ， 绕 开 纯 数学 ， 直 接 由 计算 机 数学 语言 得 出 数学 问题 的 解 。 所 以 学 习 本 课程 将 
使 读者 提高 数学 素养 ， 掌 握 解决 实际 数学 问题 的 方法 ， 为 下 一 步 学 习 其 他 课程 也 打下 一 
个 较 好 的 基础 。 


1.3.2 ”本 课程 与 其 他 相关 课程 的 关系 


本 书 对 应 的 课程 不 是 数值 分 析 类 课程 的 MATLAB 版 本 介绍 ， 应 该 理解 成 是 从 更 高 层 
次 ， 采 用 更 有 效 的 方法 ， 解 决 实际 中 可 能 遇 到 的 数学 问题 的 方法 论 。 数 值 分 析 更 侧重 于 
介绍 成 型 的 算法 ， 侧 重 于 介绍 原始 的 、 能 充分 显示 问题 来 龙 去 脉 的 算法 ， 在 实际 问题 求 
解 中 这 些 方法 是 不 实用 的 ， 甚 至 是 根本 不 使 用 的 。 考 虑 求解 常 微分 方程 初 值 问题 的 求解 
中 ， 数 值 分 析 课 程 最 侧重 介绍 的 是 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算法 ， 但 从 实际 求解 的 实践 
来 看 ， 采 用 定 步 长 算法 是 有 问题 的 。 其 一 是 由 于 算法 不 如 变 步 长 算法 高 效 ， 有 时 在 求解 
中 可 能 花费 难于 接受 的 时 间 。 另 一 个 方面 ， 也 是 最 重要 的 ， 定 步 长 算法 在 求解 过 程 中 对 
解 的 正确 性 没有 检测 环节 ， 在 求解 过 程 中 出 现 误差 也 无 从 知晓 ， 故 得 出 的 结果 可 靠 性 存 
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在 问题 ， 而 采用 变 步 长 算法 能 根据 误差 自动 选择 计算 步 长 ， 保 证 求解 的 正确 性 。 另 外 很 
多 内 容 ， 如 延迟 微分 方程 、 微 分 代数 方程 等 的 求解 在 传统 数值 分 析 课 程 也 是 不 介绍 的 。 

高 等 数学 和 各 类 应 用 数学 的 计算 问题 均 可 以 由 介绍 的 方法 直接 求解 。 但 这 并 不 认为 
高 等 数学 类 课程 的 理论 不 重要 。 读 者 可 以 在 学 好 高 等 数学 、 应 用 数学 理论 的 基础 上 更 好 
地 理解 问题 ， 更 容易 地 解决 问题 。 

本 书 对 各 种 数学 问题 一 般 采 用 3 种 形式 进行 描述 ， 一 种 是 用 纯 数学 方式 描述 数学 问 
题 ， 一 种 是 简要 介绍 求解 数学 问题 的 算法 ， 一 种 是 解决 该 类 数学 问题 的 MATLAB 语句 或 
语句 组 。 前 两 者 为 支持 后 者 的 背景 材料 ， 对 于 数学 基础 不 是 特别 好 的 读者 可 以 在 理解 数 
学 问题 描述 的 基础 上 直接 学 习 第 3 种 方法 。 本 书 重点 侧重 于 用 MATLAB 语言 直接 求解 数 
学 问题 的 方法 论 ， 而 不 是 该 问题 的 数学 理论 。 





1.4 本 章 要 点 简介 


。 本 章 通过 一 些 看 起 来 用 先 修 课程 知识 难以 解决 的 数学 问题 求解 来 介绍 学 习 计算 机 数学 
语言 的 重要 性 ， 并 对 当前 国际 上 最 好 的 计算 机 数学 语言 给 出 综述 ， 解 释 了 本 课程 选择 
MATLAB 语言 求解 数学 问题 的 原因 。 

。 本 章 还 回顾 了 数学 软件 包 和 计算 机 数学 语言 的 发 展 过 程 ， 人 门 性 地 介绍 了 数学 问题 的 
解析 解 、 数 值 解 的 基本 概念 ， 并 举例 说 明了 什么 时 候 应 该 使 用 解析 解 ， 什 么 时 候 应 该 
使 用 数值 解 。 

。 本 章 还 介绍 了 本 课程 的 框架 以 及 本 课程 与 其 他 相关 课程 之 间 的 关系 。 


1.5 习 题 


1 在 你 的 机 器 上 安装 MATLAB 语言 环境 ， 并 键入 demo 命令 ， 由 给 出 的 菜单 系统 和 对 话 框 原型 
演示 程序 ， 领 略 MATLAB 语言 在 求解 数学 问题 方面 的 能 力 与 方法 。 


2 作者 用 MATLAB 语言 编写 了 给 出 例子 的 源 程序 ， 读 者 可 以 自己 用 type 语句 阅读 一 下 源 程 
序 ， 对 照 数学 问题 初步 理解 语句 的 含义 ， 编 写 的 源 程序 说 明 由 下 表 列 出 。 


序号 | 文件 名 程序 说 明 

利用 MATLAEB 的 符号 运算 工具 箱 求解 微分 问题 

分 别 利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 和 数值 运算 功能 求解 多 项 式 方程 ， 其 中 用 数值 方法 得 出 
的 结果 有 误差 

分 别 利用 MATLAEB 的 符号 运算 工具 箱 和 数值 运算 功能 计算 Hilbert 矩阵 的 行列 式 ， 其 中 用 数值 
方法 得 出 的 结果 有 很 大 误差 

令 zl = 妇 za = 终 则 可 以 将 原来 的 二 阶 微分 方程 转换 成 一 阶 微分 方程 组 ， 然 后 就 可 以 求解 微分 
方程 的 数值 解 。 原 方程 是 非 线性 微分 方程 ， 故 不 存在 解析 解 。ode45() 函数 可 以 求解 常 微分 方程 
组 ， 而 dde23() 可 以 求解 延迟 微分 方程 或 更 直观 地 采用 Simulink 绘制 求解 框图 

线性 规划 问题 调用 最 优化 工具 箱 中 的 linprog() 函数 可 以 立即 得 出 结果 。 若 想 求解 整数 规划 问 
题 ， 则 需要 首先 安装 整数 规划 程序 tpslv-mex() 















例 1-1 | clexlm 
例 1-2 | clex2.m 


例 1-3 | clex3.m 


例 1-4 | clex4.m 


例 1-5 | clex5.m 
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MATLAB 语言 是 当前 国际 上 自动 控制 领域 的 首选 计算 机 语言 ， 也 是 很 多 理工 科 专 业 
最 适合 的 计算 机 数学 语言 。 本 书 以 MATLAB 语言 为 主要 计算 机 语言 ， 系 统 、 全 面 地 介绍 
在 数学 运算 问题 中 MATLAB 语言 的 应 用 。 掌 握 该 语言 不 但 有 助 于 更 深入 理解 和 掌握 数学 
问题 的 求解 思想 ， 提 高 求解 数学 问题 的 能 力 ， 而 且 还 可 以 充分 利用 该 诸 言 ， 在 其 他 专业 
课程 的 学 习 中 得 到 积极 的 帮助 。 

和 其 他 程序 设计 语言 相 比 ，MATLAB 语言 有 如 下 的 优势 : 

〇 D 简洁 高 效 性 MATLAB 程序 设计 语言 集成 度 高 ， 语 名 简洁， 往往 用 C/C++ 等 程 
序 设 计 语言 编写 的 数 百 条 语句 ， 用 MATLAB 语言 一 条 语句 就 能 解决 问题 ， 其 程序 可 靠 性 
高 、 易 于 维护 ， 可 以 大 大 提高 解决 问题 的 效率 和 水 平 。 

@ 科学 运算 功能 MATLAB 语言 以 矩阵 为 基本 单元 ， 可 以 直接 用 于 和 矩阵 运算 。 另 
外 ， 最 优化 问题 、 数 值 微 积分 问题 、 微 分 方程 数值 解 问 题 、 数 据 处 理 问题 等 都 能 直接 用 
MATLAB 语言 求解 。 

@@ 绘图 功能 MATLAB 语言 可 以 用 最 直观 的 语句 将 实验 数据 或 计算 结果 用 图 形 的 方 
式 显 示 出 来 ， 并 可 以 将 以 往 难 以 显示 出 来 的 隐 范 数 直接 用 曲线 绘制 出 来 。MATLAB 语言 
还 允许 用 户 用 可 视 的 方式 编写 图 形 用 户 界面 ， 其 难 易 程 度 和 Visual Basic 相仿 ， 这 使 得 用 
户 可 以 容易 地 利用 该 语言 编写 通用 程序 。 

图 庞大 的 工具 箱 与 模块 集 MATLAB 是 被 控制 界 的 学 者 “ 捧 红 ”的 ， 是 控制 界 通用 
的 计算 机 语言 ， 在 应 用 数学 及 控制 领域 几乎 所 有 的 研究 方向 均 有 自己 的 工具 箱 ， 而 且 由 
领域 内 知名 专家 编写 ， 可 信 度 比较 高 。 随 着 MATLAB 的 日 益 普及 ， 在 其 他 工程 领域 也 出 
现 了 工具 箱 ， 这 也 大 大 促进 了 MATLAB 语言 在 各 个 领域 的 应 用 。 

人 强大 的 动态 系统 仿真 功能 Simulink 提供 的 面向 框图 的 仿真 及 概念 性 仿真 功能 ， 使 
得 用 户 能 容易 地 建立 复杂 系统 模型 ， 准 确 地 对 其 进行 仿真 分 析 。Simulink 的 概念 性 仿真 
模块 集 允 许 用 户 在 一 个 框架 下 对 含有 控制 环节 、 机 械 环节 和 电子 、 电 机 环节 的 机 电 一 体 
化 系统 进行 建 模 与 仿真 ， 这 是 目前 其 他 计算 机 语言 无 法 做 到 的 。 

第 2.1 节 将 介绍 MATLAB 语言 编程 的 最 基本 内 容 ， 包 括 数 据 结构 、 基 本 语句 结构 和 
重要 的 冒号 表达 式 与 子 矩阵 提取 方法 。 第 2.2 节 将 介绍 MATLAB 语言 中 和 矩阵 的 基本 数 
学 运算 ， 包 括 代数 运算 、 逻 辑 运算 、 比 较 运 算 及 简单 的 数论 运算 函数 。 第 2.3 节 将 介绍 
MATLAB 语言 的 基本 编程 结构 ， 如 循环 语句 结构 、 条 件 转移 语句 结构 、 开 关 结 构 和 试探 
结构 ， 介 绍 各 种 结构 在 程序 设计 中 的 应 用 。 第 2.4 节 介绍 MATLAB 语言 编程 中 最 重要 的 
程序 结构 一 - M- 函 数 的 结构 与 程序 编写 技巧 。 第 2.5 节 将 介绍 基于 MATLAB 语言 的 二 维 
锅 形 绘制 的 方法 ， 如 各 种 二 维 介 线 绘制 、 隐 函数 的 曲线 绘制 等 ， 并 将 介绍 图 形 修饰 方法 
等 。 第 2.6 节 将 介绍 三 维 图 形 的 绘制 方法 、 三 维 图 形 旋转 与 视角 设置 等 。 
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限于 本 书 的 篇 幅 ， 本 章 只 能 介绍 MATLAB 语言 最 基础 的 入门 知识 。 初 步 掌握 该 语言 
的 基本 功能 ， 就 能 更 好 地 理解 和 使 用 该 语言 研究 数学 问题 求解 的 内 容 ， 还 可 以 为 其 他 相 
关 后 续 课 程 的 学 习 打 下 良好 的 基础 。 


2.1 MATLAB 程序 设计 语言 基础 
2.1.1 MATLAB 语言 的 变量 与 常量 


MATLAB 语言 变量 名 应 该 由 一 个 字母 引导 ， 后 面 可 以 跟 字 母 、 数 字 、 下 划 线 等 。 例 
如 ，MYvar12, MY_Var12 和 MyVarl2-_ 均 为 有 效 的 变量 名 ， 而 12MyVar 和 MyVarl2 为 无 效 
的 变量 名 。 在 MATLAB 中 变量 名 是 区 分 大 小 写 的 ， 也 就 是 说 ，Abc 和 ABc 两 个 变量 名 表 
达 的 是 不 同 的 变量 ， 在 使 用 MATLAB 语言 编程 时 一 定 要 注意 。 
在 MATLAB 语言 中 还 为 特定 常数 保留 了 一 些 名 称 ， 虽 然 这 些 常量 都 可 以 重新 赋值 ， 
但 建议 在 编程 时 应 尽量 避免 对 这 些 量 重新 赋值 。 
。 eps 一 -机 器 的 浮 点 运算 误差 限 。PC 机 上 eps 的 默认 值 为 .2204x10-16 ， 若 某 个 量 
的 绝对 值 小 于 eps， 则 可 以 认为 这 个 量 为 0。 
si 和 j 一 若 ;i 或 j 量 不 被 改写 ， 则 它们 表示 纯 虚 数量 j。 但 在 MATLAB 程序 编写 
过 程 中 经 常事 先 改 写 这 两 个 变量 的 值 ， 如 在 循环 过 程 中 常用 这 两 个 变量 来 表示 循环 变 
量 ， 所 以 应 该 确认 使 用 这 两 个 变量 时 没有 被 改写 。 如 果 想 恢复 该 变量 ， 则 可 以 用 语句 
i=sqrt(-1) 设置 ， 即 对 一 1 求 平方 根 。 
。 Inf 一 无穷大 量 +co 的 MATLAB 表示 ， 也 可 以 写成 inf。 同 样 地 ，--oo 可 以 表示 
为 -Inf。 在 MATLAB 程序 执行 时 ， 即 使 遇 到 了 以 0 为 除数 的 运算 ， 也 不 会 终止 程 
序 的 运行 ， 而 只 给 出 一 个 “ 除 0" 警 告 ， 并 将 结果 赋 成 Inf ， 这 样 的 定义 方式 符合 IPERE 
的 标准 。 从 数值 运算 编程 角度 看 ， 这 样 的 实现 形式 明显 优 于 C 这 样 的 非 专业 语言 。 
NaN 不 定式 (not a number)， 通 常 由 0/0 运算 、Inf/Inf 及 其 他 可 能 的 运算 得 
出 。NaN 是 一 个 很 奇特 的 量 ， 如 Na 与 Inf 的 乘积 仍 为 NaN。 


。pi -圆周 率 x 的 双 精 度 浮 点 表示 。 


。1lasterr 一 - 存放 最 新 一 次 的 错误 信息 。 此 变量 为 字符 串 型 ， 如 果 在 本 次 执行 过 程 中 
没 出 现 过 错误 ， 则 此 变量 为 空 字符 串 。 


。1lastwarn 一 存放 最 新 的 警告 信息 。 若 未 出 现 过 警告 ， 则 此 变量 为 空 字符 串 。 


2.1.2 数据 结构 
2.1.2.1 数值 型 数据 

强大 方便 的 数值 运算 功能 是 MATLAB 语言 的 最 显著 特色 。 为 保证 较 高 的 计算 精 
度 ，MATLAB 语言 中 最 常用 的 数值 量 为 双 精 度 浮 点 数 ， 占 8 个 字 节 (64 位 )， 遵 从 IEPEE 
记 数 法 ， 有 11 个 指数 位 、53 位 尾数 及 一 个 符号 位 ， 值 域 的 近似 范围 为 -1.7 x 10308 
至 1.7 x 10308 ， 其 MATLAB 表示 为 double()。 考 虑 到 一 些 特殊 的 应 用 ， 比 如 图 像 处 
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理 ，MATLAB 语言 还 引入 了 无 符号 的 8 位 整形 数据 类 型 ， 其 MATLAB 表示 为 uint8() , 
其 值 域 为 0 至 255， 这 样 可 以 大 大 地 节省 MATLAB 的 存储 空间 ， 提 高 处 理 速度 。 此 外 ， 
在 MATLAB 中 还 可 以 使 用 其 他 的 数据 类 型 ， 如 int8()，int16()，int32()， uint16()， 
uint32() 等 ， 每 一 个 类 型 后 面 的 数字 表示 其 位 数 ， 其 含义 不 难 理解 。 

2.1.2.2 ”符号 型 


MATLAB 还 定义 了 “符号 ”型 变量 ， 以 区 别 于 常规 的 数值 型 变量 ， 可 以 用 于 公式 推 
导 和 数学 问题 的 解析 解法 。 进 行 解析 运算 前 需要 首先 将 采用 的 变量 申明 为 符号 变量 ， 这 
需要 用 syms 命令 来 实现 。 该 语句 具体 的 用 法 为 
syms Var-list Var_props 
其 中 ，var_list 给 出 需要 申明 的 变量 列表 ， 可 以 同时 申明 多 个 变量 ， 中 间 用 空格 分 隔 ， 
而 不 是 用 去 号 等 分 隔 。 如 果 需 要 ， 还 可 以 进一步 申明 变量 的 类 型 var props， 可 以 使 用 的 
类 型 为 real 、positive 等 。 如 果 需 要 将 ab 均 定义 为 符号 变量 ， 则 可 以 用 syms a b 语 
名 声明， 该 命令 还 支持 对 符号 变量 具体 形式 的 设 定 ， 如 syms a real。 
符号 型 数值 可 以 通过 变 精度 算法 函数 vpa() 以 任意 指定 的 精度 显示 出 来 。 该 函数 的 
调用 格式 为 
wpa(4) ， 或 vpa(4,m 
其 中 ，4 为 需要 显示 的 数值 或 徐 阵 ，m 为 指定 的 有 效 数 字 位 数 ， 前 者 以 默认 的 十 进 制 位 数 
(32 位 ) 显示 结果 。 
【 例 2-1】 试 显示 出 国 周 率 的 前 300 位 有 效 数 字 。 
【求解 】 使 用 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 vpa() 函数 可 以 按 任意 精度 显示 符号 变量 的 值 ， 故 题 中 要 
求 的 结果 可 以 用 下 面 语 白 立即 显示 出 来 。 
>> vPa(pi,300) 
ang = 
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286 
2089986280348253421170679821480865132823066470938446095505822317253594081284 
8111745028410270193852110555964462294895493038196442881097566593344612847564 
823378678316527120190914564856692346034861045432664821339360726024914127 
如 果 不 指定 位 数 ， 则 将 得 出 如 下 的 结果 : 
>> vpa(pi) 
angs = 
3.1415926535897932384626433832795 
2.1.2.3 ”其 他 数据 结构 
除了 用 于 数学 运算 的 数值 数据 结构 外 ,， MATLAB 还 支持 下 面 的 数据 结构 : 
OD 字符 串 型 数据 MATLAB 支持 字符 串 变量 ， 可 以 用 它 来 存储 相关 的 信息 。 和 C 语 
言 等 程序 设计 语言 不 同 ，MATLAB 字符 串 是 用 单 引号 括 起 来 的 ， 而 不 是 用 双 引 号 。 
回 多 维 数组 三 维 数组 是 一 般 矩 阵 的 直接 拓展 ， 可 以 这 样 理解 ， 三 维 数组 可 以 直接 用 
于 彩色 数字 图 像 的 描述 ， 在 控制 系统 的 分 析 上 也 可 以 直接 用 于 多 变量 系统 的 表示 上 。 在 
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实际 编程 中 还 可 以 使 用 维 数 更 高 的 数组 。 

加 单元 数组 单元 数组 是 矩阵 的 直接 扩展 ， 其 存储 格式 类 似 于 普通 的 矩阵 ， 而 和 矩 
阵 的 每 个 元 素 不 是 数值 ， 可 以 认为 能 存储 任意 类 型 的 信息 ， 这 样 每 个 元 素 称 为 “ 单 
元 ”(cel)， 例 如 ，4{fi, 认 可 以 表示 单元 数组 4 的 第 i 行 ,第 7 列 的 内 容 。 

图 类 与 对 象 MATLAB 允许 用 户 自己 编写 包含 各 种 复杂 详细 的 变量 ， 亦 即 类 变量 ， 
该 变量 可 以 包含 各 种 下 级 的 信息 ， 还 可 以 重新 对 类 定义 其 计算 ， 这 在 控制 系统 描述 中 特 
别 有 用 。 例 如 ,在 MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 中 定义 了 传递 函数 类 ， 可 以 用 一 个 变量 来 
表示 整个 传递 函数 ， 还 重新 定义 了 该 类 的 运算 ， 如 加 法 运算 可 以 直接 求 取 多 个 模块 的 并 
联 连接 ， 乘 法 运算 可 以 求 取 若干 模块 的 串联 。 


2.1.3 MATLAB 的 基本 语句 结构 


MATLAB 的 语句 有 两 种 结构 。 
呈 直接 赋值 语句 直接 赋值 语句 的 基本 结构 如 下 : 
赋值 变量 = 赋值 表达 式 

这 一 过 程 把 等 号 右边 的 表达 式 直接 赋 给 左边 的 赋值 变量 ， 并 返回 到 MATLAB 的 工作 空 
间 。 如 果 赋 值 表达 式 后 面 没有 分 号 ， 则 将 在 MATLAB 命令 窗口 中 显示 表达 式 的 运算 结 
果 。 若 不 想 显示 运算 结果 ， 则 应 该 在 赋值 语句 的 末尾 加 一 个 分 号 。 如 果 省 略 了 赋值 变量 
和 等 号 ， 则 表达 式 运算 的 结果 将 赋 给 保留 变量 ans。 所 以 说 ， 保 留 变量 ans 将 永远 存放 最 
近 一 次 无 赋值 变量 语句 的 运算 结果 。 


和 
【 例 2-2】 试 在 MATLAB 环境 中 表示 短 阵 4= |4 5 6|。 
7 8 0 
【求解 】 在 MATLAB 语言 中 表示 一 个 纸 隆 是 很 容易 的 事 ， 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 白 将 该 给 
阵 直接 输入 到 工作 空间 中 。 
>> A=[1,2,3; 4 5,6; 7,8 0] 


A = 


7 8 0 
其 中 的 >> 为 MATLAB 的 提示 符 ， 由 机 器 自动 给 出 ， 在 提示 符 下 可 以 输入 各 种 各 样 的 MATLAB 
命令 。 撼 阵 的 内 容 由 方 括号 括 起 来 的 部 分 表示 ， 在 方 括号 中 的 分 号 表示 给 阵 的 换行 ， 运 号 或 空格 
表示 同一 行 矩 阵 元 素 间 的 分 隔 。 给 出 了 上 面 的 命令 ， 就 可 以 在 MATLAB 的 工作 空间 中 建立 一 个 
4 变量 了 。 如 果 不 想 显示 中 间 结 果 ， 则 应 该 在 语句 末尾 加 一 个 分 号 ， 如 
>> A=[1,2,3; 4 5,6; 7,8 0]; % 不 显示 结果 ， 但 进行 上 值 。 
>> A=[[A; [1 2 3]]，[1;2;3;4] ; % 矩阵 维 数 动态 变化 
【 例 2-3】 试 在 MATLAB 环境 中 输入 复数 答 阵 
中 2+ 下 让 
妃 = |4+6j 5 二 可 6 才 
7+3j 8+ 当 0+j 
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【求解 】 复数 短 阵 的 输入 同样 也 是 很 简单 的 ， 在 MATLAB 环境 中 定义 了 两 个 记号 和 j， 可 以 用 
来 直接 输入 复数 答 阵 ， 这 样 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 对 复数 答 阵 直接 进行 黑 值 。 
>> B=[1+9i,2+8i,3+7j; 4+6j 5+5i,6+41i; 7+3i,8+2j 1i] 
B = 
1.0000 + 9.0000i 。 2.0000 + 8.0000i 3.0000 + 7.0000i 
4.0000 + 6.0000i 5.0000 + 5.0000i 6.0000 + 4.0000i 
7.0000 + 3.0000i 8.0000 + 2.0000i 0 + 1.0000i 


@ 函数 调用 语句 函数 调用 语句 的 基本 结构 如 下 : 
其 中 ， 函 数 名 的 要 求 和 变量 名 的 要 求 是 一 致 的 ， 一 般 函 数 名 应 该 对 应 在 MATLAB 路 径 下 
的 一 个 文件 。 例 如 ， 函 数 名 my_fun 应 该 对 应 于 my_funm 文件 。 当 然 ， 还 有 一 些 函数 名 
需 对 应 于 MATLAB 内 核 中 的 内 在 (built-in) 函数 ， 如 inv() 函数 等 。 

返回 变量 列表 和 输入 变量 列表 均 可 以 由 若干 个 变量 名 组 成 ， 它 们 之 间 应 该 分 别 用 逗 
号 。 返 回 变量 还 允许 用 空格 分 隔 ， 例 如 [U S V]=svd( 瑟 ) ， 该 函数 对 给 定 的 矩阵 进 
行 奇异 值 分 解 ， 所 得 的 结果 由 U, S,V 3 个 变量 返回 。 


2.1.4 冒号 表达 式 与 子 矩 阵 提取 


冒号 表达 式 是 MATLAB 中 很 有 用 的 表达 式 ， 在 向 量 生成 、 子 矩阵 提取 等 很 多 方面 都 
是 特别 重要 的 。 冒 号 表达 式 的 原型 为 

We31 82253 
该 函数 将 生成 一 个 行 向 量 w， 其 中 si 为 向 量 的 起 始 值 ，s? 为 步 距 ， 该 向 量 将 从 sl 出 发 ， 
每 隔 步 距 s? 取 一 个 点 ， 直 至 不 超过 ss 的 最 大 值 就 可 以 构成 一 个 向 量 。 若 省 略 s?， 则 步 距 
取 默 认 值 1。 下 面 通过 例子 演示 冒号 表达 式 的 应 用 。 
【 例 2.4】 试 探 不 同 的 步 距 ， 从 tE 0, 村 区 间 取 出 一 些 点 构成 向 量 。 
【求解 】 先 试 一 下 步 距 0.2， 这 样 可 以 用 下 面 的 语 自生 成 一 个 向 量 。 


>> vl=0: 0.2: pi 轴 注意 ， 最 终 取 值 为 3 而 不 是 下 
v1 = 
0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000 1.2000 1.4000 
1.6000 1.8000 2.0000 2.2000 2.4000 2.6000 2.8000 3.0000 


下 面 还 将 尝试 冒号 表达 式 不 同 的 写法 ， 并 得 出 如 下 的 结果 : 


>> v2=0: -0.1: pi 久 步 距 为 负 ， 显 然 不 能 生成 向 量 ， 故 得 出 空 短 阵 
V2 = 
Empty matrix: 1-by-0 
>> v3=0:Pi 多 取 黑 认 步 距 工 
V3 = 
0 1 2 3 
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>> va=pi:-1:0 人 逆序 排列 构成 新 向 量 
V4 = 
3.1416 2.1416 1.1416 0.1416 


提取 子 矩 阵 在 MATLAB 编程 中 是 经 常 需要 处 理 的 事 。 提 取 子 矩阵 的 具体 方法 是 
盏 =4(o， tw) 
其 中 ，wl 向 量 表示 子 和 矩阵 要 包含 的 行 号 构成 的 向 量 ，v2 表示 要 包含 的 列 号 构成 的 向 量 ， 
这 样 从 4 矩阵 中 提取 有 关 的 行 和 列 ， 就 可 以 构成 子 矩阵 吾 了 。 若 ul 为 :， 则 表示 要 提取 
所 有 的 行 ，vz 亦 有 相应 的 处 理 结 果 。 关 键 词 end 表示 最 后 一 行 (或 列 ， 取 决 于 其 位 置 ) 。 
【 例 2.5】 下 面 将 列 出 若干 命令 ， 并 加 以 解释 ， 但 不 列 出 结果 ， 读 者 可 以 自己 用 一 个 给 阵 测试 这 些 
语 自 ， 体 会 子 红 阵 提取 的 方法 。 


>> Bl=A(1:2:end，:) % 提取 人 短 阵 全 部 奇数 行 、 所 有 列 
B2=A([3,2,1] ,[2,3,4]) % 提取 4 矩阵 3,2,1 行 、 2,3,4 列 构成 子 给 阵 
B3=A(: ,end:-1:1) % 将 A 姑 阵 左右 翻转 ， 即 凶 后 一 列 排 在 最 前 面 

2.2 ”基本 数学 运算 


2.2.1 矩阵 的 代数 运算 


如 果 一 个 矩阵 4 有 行 、m 列 元 素 ， 则 称 4 矩阵 为 mx im 矩阵 ; 若 = 由， 则 和 矩 
阵 4 又 称 为 方 阵 。MATLAB 语言 中 定义 了 下 面 各 种 矩阵 的 基本 代数 运算 : 

O 矩阵 转 置 在 数学 公式 中 一 般 把 一 个 矩阵 的 转 置 记 作 4T， 假 设 4 矩阵 为 一 个 
_x m 矩阵 ， 则 其 转 置 矩阵 瑟 的 元 素 定义 为 中 = ai 1007=1 sm， 故 瑟 
为 mm x 史 矩阵 。 如 果 4 和 矩阵 含有 复数 元 素 ， 则 对 之 进行 转 置 时 ， 其 转 置 矩阵 吾 的 元 素 定 
义 为 姑 = oagi= 1 ,mn = 1 …,m， 亦 即 首先 对 各 个 元 素 进行 转 置 ， 然 后 再 逐 项 求 
取 其 共 罗 复 数值 。 这 种 转 置 方式 又 称 为 Hermit 转 置 ， 其 数学 记号 为 巨 = 4*。MATLAB 
中 用 4， 可 以 求 出 4 矩阵 的 Hermit 转 置 ， 矩 阵 的 转 置 则 可 以 由 4 求 出 。 

@@ 加 减法 运算 假设 在 MATLAB 工作 环境 下 有 两 个 矩阵 4 和 吾 ， 则 可 以 由 C = 
4+ 互 和 C= 4 一 忆 命 令 执行 矩阵 加 减法 。 若 4 和 吾 矩阵 的 维 数 相同 ， 它 会 自动 地 将 
4 和 妞 矩阵 的 相应 元 素 相 加 减 ， 从 而 得 出 正确 的 结果 ， 并 赋 给 C 变量 。 若 二 者 之 一 为 标 
量 ， 则 应 该 将 其 遍 加 ( 减 ) 于 另 一 个 矩阵 。 在 其 他 情况 下 ，MATLAB 将 自动 地 给 出 错误 信 
息 ， 提 示 用 户 两 个 矩阵 的 维 数 不 匹 配 。 

图 和 矩阵 乘法 假设 有 两 个 矩阵 4 和 媚 ， 其 中 4 的 列 数 与 吾 矩阵 的 行 数 相等 ， 或 其 一 
为 标量 ， 则 称 4, 刀 矩阵 是 可 乘 的 ， 或 称 4 生 矩阵 的 维 数 是 相 容 的 。 假设 4 为 x 和 mn 
和 矩阵， 而 妞 为 mmxr 和 矩阵, 则 C= 4 刀 为 nxr 和 矩阵 ， 其 各 个 元 素 为 ci = 志 邓 laikbky， 
其 中 = 12,…… ,mn 了 = 12,…: ,rs MATLAB 语言 中 两 个 矩阵 的 乘法 由 C=4* 刀 直接 求 
出 ， 且 这 里 并 不 需要 指定 4 和 召 矩阵 的 维 数 。 如 果 4 和 刀 矩阵 的 维 数 相 容 ， 则 可 以 准 
确 无 误 地 获得 乘积 算 阵 C; 如 果 二 者 的 维 数 不 相 容 ， 则 将 给 出 错误 信息 ， 通 知 用 户 两 个 
和 矩阵 是 不 可 乘 的 。 
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图 矩阵 的 左 除 MATLAB 中 用 “\” 运算 符号 表示 两 个 矩阵 的 左 除 ，4\ 召 为 方程 
4 三 = 已 的 解 式 ， 若 4 为 非 奇异 方 阵 ， 则 天 = 41 再。 如果 4 矩阵 不 是 方 阵 ， 也 可 以 
求 出 4\ 互 ， 这 时 将 使 用 最 小 二 乘 解 法 来 求 取 4 = 互 中 的 无 矩阵 。 

@ 矩阵 的 右 除 MATLAB 中 定义 了 “/” 符 号 ， 用 于 表示 两 个 矩阵 的 右 除 ， 相 当 于 求 
方程 X4 = 吾 的 解 。4 为 非 奇异 方 阵 时 瑟 /4 为 4-!， 但 在 计算 方法 上 存在 差异 ,更 
精确 地 ， 有 互 /4=(4 八 妃 ) ，。 

@ 和 矩阵 翻转 MATLAB 提供 了 一 些 矩 阵 翻转 处 理 的 特殊 命令 ， 如 吾 =fliplr(4) 命 
令 将 矩阵 4 进行 左右 翻转 再 赋 给 互 ， 亦 即 bi = ain+l-j， 而 C=flipud(4) 命令 将 4 拢 
阵 进行 上 下 翻转 并 将 结果 赋 给 C， 亦 即 cj = am+l-ij。D=rot90(4) 将 4 矩阵 道 时 针 
旋转 90* 后 赋 给 万 ， 亦 即 dij = ajm+l_ic 

O@) 矩阵 乘 方 运算 一 个 矩阵 的 乘 方 运算 可 以 在 数学 上 表述 成 4z ， 而 其 前 提 条 件 要 求 
4 矩阵 为 方 阵 。 如 果 z 为 正 束 数 ， 则 乘 方 表达 式 4z 的 结果 可 以 将 4 矩阵 自 乘 z 次 得 
出 。 如 果 z 为 负 整数 ， 则 可 以 将 4 矩阵 自 乘 -z 次 ， 然 后 对 结果 进行 求 逆 运 算 就 可 以 得 
出 该 乘 方 结果 。 如 果 z 是 一 个 分 数 ， 例 如 z = mn/m， 其 中 m 和 mm 均 为 整数 ， 则 相当 于 将 
4 矩阵 自 乘 mn 次 ， 然 后 对 结果 再 开 mm 次 方 。 在 MATLAB 中 统一 表示 成 R=4~z。 

@@ 点 运算 MATLAB 中 定义 了 一 种 特殊 的 运算 ， 即 所 谓 的 点 运算 。 两 个 矩阵 之 间 的 
点 运算 是 它们 对 应 元 素 的 直接 运算 。 例 如 ，C=4.* 妃 表示 4 和 互 矩 阵 的 相应 元 素 之 间 
直接 进行 乘法 运算 ， 然 后 将 结果 赋 给 C 矩阵 ， 即 ，c = aiib5。 这 种 点 乘积 运算 又 称 为 
Hadamard 乘积 。 注 意 ， 点 乘积 运算 要 求 4 和 召 矩阵 的 维 数 相同 。 可 以 看 出 ， 这 种 运算 
和 普通 乘法 运算 是 不 同 的 。 

点 运算 在 MATLAB 中 起 着 很 重要 的 作用 。 例 如 ， 当 z 是 一 个 向 量 时 ， 则 求 取 数值 
[zc$] 时 不 能 直接 写成 "5， 而 必须 写成 .5。 在 进行 矩阵 的 点 运算 时 ， 同 样 要 求 运算 的 
两 个 矩阵 的 维 数 一 致 ， 或 其 中 一 个 变量 为 标量 。 其 实 一些 特 殊 的 函数 ， 如 sin() 也 是 由 
点 运算 的 形式 进行 的 ， 因 为 它 要 对 矩阵 的 每 个 元 素 求 取 正 弦 值 。 

和 矩阵 点 运算 不 只 可 以 用 于 点 乘积 运算 ， 还 可 以 用 于 其 他 运算 的 场合 。 例 如 对 前 面 给 
出 的 4 矩阵 作 4. 4 运算 ， 则 新 矩阵 的 第 (z, 7) 元 素 为 ai ， 这 样 可 以 得 出 下 面 的 结果 。 

>> A.A 


1 4 27 
256 3125 46656 
823543 16777216 工 


2.2.2 ”矩阵 的 逻辑 运算 


早期 版 本 的 MATLAB 语言 并 没有 定义 专门 的 逻辑 变量 。 在 MATLAB 语言 中 ， 如 果 
一 个 数 的 值 为 0， 则 可 以 认为 它 为 远 辑 0， 和 否则 为 逻辑 1。 新 版 本 支持 逻辑 变量 ， 且 上 面 
的 定义 仍 有 效 。 

假设 矩阵 4 和 吾 均 为 mn x m 矩阵 ， 则 在 MATLAB 下 定义 了 如 下 的 逻辑 运算 ; 
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人 和 矩阵 的 与 运算 在 MATLAB 下 用 “& 号 表示 矩阵 的 与 运算 。 例 如 ，4 & 殖 表示 两 
个 矩阵 4 和 召 的 与 运算 。 如 果 两 个 矩阵 相应 元 素 均 非 0 则 该 结果 元 素 的 值 为 1。 和 否则， 
该 元 素 为 0。 

@@ 矩阵 的 或 运算 在 MATLAB 下 用 | 号 表示 矩阵 的 或 运算 ， 如 果 两 个 矩阵 相应 元 素 
均 非 0， 则 该 结果 元 素 的 值 为 1。 否则， 该 元 素 为 0。 

图 矩阵 的 非 运算 在 MATLAB 下 用 号 表示 和 矩阵 的 非 运算 。 若 矩阵 相应 元 素 为 0， 
则 结果 为 1， 和 否则 为 0。 

图 和 矩阵 的 异 或 运算 MATLAB 下 矩阵 4 和 殖 的 异 或 运算 可 以 表示 成 xor(4, 忆 )。 
若 相 应 的 两 个 数 一 个 为 0， 一 个 非 0， 则 结果 为 0， 否则 为 1。 


2.2.3 矩阵 的 比较 运算 


MATLAB 语言 定义 了 各 种 比较 关系 , 如 C=4 > 瑟 , 当 4 和 瑟 矩 阵 满足 aij > 拘 
时 ，ci = 1， 和 否则 cj = 0。MATLAB 语言 还 支持 等 于 关系 ， 用 == 表示 ， 大 于 等 于 关 
系 ， 用 >= 关系 ， 还 支持 不 等 于 -= 关系 ， 其 意义 是 很 明显 的 ， 可 以 直接 使 用 。 

MATLAB 还 提供 了 一 些 特殊 的 函数 ， 在 编程 中 也 是 很 实用 的 。 其 中 ，find() 函数 
可 以 查询 出 满足 某 关 系 的 数组 下 标 。 例 如 ， 若 想 查 出 矩阵 C 中 数值 等 于 1 的 元 素 下 标 ， 
则 可 以 给 出 find(C==1) 命令 如 下 : 

>> A=[1,2,3; 4 5,6; 7,8 0]; % 输入 实数 矩阵 

find(A>=5) % 找 出 矩阵 元 素 大 于 等 于 5 的 下 标 
ang = 
3 5 6 8 

可 以 看 出 ， 该 函数 相当 于 先 将 4 矩阵 按 列 构成 列 向 量 ， 然 后 再 判断 哪些 元 素 大 于 或 
等 于 5， 返 回 其 下 标 。 而 find(isnan(4)) 函数 将 查 出 4 变量 中 为 NaN 的 各 元 素 下 标 。 
还 可 以 用 下 面 的 格式 同时 返回 行 和 列 坐标 。 

>> [i,j]=find(A>=5); [i,j] 

ans = 


Pb w Nb ww 
ob RD = 


此 外 ，all() 和 any() 函数 也 是 很 实用 的 查询 函数 。 
>> all(A>=5) 
angs = 
0 0 0 
>> any(A>=5) 
ang = 
呈 1 工 工 
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前 一 个 命令 当 4 和 抢 阵 的 某 列 元 素 全 等 于 5 时 ， 相 应 元 素 为 1， 否则 为 0。 而 后 者 在 某 列 中 
含有 大 于 或 等 于 5 时 ， 相 应 元 素 为 1， 否 则 为 0。 例 如 若 想 判 定 一 个 矩阵 4 是 否 元 素 均 大 
于 或 等 于 5， 则 可 以 简单 地 写成 all (4(:)>=5)。 


2.2.4 解析 结果 的 化 简 与 变换 


符号 运算 工具 箱 可 以 用 于 推导 数学 公式 ， 但 其 结果 往往 不 是 最 简 形 式 ， 或 不 是 用 户 
期 望 的 格式 ， 所 以 需要 对 结果 进行 化 简 处 理 。MATLAB 中 最 常用 的 化 简 函 数 是 simple() 
函数 ， 该 函数 尝试 各 种 化 简 函 数 ， 最 终 得 出 计算 机 认为 最 简 的 结果 。 该 函数 的 调用 格式 
很 简单 ， 如 下 : 


人 






其 中 ， 。 为 原由 表达 式 ， s1 为 化 简 后 表达 式 ，how 为 实际 采用 的 化 简 方式 ， 为 字符 串 变 
量 。 除 了 simple() 函数 外 ， 还 有 其 他 专门 的 化 简 函 数 ， 如 collect () 函数 可 以 合并 同类 
项 ，expand() 可 以 展开 多 项 式 ，factor() 可 以 进行 因 式 分 解 ，numden() 可 以 提取 多 项 
式 的 分 子 和 分 母 ，sincos() 可 以 进行 三 角 函 数 的 化 简 等 。 这 些 画 数 的 信息 .了 沿用 各 式 可 
以 由 help 命令 得 出 。 

【 例 2-6】 假 设 已 知 含有 因 式 的 多 项 式 P(s) = (s 十 3)2(s2 十 3s 十 2)(s3 十 12s2 十 48s 十 64)， 试 用 各 
种 化 简 函 数 对 之 进行 处 理 ， 并 理解 得 出 的 变换 结果 。 

【求解 】 首先 应 该 定义 符号 变量 s， 过 宰 政 下层 衣 未 时 多 项 赤 了 下 识 肖 器 ,| 同 大 要 
MATLAB 认为 的 最 简 形 式 。 


>> syms 8; P=(s+3) “2+(s~2+3*s+2)*(8~3+1248~2+48+8+64) 久 已 保持 原状 
P = 
(s+3) “2*+(s“2+3+S+2)*(s~3+12+S~2+48+8+64) 
>> simple(P) 和 经 过 一 系列 化 简 尝 试 ， 得 出 计算 机 认为 的 了 最 简 形式 
ang = 
(s+3) "2* (8+2)#(s+1)*(s+4) “3 
>> [am]=simple(P) % 返回 化 简 方法 为 因 式 分 解 方法 ， 用 factor() 函数 将 得 同样 结果 
a = 
(s+3) -2*(S+2)*(8+1) 本 (3+4) 3 


惠 = 


factor 
>> expand(P) % 多 项 式 展 开 方法 
ans = 
BT+21*s~6+185*s~5+883+s~4+2454*8-3+3944+S5 -2+3360*+s+1152 
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其 中 ，/ 为 原 表 达 式 。 该 函数 的 目的 是 将 其 中 的 zi 蔡 换 成 zi ， 生 成 新 的 表达 式 户 。 后 一 
种 格式 表示 可 以 一 次 性 替换 多 个 变量 。 

符号 运算 工具 箱 的 结果 可 以 通过 latex() 函数 转换 成 科学 排版 语言 JITEX 能 支持 的 
字符 串 ， 可 以 直接 插入 ISTPX 文档 。 
【 例 27】 假设 函数 flt) = cos(at 十 昌 + sin(ct) sin(dt)， 试 用 区 IFPX 表示 该 函数 的 Taylor 办 级 数 
展开 ， 初 步 体会 ATEX 排版 格式 。 
【求解 】 相关 的 Taylor 桶 级 数 展开 的 内 容 将 在 第 3.2 节 中 介绍 ， 这 里 只 使 用 相关 的 taylor() 函 
数 ， 直 接 得 出 展开 的 结果 ， 然 后 用 latex() 函 教 将 之 转 接 成 [ATEX 的 字符 事 。 


>> symse abcdti %% 假设 这 些 变量 均 为 符号 变量 
f=cos(a+t+b)+sin(c#yt)*sin(dyt); 久 定义 给 定 函数 小 (t) 
fl=taylor(f); 久 调用 taylor() 函数 求 取 Tayior 展开 
latex(fl) 和 将 结果 转 接 成 ATEX 表达 式 ， 结 果 从 略 


由 于 得 出 的 结果 很 守 长 ， 不 宜 列 出 ， 只 用 IYIEX 结果 直接 谈 入 文档 ， 并 经 适当 的 手工 修改 得 
a2 cosb 2 aasinh 。 (atcosbh cd 守 ) 4 a5sinb 5 
加 + e+eee+[( 2 


对 于 非 科技 文献 排版 工具 ， 如 Microsoft Word 等 ， 则 没有 直接 的 转换 程序 。 


2.2.5 ”基本 数论 运算 


MATLAB 语言 还 提供 了 一 组 简单 的 数据 变换 和 基本 数论 函数 ， 如 表 2-1 所 示 。 下 面 
将 演示 其 中 若干 函数 的 应 用 。 读 者 还 可 以 自己 选 定 矩 阵 对 其 他 函数 实际 调用 ， 观 察 得 出 
的 结果 ， 以 便 更 好 地 体会 这 些 醒 数 。 


表 2.1 基本 数据 变换 和 数论 函数 表 





cosb 一 atsinb 十 人 





函数 名 调用 格式 函数 说 明 
foor() mmfloor(z) | 将 了 中 元 素 按 一 co 方向 取 整 ， 即 取 不 足 整 数 ， 得 出 m， 数 学 上 记 作 mm = [ 串 
ceil(O) Tceil(z) 将 闻 中 元 素 掖 +co 方向 取 整 ， 即 取 过 剩 整数 ， 得 出 mm 
round() mzround(z) | 将 中 元 素 按 最 近 的 整数 取 整 ， 亦 即 四 舍 五 人 ， 得 出 mm 
fix() mntix(Z) 将 = 中 元 素 按 按 离 0 近 的 方向 取 整 ， 得 出 亚 
rat() [nm, 四 =rat(z) | 将 闻 中 元 素 变换 成 最 简 有 理 数 ，m 和 过 分别 为 分 子 和 分 母 矩 阵 


Tem() =renm(A,C) | 人 中 元 素 对 C 中 元 素 求 模 得 出 的 余数 
gcd() Kgcd(n,m) | 求 取 两 个 整数 mn 和 m 的 最 大 公约 数 
lcm() je=lcma(n,m) | 求 取 两 个 整数 ” 和 mm 的 最 小 公信 数 
factor() factor(n) 对 进 行 质 因数 分 解 
iasprime() | =isprime(u) | 判定 向 量 u 中 的 各 个 整数 值 是 否 为 质数 ， 若 是 则 ui 向 量 相应 的 值 去 1， 吾 则 为 0 








【 例 2.8】 考虑 一 组 数据 -0.2765,0.5772,1.4597,2.1091, 1.191, 一 1.6187， 试 用 不 同 的 取 整 方法 观 
察 所 得 出 的 结果 ， 并 进一步 理解 取 整 函数 。 
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【求解 〗 可 以 用 下 面 的 语句 将 数据 用 向 量 表示 ， 调 用 取 整 函 教 则 得 出 如 下 的 结果 : 


>> A=[-0.2765,0.5772,1.4597,2.1091,1.191,-1.6187] ; 
floor(A) 向 一 co 方向 取 整 


ans = 
叶 0 工 2 工 -<2 
>> ceil(A)  % 向 +oo 方向 取 整 
ang = 
0 世 喇 3 2 < 
>> round(A) 多 向 0 的 方向 取 整 
ang = 
0 1 1 2 工 Se 
>> fix(A) 久 取 最 近 的 整数 
ans = 
0 0 工 2 工 友 


【 例 2-9】 假 设 3x3 的 Hilbert 答 阵 可 以 由 4=hilb(3) 定义 ， 试 对 其 进行 有 理 数 变换 。 
【求解 〗】 用 下 面 的 语句 可 以 进行 所 需 变换 ， 并 得 出 所 需 结果 。 
>> A=hilb(3); [n,d]=rat(A) 


na = am 
业 得 工 工 2 3 
工 1 则 2 3 4 
1 1 3 4 5 
【 例 2-10】 试 求 1856120 和 1483720 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 售 数 ， 并 求 出 所 得 出 的 最 小 公 倍数 的 
质 因数 分 解 。 


【求解 〗】 由 于 数值 较 大 ， 不 适合 用 MATLAB 的 数值 形式 显示 ， 所 以 有 必要 将 其 转换 成 符号 变 
量 ， 并 由 下 面 的 语句 直接 解 出 所 需 的 结果 。 
>> m=sym(1856120) ; n=sym(1483720) ; [gcd(m,na) ，lcmm,n)] 


angs = 
[ 1960，1405082840] 
亦 即 其 最 大 公约 数 为 1960， 季 小 公 倍 数 为 1405082840。 其 最 小 公 倍 数 的 质 约 教 分 解 可 以 由 下 面 的 
语 自 求 出 。 


>> factor(1cm(Cn,m)) 
ans = 
(2) ~3*(5)*(7) “2*+(757)*#(947) 
这 里 使 用 的 gcd() 和 lcm() 函数 只 能 用 于 求解 两 个 整数 的 相应 运算 。 如 果 想 求 多 个 数值 的 凶 
大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 ， 则 可 以 使 用 这 些 函数 的 同 套 形式 ， 如 gcd(gcd(myn) ,)。 
【 例 2-11】 试 列 出 1v1000 之 间 的 全 部 质数 。 
【求解 】 用 下 面 的 语句 就 可 以 立即 求 出 所 有 满足 条 件 的 质数 。 这 里 以 表 2-2 的 形式 给 出 可 读 性 更 
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好 的 结果 。 在 实际 求解 过 程 中 ， 用 isprime(A) 测 出 每 个 整数 是 否 为 质数 ， 最 后 用 下 标 提取 的 方 
式 将 这 些 质数 提取 出 来 。 
>> A=1:1000; B=A(isprime(A)) 


表 2-2 1000 以 内 的 质数 表 


19 47 79 109 151 191 229 269 311 353 397 439 479 523 577 617 659 709 757 811 857 907 953 
53 83 113 157 193 233 271 313 359 401 443 487 541 587 619 661 719 761 821 859 911 967 
29 59 89 127 163 197 239 277 317 367 409 449 491 547 593 631 673 727 769 823 863 919 971 
31 61 9%7 131 167 199 241 281 331 373 419 457 499 557 599 641 677 733 773 827 877 929 977 
11 37 67 101 137 173 211 251 283 337 379 421 461 503 563 601 643 683 739 787 829 881 937 983 


= we 
四 
只 


13 41 71 103 139 179 223 257 293 347 383 431 463 509 569 607 647 691 743 797 839 883 941 991 
17 43 73 107 149 181 227 263 307 349 389 433 467 521 571 613 653 701 751 809 853 887 947 997 
一 一 一 


2.3 MATLAB 语言 的 流程 结构 


作为 一 种 程序 设计 语言 ， MATLAB 提供 了 循环 语句 结构 条 件 语句 结构 :开关 语句 
结构 以 及 与 众 不 同 的 试探 语句 。 本 节 中 将 介绍 各 种 语句 结构 。 


2.3.1 循环 结构 


循环 结构 可 以 由 for 或 while 语句 引导 ， 用 end 语句 结束 ， 在 这 两 个 语句 之 间 的 部 
分 称 为 循环 体 。 这 两 种 语句 结构 的 示意 图 分 别 如 图 2-1 (a)、 图 2-1 (b) 所 示 。 
CD for 语句 的 一 般 结构 
fori = W， 循 环 结构 体 ，eand 
在 for 循环 结构 中 ，V 为 一 个 向 量 ， 循 环 变量 ; 每 次 从 Y 向 量 中 取 一 个 数值 ， 执 行 
一 次 循环 体 的 内 容 ， 如 此 下 去 ， 直 至 执行 完 V 向 量 中 所 有 的 分 量 ， 将 自动 结束 循环 体 的 
执行 。 由 此 可 见 ， 这 样 的 格式 比 C 语言 的 相应 格式 灵活 得 多 。 


从 向 量 V 中 取 一 个 值 





























(a) tor 循环 结构 人 ) saile 循环 结构 
图 2-1 循环 结构 的 示意 图 
@) while 循环 的 基本 结构 
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while 循环 中 的 “条 件 式 ” 是 一 个 逻辑 表达 式 ， 若 其 值 为 真 ( 非 零 ) 则 将 自动 执行 循 
环 体 的 结构 ， 执 行 完 后 再 判定 “条 件 式 ” 的 真 伪 ， 为 真 则 仍然 执行 结构 体 ， 否 则 将 退出 
循环 结构 。 


while 与 for 循环 是 各 有 不 同 的 ， 下 面 将 通过 例子 演示 它们 的 区 别 及 适用 场合 。 





100 
【 例 2-12】 用 特 环 结构 求解 》 记 


1 


【求解 〗 利用 循环 语句 中 的 for 结构 和 while 结构 ， 则 可 以 按 下 面 的 语句 分 别 编程 ， 并 得 出 相同 


的 结果 。 
>> s-0i >> sn0; i=li 
for i=1:100 while (i<=100) 
=s+ii Sa=s+ii ii+1; 
end end 


共 中 ，for 结构 的 编程 稍 简 单 些 。 事 实 上 ， 前 面 的 求 和 用 sum(1:100) 就 能 够 得 出 所 需 的 结果 ， 这 
衬 做 借助 了 MATLAB 的 sum() 函数 对 整个 向 量 进行 直接 操作 ， 故 程序 更 简单 了 。 
【 例 2-13】 求 出 满足 》,i > 10000 的 最 小 轴 值 。 
【求解 】 这 样 的 问题 用 for 御 环 结构 就 不 全 求解 ， 而 应 该 用 while 结构 出 所 需 的 页 值 。 具 体 
的 语句 为 

>> 8=0;i m=0; 

While (s<=10000) ，m=m+1; s=s+m; end，[s,m] 久 求 出 的 四 即 是 所 求 
ana - 
10011 141 
循环 语句 在 MATLAB 语言 中 是 可 以 赂 套 使 用 的 ， 也 可 以 在 for 下 使 用 while， 或 相 
反 使 用 。 另 外 ， 在 循环 语句 中 如 果 使 用 break 语句 ， 则 可 以 结束 上 一 层 的 循环 结构 。 
在 MATLAB 程序 中 ， 循 环 结构 的 执行 速度 较 慢 。 所 以 在 实际 编程 时 ， 如 果 能 对 整个 
和 矩阵 进行 运算 时 ， 尽 量 不 要 采用 循环 结构 、 这 样 可 以 提高 代码 的 效率 。 下 面 将 通过 例子 
演示 循环 与 向 量化 编程 的 区 别 。 
加 100000 中 1 

【 例 2.14】 求 解 级 数 求 和 问题 D 9 二 吕 (去 +a) 
【求解 】 用 循环 语句 和 向 量化 方式 的 执行 时 间 分 别 可 以 用 tic，toc 命令 测 出 ， 可 见 对 这 个 问题 来 
说 ， 向 量化 所 需 的 时 间 相 当 于 循环 结构 的 63.7 咒 ， 故 用 向 量化 的 方法 可 以 节省 时 间 。 

>> tic，s=0; for i=1:100000，s=s+1/i“i+l1/3“i; end; toc 

Elapsed time is 0.802000 seconds. 

5 让 昌 为 演示 向 量化 ， 专 大 了 求 和 的 项 数 ， 一 般 求解 这 样 的 数值 问题 时 ， 求 取 前 30 项 就 足够 


了 。MATLAB 6.5 和 7.0 版 均 对 循环 进行 了 加 速 处 理 ， 尤 其 是 7.0 版 ， 对 本 例 的 执行 速度 和 向 量化 编程 
速度 很 接近 ， 本 例 在 6.5 版 下 时 间 比 约 为 1:5。 
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>> tic，i=1:100000; s=sum(1./2.i+1./3.i); toc 
Elapsed time is 0.511000 seconds . 


2.3.2 ”转移 结构 


转移 结构 是 一 般 程 序 设计 语言 都 支持 的 结构 。MATLAB 下 的 最 基本 的 转移 结构 是 放 
，end 型 的 ， 也 可 以 和 else 语句 和 elseif 语句 扩展 转移 语句 。 该 语句 的 示意 图 如 图 
2-2 所 示 ， 其 一 般 结构 为 : 






是 
[Ba [eas] En 


图 2-2 转移 结构 的 示意 图 


【 例 2-15】 用 for 循环 和 if 语句 的 形式 求解 例 213 的 问题 。 ， 
【求解 】 例 2-13 中 提 及 只 用 for 循环 结构 不 便于 实现 求 出 和 式 大 于 10000 的 最 小 宇 值 ， 利用 该 结 
构 必 须 配 合 证 语句 结构 才能 实现 。 

a=0; 

for i=1:10000 

s=s+i; if s>10000，break; end 

end 

可 见 ， 这 样 的 结构 较 烦 琐 ， 不 如 直接 使 用 while 结构 直观 "方便 。 
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2.3.3 ”开关 结构 


开关 语句 的 示意 图 如 图 2-3 所 示 。 该 语句 的 基本 结构 为 : 
suitch 开关 表达 式 
case 表达 式 1 
语句 段 1 
case { 表 达 式 2, 表 达 式 3…- ， 表 达 式 mm} 
语句 段 2 


otherwise 

语句 段 m 

2 RE: 
其 中 ， 开 关 语 名 的 关键 是 对 “开关 表达 式 ” 值 的 判断 ， 当 开关 表达 式 的 值 等 于 某 个 case 
语句 后 面 的 条 件 时 ， 程 序 将 转移 到 该 组 语句 中 执行 ， 执 行 完成 后 程序 转 出 开关 体 继续 向 
下 执行 。 


开关 表达 式 








图 2-3 开关 结构 的 示意 图 


在 使 用 开关 语句 结构 时 应 该 注意 下 面 几 点 : 

@ 当 开 关 表 达 式 的 值 等 于 表达 式 工时 ,将 执行 语句 段 1， 执 行 完 语句 段 1 后 将 转 出 
开关 体 ， 而 无 需 像 C 语言 那样 在 下 一 个 case 语句 前 加 break 语句 。 所 以 本 结构 在 这 点 
上 和 C 语言 是 不 同 的 。 

@ 当 需 要 在 开关 表达 式 满足 若干 个 表达 式 之 一 时 执行 某 一 程序 段 ， 则 应 该 把 这 样 的 
一 些 表达 式 用 大 括号 括 起 来 ， 中 间 用 逗号 分 隔 。 事 实 上 ， 这 样 的 结构 是 MATLAB 语言 定 
义 的 单元 结构 。 

@@ 当前 面 枚 举 的 各 个 表达 式 均 不 满足 时 ， 则 将 执行 otherwise 语句 后 面 的 语句 段 ， 
此 语句 等 价 于 C 语言 中 的 duefault 语句 。 
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图 程序 的 执行 结果 和 各 个 case 语句 的 次 序 是 无 关 的 。 当 然 这 也 不 是 绝对 的 ， 当 两 个 
case 语句 中 包含 同样 的 条 件 ， 执 行 结 果 则 和 这 两 个 语句 的 顺序 有 关 。 

回 在 case 语句 引导 的 各 个 表达 式 中 ， 不 要 用 重复 的 表达 式 ， 否 则 列 在 后 面 的 开关 通 
路 将 永远 也 不 能 执行 。 


2.3.4 ”试探 结构 


MATLAB 语言 提供 了 一 种 新 的 试探 式 语句 结构 ， 其 调用 格式 如 下 : 

try， 语句 段 1， 

catch， 语句 段 2， 

end 
本 语句 结构 首先 试探 性 地 执行 语句 段 1， 如 果 在 此 段 语句 执行 过 程 中 出 现 错误 ， 则 将 错误 
信息 赋 给 保留 的 lasterr 变量 ， 并 终止 这 段 语句 的 执行 ， 转 而 执行 语句 段 2 中 的 语句 。 
这 种 新 的 语句 结构 是 C 等 语言 中 所 没有 的 。 试 探 性 结构 在 实际 编程 中 还 是 很 实用 的 ， 例 
如 可 以 将 一 段 不 保险 但 速度 快 的 算法 放 到 try 段落 中 ， 而 将 一 个 保险 的 程序 放 到 catch 
段落 中 ， 这 样 就 能 保证 原始 问题 的 求解 更 加 可 靠 ， 且 可 能 使 程序 高 速 执行 。 该 结构 的 另 
外 一 种 应 用 是 ， 在 编写 通用 程序 时 ， 某 算法 可 能 出 现 失效 的 现象 ， 这 时 在 catch 语句 段 
说 明 错误 的 原因 。 
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MATLAB 下 提供 了 两 种 源 程序 文件 格式 。 其 中 一 种 是 普通 的 ASCII 码 构成 的 文件 ， 
在 这 样 的 文件 中 包含 一 族 由 MATLAB 语言 所 支持 的 语句 ， 它 类 似 于 DOS 下 的 批 处 理 文 
件 ， 这 种 文件 称 作 M- 脚 本 文件 (M-script， 本 书 中 将 其 简称 为 M- 文 件 )， 它 的 执行 方式 很 
简单 ， 用 户 只 需 在 MATLAB 的 提示 符 >> 下 键入 该 M- 文 件 的 文件 名 ， 这 样 MATLAB 就 
会 自动 执行 该 文件 中 的 各 条 语句 。M- 文 件 只 能 对 MATLAB 工作 空间 中 的 数据 进行 处 
理 ， 文 件 中 所 有 语句 的 执行 结果 也 完全 返回 到 工作 空间 中 。M- 文 件 格式 适用 于 用 户 所 需 
要 立即 得 到 结果 的 小 规模 运算 。 
【 例 2.16】 考 虑 一 个 实际 的 例子 。 在 例 2-13 中 编写 一 个 简单 的 程序 ， 可 以 求 出 和 式 大 于 10000 的 
最 小 由， 所 以 若 想 分 别 求 出 大 于 20000, 30000 的 rmi 值 ， 分 别 政变 程序 的 限制 值 10000， 将 其 设置 
成 20000, 30000 就 可 以 满足 要 求 ， 但 这 样 做 还 是 很 杂 的 。 如 果 能 建立 一 种 机 制 ， 或 建立 一 个 程 
序 模块 ， 给 它 输入 20000 的 值 就 能 返回 满足 它 的 ?mi 值 ， 无疑 这 样 的 要 求 是 很 合理 的 。 

在 实际 的 MATLAB 程序 设计 中 ， 前 面 的 一 种 修改 程序 本 身 的 方法 为 M- 文 件 的 方法 ， 而 后 一 
种 方法 为 函数 的 基本 功能 。 后 面 将 继续 介绍 函数 的 编写 与 应 用 。 


ML- 函 数 格式 是 MATLAB 程序 设计 的 主流 ， 在 实际 编程 中 ， 不 建议 使 用 M- 脚 本 文件 
格式 编程 。 本 节 将 着 重 介绍 MATLAB 函数 的 编写 方法 与 技巧 。 
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2.4.1 MATLAB 语言 函数 的 基本 结构 
MATLAB 的 M- 函 数 是 由 function 语句 引导 的 ， 其 基本 结构 如 下 : 


区 





这 里 输入 和 返回 变量 的 实际 个 数 分 别 由 nargin 和 nargonut 两 个 MATLAB 保留 变量 
来 给 出 ， 只 要 进入 该 函数 ，MATLAB 就 将 自动 生成 这 两 个 变量 。 

返回 变量 如 果 多 于 1 个 ， 则 应 该 用 方 括号 将 它们 括 起 来 ， 否 则 可 以 省 去 方 括号 。 输 入 
变量 之 间 用 逗号 来 分 隔 ， 返 回 变量 用 逗号 或 空格 分 隔 。 注 释 语句 段 的 每 行 语句 都 应 该 由 
百 分 号 (%) 引导 ， 百 分 号 后 面 的 内 容 不 执行 ， 只 起 注释 作用 。 用 户 采用 help 命令 则 可 以 
显示 出 来 注释 语句 段 的 内 容 。 此 外 ， 正 规 的 变量 个 数 检测 也 是 必要 的 。 如 果 输 入 或 返回 
变量 格式 不 正确 ， 则 应 该 给 出 相应 的 提示 。 

从 系统 的 角度 来 说 ，MATLAB 函数 是 一 个 变量 处 理 单元 ， 它 从 主 调 函 数 接收 变量 ， 
对 之 进行 处 理 后， 将 结果 返回 到 主 调 函 数 中 ， 除 了 输入 和 输出 变量 外 ， 其 他 在 函数 内 部 
产生 的 所 有 变量 都 是 局 部 变量 ， 在 两 数 调用 结束 后 这 些 变量 均 将 消失 。 这 里 将 通过 下 面 
的 例子 来 演示 函数 编程 的 格式 与 方法 。 
【 例 2-.17】 先 考虑 例 2-16 中 要 求 的 M- 函 数 实 现 。 根 据 要 求 ， 可 以 选择 实际 的 输入 变量 为 人， 返回 
的 变量 为 ml 和 8， 其 中 8 为 ml 项 的 和 ， 这 样 就 可 以 编写 出 该 函 教 为 

function [四 ,s]=findsum(k) 

S=0; m=0i; 

While (s<=k) ，m=m+1; S=s+mji end 

编写 了 函数 ， 就 可 以 将 其 存 为 findm .四 文件 ， 这 样 就 可 以 在 MATLAB 环境 中 对 不 同 的 大 值 
调用 该 函 数 了。 例如 ， 若 想 求 出 大 于 145323 的 最 小 mm 值 ， 则 可 以 得 出 如 下 命令 : 

>> [ml,sli]=findsum(145323) 

ml = 

539 
81 = 
145530 

可 见 ， 这 样 的 调用 格式 很 灵活 ， 无 需 修改 程序 本 身 就 可 以 很 容易 地 调用 函数 ， 得 出 所 需 的 结 
果 ， 所 以 建议 采用 这 样 的 方法 进行 编程 。 
【 例 2-18】 假 设想 编写 一 个 函数 生成 灵 X 了 阶 的 Hilbert 短 阵 耻 ， 它 的 第 i 行 第 了 列 的 元 素 值 为 
hj =1/G+5 一 1)。 想 在 编写 的 函数 中 实现 下 面 几 点 
GD 如 果 只 给 出 一 个 输入 参数 ， 则 会 自动 生 威 一 个 方 阵 ， 即 令 仅 三 全 





@ MATLAB 中 提供 了 生成 Hilbert 矩阵 的 函数 hilb()， 这 里 只 是 演示 函数 的 编写 方法 ， 而 在 实际 使 用 时 
还 是 应 该 采用 hilb() 函数 。 事 实 上 ，hilb() 本 数 并 不 能 生成 长 方 HIbert 矩阵 。 
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@@) 在 函 教 中 给 出 合适 的 帮助 信息 ， 包 括 基 本 功能 、 调 用 方式 和 参数 说 明 ; 
图 检测 输入 和 返回 变量 的 个 数 ， 如 果 有 错误 则 给 出 错误 信息 。 
【求解 】 其 实在 编写 程序 时 详细 给 出 注释 语句 ， 养 成 一 个 好 的 习惯 ， 无 论 对 程序 设计 者 还 是 
对 程序 的 维护 者 、 使 用 者 都 是 大 有 和 神 益 的 。 根 据 上 面 的 要 求 ， 可 以 编写 一 个 MATLAB 函数 
myhilb()， 文 件 名 为 myhilb.m， 并 应 该 放 到 MATLAB 的 路 径 下 。 
function A=myhilb(n，m) 
YMYHILB ”本 函数 用 来 演示 MATLAB 语言 的 函数 编写 方法 。 
久 。 A=MYHILB(N，M) 将 产生 一 个 N 行 M 列 的 Hilbert 短 阵 Ai; 
%  。 A=MYHILB(N) 将 产生 一 个 NxN 的 方 Hilbert 阵 A; 
和 
%Ssee also: HILB， 


% Designed by Professor Dingyu XUE，Northeastern University，PRC 
和 5 April，1995，Last modified by DYX at 30 July，2001 
if nargout>1，error('Too many output arguments.'); end 
if nargin==1，m=n; 多 若 给 出 一 个 输入 ， 则 生成 方 阵 
elseif nargin==0 | nargin>2 
error (Wrong number of iutput arguments.); 
end 
for i=1: mn 
for j=l:m 
A(i,j)=1/A(Ci+j-1) 
end，end 
在 这 段 程序 中 ， 由 久 引 导 的 部 分 是 注释 语句 ， 通 常用 来 给 出 一 段 说 明 性 的 文字 来 解释 程序 
段落 的 功能 和 变量 含义 等 。 由 前 面 的 第 人 点 和 要求， 首先 测试 输入 的 参数 个 数 ， 如 果 个 数 为 1 ( 即 
nargin 的 值 为 1) ， 则 将 短 阵 的 列 数 严 黑 成 ma 的 值 ， 从 而 产生 一 个 方 阵 。 如 果 输入 或 返回 变量 个 数 
不 正确 ， 则 函数 前 面 的 语 自 将 自动 检测 ， 并 显示 出 错误 信息 。 后 面 的 双重 for 循环 语 折 依据 前 面 
给 出 算法 来 生成 一 个 Hilbert 短 阵 。 
此 函数 的 联机 帮助 信息 可 以 由 下 面 的 命令 获得 。 
>> help myhilb 
MYHILB ”本 函 教 用 来 演示 MATLAB 语言 的 函数 编写 方法 。 
A=MYHILB(N，M) 将 产生 一 个 N 行 H 列 的 Hilbert 短 阵 A; 
A=MYHILB(N) 将 产生 一 个 NxN 的 方 Hilbert 阵 人 
See also: HILB. 
注意 ， 这 里 只 显示 了 程序 及 调用 方法 ， 而 没有 把 该 函数 中 有 关 作者 的 信息 显示 出 来 。 对 照 前 
面 的 函数 可 以 立即 发 现 ， 因 为 在 作者 信息 的 前 面 给 出 了 一 个 空 行 ， 所 以 可 以 容易 地 得 出 结论 ， 如 
果 想 使 一 段 信息 可 以 用 help 命令 显示 出 来 ， 则 在 它 前 面 不 应 该 加 空 行 ， 即 使 想 在 help 中 显示 一 
个 空 行 ， 这 个 空 行 也 应 该 由 和 来 引导 。 
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有 了 函数 之 后 ， 可 以 采用 下 面 的 各 种 方法 来 调用 它 ， 并 产生 出 所 需 的 结果 。 
>> A=myhilb(3,4) 两 个 输入 参数 ， 返 回 长 方形 短 阵 
二 
1.0000 ”0.5000 “0.3333 ”0.2500 
0.5000 ”0.3333 ”0.2500 ”0.2000 
0.3333 ”0.2500 ”0.2000 ”0.1667 
>> A=myhilb(4) ”一 个 输入 参数 ， 给 出 方 阵 


A = 
1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 


0.2500 ”0.2000 “0.1667 ”0.1429 
【 例 2-19】MATLAB 函数 是 可 以 递归 调用 的 ， 亦 即 在 函数 的 内 部 可 以 调用 函数 自身 。 试 用 送 归 
调用 的 方式 编写 一 个 求 阶 l 的 函数 。 
【求解 】 考虑 求 阶乘 ml 的 例子 。 由 阶 友 定义 可 见 ml = mt(mn 一 1)!， 这 样 ，7 的 阶 来 可 以 由 4 一 工 的 
阶 科 求 出 ， 而 见 一 1 的 阶 科 可 以 由 严 一 2 的 阶乘 求 出 ， 依 此 类 推 ， 直 到 计算 到 已 知 的 11 一 01 一 1， 
从 而 能 建立 起 递归 调用 的 关系 。 为 了 节省 篇 幅 起 见 ， 这 里 略 去 了 注 炙 行 段落 。 
function k=my_fact(n) 
if nargin-=1，error(' 输 入 变量 个 数 错误 ， 只 能 有 一 个 输入 变量 ') ; end 
if nargout>1，error(! 输 出 变量 个 数 过 多 ); end 
if abs(n-floor(n))>eps | n<0 % 判定 虽 是 否 为 非 负 整 数 
error('n 应 该 为 非 负 整数 *); 
end 
if n>1 % 如 果 n>1， 进 行 递归 调 用 
k=nymy_fact(n-1); 
elseif any([0 1]==n) % 01=1!=1 为 已 知 ， 为 本 函数 出 品 
kk=1; 
end 
可 以 看 出 ， 该 函数 首先 判定 4 是 否 为 非 抽 整数 ， 如 果 不 是 则 给 出 错误 信息 ， 如 果 是 ， 则 在 
)> 工时 递归 调用 该 程序 自身 ， 若 L 一 1 或 0 时 则 直接 返回 1。 调用 该 函数 则 立即 可 以 得 出 111。 
>> my_fact(11) 
angs 王 
39916800 
其 实 MATLAB 提供 了 求 取 阶 乘 的 函数 factorial() ， 其 核心 算法 为 Prod(1:n)， 从 结构 上 
更 简单 、 直 观 ， 违 度 也 更 快 。 
【 例 2-20】 试 比较 递归 算法 和 循环 算法 在 Fibonacci 数列 中 应 用 的 优 劣 。 
【求解 】 递归 算法 无 疑 是 解决 一 类 问题 的 有 效 算法 ， 但 不 宜 滥 用 。 现在 考虑 一 个 反例 ， 考 虑 
Fibonacci 数列 ，al = az = 1， 第 大 项 (K = 3,4,…-:) 可 以 写成 ak = Qk-1 十 Qk-2， 这 样 很 自然 想 
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到 使 用 递归 调用 算法 编写 相应 的 函数 ， 该 函数 设置 大 一 1,2 时 出 口 为 1， 这 样 函数 清单 如 下 : 
function a=my_fibo(k) 
if k==1 | k==2，a=li 
else，a=ny_fibo(k-1)+my_-fibo(k-2) ; end 
该 函数 中 略 去 了 检测 上 是 否 为 正 整数 的 语句 。 如 果 想 得 到 第 25 项 ， 则 需要 给 出 如 下 的 语句 ， 同 时 
测 出 运行 该 函数 所 运行 的 时 间 。 
>> tic，my_fibo(25) ，toc 
ans = 
75025 
Elapsed time is 7.601000 seconds . 
用 递归 算法 求解 该 问题 需 时 间 为 7.6 秒 。 如 果 用 递归 方法 求 大 一 30 的 时 间 将 达到 数 小 时 的 时 
闻 。 现 在 用 柑 环 语句 结构 求解 上 = 100 时 的 项 ， 观 察 需要 的 时 间 。 
>> tic，a=[1,1; 
for k=3:100，a(k)=a(k-1)+a(k-2); end，toc 
Elapsed time is 0.020000 seconds . 
可 见 ， 用 一 般 振 环 方法 所 需 的 时 间 极 短 ， 就 能 罩 出 来 递归 调用 不 可 能 的 问题 ， 所 以 在 实际 应 
用 时 应 该 注意 不 能 滥用 递归 调用 格式 。 


2.4.2 可 变 输入 输出 个 数 的 处 理 


下 面 将 介绍 单元 变量 的 一 个 重要 应 用 一 - 如何 建立 起 无 限 个 输入 或 返回 变量 的 函数 
调用 格式 。 应 该 指出 的 是 ， 当 前 很 多 MATLAB 语言 函数 均 采用 本 方法 编写 。 
【 例 2-21】MATLAB 提供 的 conv() 函数 可 以 用 来 求 两 个 多 项 式 的 各 积 。 对 于 多 个 多 项 式 的 连 
条 ， 则 不 能 直接 使 用 此 函数 ， 而 需要 用 该 函数 崔 套 使 用 ， 这 样 在 表示 很 多 多 项 式 连 有 冬 时 相当 麻 
烦 。 试 编写 一 个 MATLAB 函数 ， 使 得 它 能 直接 处 理 任意 多 个 多 项 式 的 乘积 问题 。 
【求解 】 可 以 用 单元 数据 的 形式 来 编写 一 个 函数 convs() ， 志 门 解决 多 个 多 项 式 连 薪 的 问题 。 

function a=convs(varargin) 

az=1i; 

for i=1:length(varargin) ，a=conv(a,varargin{fi}y); end 

这 时 ， 所 有 的 输入 变量 列表 由 单元 变量 varargin 表示 。 相 应 地 ， 如 有 需要 ， 也 可 以 将 返回 
变量 列表 用 一 个 单元 变量 varargout 表示 。 在 这 样 的 表示 下 ， 理 论 上 就 可 以 处 理 任意 多 个 多 项 式 
的 连 素 问 题 了 。 例 如 可 以 用 下 面 的 格式 调用 该 函数 。 

>> P=[12405]; q=-[1 2]; F=[1 2 3]; D=conve(P,Q,F) 


D = 
1 6 19 36 4 4 35 30 
>> E-conv(conv(P,Q) ,F) 负 若 采 用 conv() 函数 ， 则 需要 议 套 调用 
E = 
1 6 19 36 4 4 35 30 


>> G=convs(P,Q,F,[1,1] ,[1,3] ,[1,1) 
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症 11 56 176 376 578 678 648 527 315 90 


2.4.3 inline 函数 与 匿名 函数 


有 时 为 了 描述 某 个 数学 函数 的 方便 ， 可 以 用 inline() 函数 来 直接 编写 该 函数 ， 形 式 
相当 于 前 面 介 绍 M- 函 数 ， 但 无 需 编写 一 个 真正 的 MATLAB 文件 ， 就 可 以 描述 出 某 种 数 
学 关系 。inline() 函数 的 具体 调用 格式 为 
其 中 ，' 函 数 内 容 ， 需要 填写 函数 的 具体 语句 ， 其 内 容 应 该 与 function 格式 的 编写 内 容 
完全 一 致 。 自 变量 列表 则 可 以 列 出 类 似 于 function 格式 下 的 每 个 自 变 量 ， 且 每 个 自 变 
量 均 需 要 用 单 引 号 括 起 来 。 这 样 就 可 以 动态 定义 出 inline() 函数 ， 而 无 需 给 每 个 求解 
的 内 容 再 编写 一 个 MATLAB 程序 了 。inline() 函数 在 数学 问题 求解 中 ， 尤 其 是 在 后 
面 将 介绍 的 微分 方程 求解 和 最 优化 等 求解 上 很 有 用 。 和 MATLAB 的 M- 函 数 相 比 ， 这 
样 的 结构 不 支持 结构 较 复杂 的 语句 结构 ， 只 支持 一 个 语句 就 能 求 出 函数 值 的 形式 。 例 
如 ，jf(z,y) = sin(z2 + 2) 可 以 用 f=inline(:sin(x.“2+7.“2)，,2x 7)) 直接 定义 。 

匿名 函数 是 MATLAB 7.0 版 提出 的 一 种 全 新 的 函数 描述 形式 ， 其 描述 格式 类 似 于 
inline() 函数 ， 但 比 该 函数 更 简洁 ， 更 容易 使 用 。 匿 名 函数 的 基本 格式 为 

_f=6( 变 量 列表 ) 函 数 内 容 ， 

更 重要 地 ， 该 函数 允许 直接 使 用 MATLAB 工作 空间 中 的 变量 。 例 如 ， 若 在 MAT- 
LAB 工作 空间 内 已 经 定义 了 a 和 变量 ， 则 匿名 函数 可 以 用 f=@(x,y)a*x.~2+b*y. “2 的 
格式 定义 数学 关系 式 f(z,y) = az2 + 她 2， 这 样 无 需 将 o,b 作为 附加 参数 在 输入 变量 里 表 
示 出 来 ， 所 以 使 得 数学 函数 的 定义 更 加 方便 。 

注意 ， 在 匿名 函数 定义 时 ，o,b 的 值 以 当前 MATLAB 工作 空间 中 的 数值 为 主 ， 在 使 
用 @ 定 义 匿名 函数 后 ，o, 的 值 再 发 生变 化 ， 则 在 函数 中 的 值 将 不 随 着 改变 。- 


2.5 二 维 图 形 绘制 


图 形 绘制 与 可 视 化 是 MATLAB 语言 的 一 大 特色 。MATLAB 中 提供 了 一 系列 直观 、 
简单 的 二 维 图 形 和 三 维 图 形 绘制 命令 与 函数 ， 可 以 将 实验 结果 和 仿真 结果 用 可 视 的 形式 
显示 出 来 。 本 节 将 介绍 各 种 各 样 的 图 形 绘制 方法 。 


2.5.1 二 维 图 形 绘制 基本 语句 


假设 用 户 已 经 获得 了 一 些 实验 数据 。 例 如 ， 已 知 各 个 时 刻 上 = 所 ,tz,…… ,如 和 在 这 
些 时 刻 处 的 函数 值 y = y(6),y(tz)，… ,8(tm)， 则 可 以 将 这 些 数据 输入 到 MATLAB 环境 
中 ， 构 成 向 量 幸 = 匠 , 妇 ,如 和 3 = 世人 ))y( 妇 )，…,y( 如 )]， 如 果 用 户 想 用 图 形 的 方 
式 表示 二 者 之 间 的 关系 ， 则 给 出 


即 可 绘制 二 维 图 形 。 可 以 看 出 ， 该 函数 的 调用 是 相当 直观 的 。 这 样 绘制 出 的 “曲线 ” 实 
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际 上 是 给 出 各 个 数值 点 间 的 折线 ， 如 果 这 些 点 足够 密 ， 则 看 起 来 就 是 曲线 了 ， 故 以 后 将 
称 之 为 曲线 。 在 实际 应 用 中 ，pPlot() 函数 的 调用 格式 还 可 以 进一步 扩展 : 
加 + 仍 为 向 量 ， 而 y 为 矩阵 ， 亦 即 


2 2 …” nn 
| or 
Vyml mn2 … Vymn. 


则 将 在 同一 坐标 系 下 绘制 m 条 曲线 ， 每 一 行 和 t+ 之 间 的 关系 将 绘制 出 一 条 曲线 。 注 意 ， 
这 时 要 求 y 矩阵 的 列 数 应 该 等 于 七 的 长 度 。 
@@ 上 + 和 # 均 为 矩阵 ， 且 假设 上 和 3 矩阵 的 行 和 列 数 均 相 同 ， 则 将 绘制 出 上 矩阵 每 行 和 
3 矩阵 对 应 行 之 间 关系 的 曲线 。 
图 假设 有 多 对 这 样 的 向 量 或 矩阵 ，(b, i)，( 友 , 加)，… ，(tm, ym)， 则 可 以 用 下 面 
的 语句 直接 绘制 出 各 自 对 应 的 曲线 。 
Plot (要 ,2 t 轨 ,2 tn) 
团 曲线 的 性 质 ， 如 线 型 、 粗 细 、 颜 色 等 ， _ 还 可 以 使 用 下 面 的 命令 进行 指定 。 
plot (ty2j 选 项 1 tp,az, 选 项 六 - n 
其 中 ，“ 选 项 ”可 以 按 表 2-3 中 说 明 的 形式 给 出 ， 其 中 的 选项 可 以 进行 组 合 。 例 如 ， 若 
想 绘制 红色 的 点 划 线 ， 且 每 个 转折 点 上 用 五 角 星 表示 ， 则 选项 可 以 使 用 下 面 的 组 合 形式 
2r- .pentagram'。 





表 2-3 MATLAB 绘图 命令 的 各 种 选项 














绘制 完 二 维 图 形 后 ， 还 可 以 用 grid on 命令 在 图 形 上 添加 网 格 线 ， 用 grid of 命令 
取消 网 格 线 ; 另外 用 hold on 命令 可 以 保护 当前 的 坐标 系 ， 使 得 以 后 再 使 用 Plot () 函 
数 时 将 新 的 曲线 春 印 在 原来 的 图 上 ， 用 hola oft 则 可 以 曲 取消 保护 状态 ; 用 户 可 以 使 用 
title() 函数 在 绘制 的 图 形 上 添加 标题 ， 还 可 以 用 xlabel() 和 交 abel() 函数 给 xx 和 y 
坐标 轴 添 加 标注 。 
【 例 2.22 】 试 绘制 出 显 函数 方程 y = sin(tanz) 一 tanfsinz) 在 了 ZE [一 Fi 可 区 间 内 的 曲线 。 
【求解 〗 解决 这 样 问题 的 最 直接 方法 可 以 采用 下 面 的 语句 直 接 绘 制 * 


>> x=[-pi : 0.05: pi; 久 以 0.05 为 阔 距 构造 自 变 量 向 量 
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y=sin(tan(x))-tan(sin(x)); % 求 出 各 个 点 上 的 函数 值 
Plot(x,y) 绘制 曲线 


这 些 语 自 可 以 绘制 出 该 函 教 的 曲线 ， 如 图 2-4 (a) 所 示 。 




















3 3 
2 2 
1 1 
0 0 
-1 -1 
2 -2 
Er 
(a) 默认 尺度 绘制 的 曲线 (b) 扩大 定义 域 后 曲线 


图 2-4 二 维 曲线 绘制 


从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ， 在 ZE (-1.8,-1.2) 及 ze (1.2,1.8) 两 个 子 区 间 内 图形 较 粗糙 ， 应 
该 在 这 些 区 间 能 加 密 自 变量 选择 点 ， 这 样 可 以 将 上 述 的 语句 修改 为 
>> x=[-pi:0.05:-1.8,-1.801:.001:-1.2，-1.2:0.05:1.2,，... 
1.201:0.001:1.8，1.81:0.05:pi]; 色 以 变 步 距 方式 构造 自 变 量 向 量 
y=sin(tan(x))-tan(sin(x)); 色 求 出 各 个 点 上 的 函数 值 
plot (x,y) 多 绘制 曲线 
这 样 将 得 出 如 图 2-4 (b) 所 示 的 曲线 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 曲线 在 快 变化 区 域内 表现 良好 。 


【 例 2.23] 让 上 和 信和 性 广 各 了 = 2 三 作 的 曲线 。 


【求解 〗】 当然 用 if 语句 可 以 很 容易 求 出 各 个 工 点 上 的 外 值 。 但 这 里 将 考虑 另外 一 种 有 效 的 实现 方 
法 。 如 果 构 造 了 严 向 量 ， 则 关系 表达 式 z>1.1 将 生成 一 个 和 了 一 样 长 的 向 量 ， 在 满足 Ti > 1.1 的 
点 上 ， 生 成 向 量 的 对 应 值 为 1， 和 否则 为 0， 根据 这 样 的 想法 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 分 段 函数 
的 曲线 ， 如 图 2-5 所 示 。 

>> x=[-2:0.02:2]; 生成 自 变 量 向 量 

y=1.1*sign(x) .*(abs(x)>1.1) + X.*#(abs(x)<=1.1); plot(x,y) 

在 这 样 的 分 段 模型 描述 中 ， 注 意 不 要 将 某 个 区 间 重 复 表示 。 例 如 ， 不 能 将 给 出 的 语句 中 最 后 
一 个 条 件 表 示 成 1.1*(Z>=1.1) ， 和 否则 因为 第 2 项 中 也 有 zi = 1.1 的 选项 ， 将 使 得 zi 一 1.1 点 函数 
求 取 重 复 ， 得 出 错误 的 结果 。 

另外 ， 由 于 plot() 函数 只 将 给 定点 用 直线 连接 起 来 ， 分 段 线性 的 非 线性 曲线 可 以 由 有 限 的 
几 个 转折 点 来 表示 ， 即 

>> plot([-2,-1.1,1.1,2] ,[-1.1,-1.1,1.1,1.1) 
该 语句 能 得 出 和 图 2-5 完全 一 致 的 结果 。 
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图 2-5 分 段 函数 曲线 绘制 


在 MATLAB 绘制 的 图 形 中 ， 每 条 曲线 是 一 个 对 象 ， 坐 标 负 是 一 个 对 象 ， 而 图 形 窗口 
还 是 一 个 对 象 ， 每 个 对 象 都 有 不 同 的 属性 ， 用 户 可 以 通过 set() 函数 可 以 设置 对 象 的 属 
性 ， 还 可 以 用 get() 琢 数 获得 对 象 的 某 个 属性 。 这 两 个 语句 的 语句 结构 为 


Cage 











? 





这 两 个 语句 在 界面 编程 中 特别 有 用 。 


2.5.2 ”其 他 二 维 图 形 绘制 语句 


除了 标准 的 二 维 曲线 绘制 之 外 ，MATLAB 还 提供 了 具有 各 种 特殊 意义 的 图 形 绘制 函 
数 ， 其 常用 调用 格式 如 表 2-4 所 示 。 其 中 ,参数 =，2 分 别 表示 横 、 纵 坐标 绘图 数据 ，c 
表示 颜色 选项 ，ym ，yMr 表示 误差 图 的 上 下 限 向 量 。 当 然 ， 随 着 输入 参数 个 数 及 类 型 的 
不 同 ， 各 个 函数 的 绘图 形式 也 有 所 区 别 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 各 个 绘图 函数 的 效果 。 


表 24 MATLAB 提供 的 特殊 二 维 曲线 绘制 函数 









































琢 数 名 常用 调用 格式 常用 调用 格式 
barO bar(z,2) comet() comet (2) 
compass() compass(z,) | errorbar() errorbar(z,y,ym ,UMD 
feather() feather(z,y) | 30 11(z,a,c) 
bist() hist(y,n) loglog() loglog(P,2) 
polar() polar(z,Z) quiver() quiver(z, 切 ) 
atairs() atairs( 一 ,) atea() atem(z ,2) 











Semilogy(z ,2) 





Semilogx() Semilogx( 天 2) semilogy() 


【 例 2-24 】 试 用 极 坐 标 绘制 函 教 Polar() 绘制 出 P= 5sin(46/3) 和 忆 = 5sin(g/3) 的 极 坐标 曲线 。 
【求解 】 由 极 坐标 方程 的 数学 表达 式 可 以 立即 得 出 结论 ， 这 两 个 函数 的 周期 均 为 6r， 所 以 关 想 给 
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制 极 坐标 曲线 ， 则 应 该 先 构造 一 个 8 向 量 ， 然 后 求 出 户 向 量 ， 调 用 Polar() 函数 就 可 以 立即 绘制 
出 所 需 的 极 坐标 曲线 ， 分 别 如 图 2-6 (a)、(b) 所 示 . 


| 





(a) p= 5sin(46/3) (b) p= 5sin(b/3) 
图 2-6 极 坐标 曲线 
>> theta=0:0.01:6*pii rho=5*ein(4*theta/3); polar(theta,rho) 
figure; rho=5*sin(theta/3); polar(theta,rho) 
【 例 2-25】 以 正弦 数据 为 例 ， 试 在 同一 窗口 的 不 同 区 域 用 不 同 的 绘图 方式 绘制 出 相应 的 曲线 。 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 各 种 语句 绘制 出 如 图 2.7 所 示 的 曲线 .其 中 ，subplot () 函数 可 以 将 图 形 
窗口 分 为 若干 块 ， 在 某 一 块 内 绘制 图 形 。 在 函数 调用 时 ， 第 1 个 2 表示 将 窗口 分 为 2 行 ， 第 2 个 2 
将 窗口 分 为 2 列 ， 第 3 个 参数 指定 绘图 的 位 置 . 
>> t=0:.2:2*pi; y=sin(t); % 先生 成 绘图 用 数据 
subplot(2,2,1) ，stairs(t,y)  % 分 割 窗口 ， 在 左上 角 绘制 阶梯 曲线 
subplot (2,2,2) ，stem(t,7) 多 火柴 杆 曲线 绘制 
subplot(2,2,3) ，bar(t,7) % 直方 图 绘制 
subplot(2,2,4) ，semilogx(t,y) 久 横 坐 标 为 对 数 的 曲线 


2.5.3 ” 隐 函 数 绘制 及 应 用 


隐 函 数 即 满足 f(z,y) = 0 方程 的 zy 之 间 的 关系 式 。 用 前 面 介绍 的 曲线 绘制 方法 显 
然 会 有 问题 。 例 如 ， 很 多 隐 函 数 无 法 求 出 z,y 之 间 的 显 式 关系 ， 所 以 无 法 先 定义 一 个 
向 量 再 求 出 相应 的 y 向 量 ， 从 而 不 能 采用 plot() 函数 来 绘制 曲线 。 另 外 ， 即 使 能 求 出 
zy 之 间 的 显 式 关系 ， 但 不 是 单 值 绘制 ， 则 绘制 起 来 也 是 很 麻烦 的 。MATLAB 下 提供 的 
ezplot () 函数 可 以 直接 绘 隐 函 数 曲 线 ， 该 函数 的 调用 格式 为 


下 面 将 通过 例子 来 演示 该 函数 的 使 用 方法 。 
【 例 2.26】 试 绘制 出 隐 函 数 F(z,y) = z2sin(z 十 妇 ) 十 ?Perty 十 5cos(z2 十 训 = 0 的 曲线 。 
【求解 】 从 给 出 的 函数 可 见 ， 无 法 用 解析 的 方法 写 出 该 函数 ， 所 以 不 能 用 前 面 给 出 的 plot() 函数 
绘制 出 该 函数 的 曲线 。 对 这 样 的 隐 函 数 ， 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 ， 并 将 得 出 如 图 2-8 (a) 
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(a) stairs() 函数 绘制 的 阶梯 图 形 (b) stem() 函数 绘制 的 火柴 杆 图 形 
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(c) bar () 函数 的 直方 图 (a) seataogz(， 模 内 标 为 对 数 
图 2.7 不 同 的 二 维 曲线 绘制 函数 





所 示 的 隐 函 数 曲 线 . 
>> ezplot('x~2 *sin(x+y~2) +7~2+exp(x+y)+5*Ccos(K~2+7) ) 
上 面 的 语句 将 自动 选择 x 轴 的 范围 ， 亦 即 函 数 的 定义 域 ， 如 果 想 改变 定义 域 ， 则 可 以 用 下 面 
的 语句 给 出 命令 ， 并 得 出 如 图 2-8 (b) 所 示 的 隐 函 数 曲 线 。 
>> ezplot('x“2 sin(x+y “2) +y~2*exp(x+y)+5*cos(x~“2+y)，，[-10 10]) 











(a) 默认 尺度 绘制 的 曲线 《by 扩大 定义 域 后 曲线 
图 2-8 隐 函 数 曲 线 绘制 


2.5.4 图 形 修饰 


MATLAB 的 图 形 窗口 工具 栏 中 提供 了 各 种 图 形 修饰 的 功能 ， 如 在 图 形 上 添加 箭头 、 
文字 及 直线 等 ， 对 图 形 的 局 部 放大 ， 三 维 图 形 的 旋转 等 。 图 形 窗口 的 工具 栏 如 图 2-9 所 
示 ， 如 果 单 击 “ 添 加 文字 ”按钮 ， 则 用 鼠标 在 图 形 上 单 击 则 可 以 确定 文字 添加 的 位 置 ， 
然后 直接 输入 字符 串 即 可 。 字 符 串 可 以 用 普通 的 字母 和 文字 表示 ， 也 可 以 用 JAYUBX 的 格 
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式 描述 数学 公式 。 
编辑 状态 5 放大 状态 
口 咏 目 瑟 AAA 有 
标准 工具 ”添加 文 习 。 画 直 线 ”取消 放大 状态 
2-9 图 形 窗口 工具 栏 

JIEX 是 一 个 著名 的 科学 文档 排版 系统 ，MATLAB 下 支持 的 只 是 其 中 一 个 子 集 ， 这 
里 简单 介绍 在 MATLAB 图 形 窗 口中 添加 IKITEX 描述 的 数学 公式 的 方法 : 

OD 特殊 符号 是 由 \ 引 导 的 命令 定义 的 ， MATLAB 支持 的 特殊 符号 在 表 2-5 中 给 出 。 

@ 上 下 标 分 别 用 ~ 和 - 表示 ， 例 如 a_2~2+b_2~2=c-2-2 表示 吗 十 好 = 弛 。 如 果 需 要 
表示 多 个 上 标 ， 则 需要 用 大 括号 括 起 ， 表 示 段 落 ， 例 如 a*Abc 命令 表示 a4bc， 其 中 A 为 
上 标 。 如 果 想 将 Abc 均 表示 成 o 的 上 标 ， 则 需要 给 出 命令 a"{fAbc}。 

JAYIEX 科技 文献 排版 系统 是 当今 学 术 界 最 广泛 使 用 的 排版 系统 ， 具 有 Word 类 排版 系 
统 无 可 比拟 的 优越 性 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 进一步 阅读 文献 [21] 等 。 

MATLAB 7.0 版 更 新 了 图 形 修饰 的 功能 ， 其 编辑 窗口 如 图 2-10 所 示 ， 其 工具 栏 允 许 
用 户 在 图 形 上 添加 双向 箭头 、 椭 圆 、 方 框 等 新 的 标记 ， 大 大 提高 了 图 形 修饰 的 功能 。 


il。 Bt 下 o Inrert Teels Dasktep 型 adow Ja 
口 态 加 一 上 QQ 了 gl 中 是 届 性 


《anjtx) 


| 
国 吕 wowo 
| 
| 

















图 2-10 MATLAB 7.0 的 图 形 编辑 界面 
图 形 编辑 主要 有 3 方面 的 内 容 ， 图 形 窗 口 左 侧 的 部 分 对 应 于 View 菜单 下 的 Figure 
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表 2-5 图 形 窗 口 下 可 以 直接 使 用 的 TEX 命令 表 















































































TEX 命令 站 TEX 命令 TEX 命令 G TEX 命令 
Nalpha 有 | \beta 7 | \eama 6 | Naenta 
< | \epsilon = | \varepailon 5 | zata 六 | \eta 
小 写 9 Ntheta 由 \vartheta 下 Niota Nkappa 
希腊 入 Nambda 下 Nau 也 Nau 志 ANzxi 
字符 吕 开 NPi 可 \Vvarpi P Nrho 
4 | Niora 上 | \Vxappa | \varrho | \siema 
5 | \varsigma 7 | \tan u | \apsiaon 4 | \phi 
虽 \varphi X Nechi 东 \pai | 由 | \omega 
大 写 T NGamma A \Delta 日 NTheta 人 | \Lambda 
希腊 | 三 | \xi 了 | \ei 了 | \siema T | \upsilon 
字符 四 | Phi 末 | \VPsi m NOmega 
R | \aleph 1 | verime Y | \forall 引 | \exists 
常用 [ Nwp 较 NRe 9 NIm 旭 Npartial 
数学 oo Ninfty 台 Vanabla V Neurd 4 Nangle 
符号 ~ \neg 下 Nint 机 Nclubsguit @ | \dianondsuit 
已 Vheartenit 机 | \Vapadesuit | 
元 | 二 | \mm \edot x | \eimes + | vaiv 
运算 品 Ncirc Nbullet U Neup n | \eap 
符号 V Nvee 四 Notimes | 甲 Noplus 
关系 | < | \aeq = | \equiv ~ | \aim 
数学 候 \subset 入 Napprorx ES Vsubseteq 
符号 2 Neupseteq 3 Nai 区 NVpropto 
| | aia 沁 
箭头 | 一 | Nettarrov 二 | \Lafrarrow 介 | Nuparrov 
符号 一 Nrightarrow 之 Rigbtarrow 少 NDownarrow 
二 | Nettrightarrov 














Palette， 其 中 用 户 可 以 选择 这 里 的 工具 在 图 形 上 添加 箭头 、 各 类 文字 及 椭圆 等 修饰 ， 还 可 
以 添加 二 维 、 三 维 坐标 系 。 图 形 窗口 下 面 的 窗口 对 应 于 该 菜单 的 Property Editor， 人 允许 修 
改选 中 对 象 的 颜色 、 线 形 、 字 体 等 属性 。 右 侧 的 窗口 对 应 于 View 菜单 的 Plot Browser， 
允许 用 户 从 图 上 选择 图 形 元 素 进 行 编辑 ， 还 允许 用 户 添 加 新 的 数据 ， 在 现 有 的 图 形 上 至 
印 新 的 图 形 。 

图 形 窗口 的 新 工具 栏 提供 了 用 鼠标 选择 图 形 上 点 坐标 的 功能 ， 可 以 用 其 代替 早期 版 
本 的 ginput () 函数 ， 读 出 曲线 上 点 坐标 的 信息 ， 该 功能 更 适合 于 数学 问题 图 解 方法 的 实 
现 。 单 击 工具 栏 的 图 形 旋转 按钮 ， 则 可 以 将 二 维 图 形 用 三 维 图 形 表示 ， 如 图 2-11 所 示 。 
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图 2-11 二 维 图 形 的 三 维 表示 


2.6 三 维 图 形 表 示 
2.6.1 三 维 曲线 绘制 


维 曲线 绘制 函数 plot () 可 以 扩展 到 三 维 曲线 的 绘制 中 。 这 时 可 以 用 plot3() 函数 
维 曲线 。 该 函数 的 调用 格式 为 





全 一 致 ， 如 表 2-3 所 示 。 
相应 地 ， 类 似 于 二 维 曲 线 绘制 函数 ， MATLAB 还 提供 了 其 他 的 三 维 曲线 绘制 函数 ， 
如 stem3() 可 以 绘制 三 维 火柴 杆 型 曲线 ，fil13() 可 以 绘制 三 维 的 填充 图 形 ，bar3() 可 
以 绘制 三 维 的 直方 图 等 。 
【 例 2.27】 试 绘制 参数 方程 z(b) = tasin(3t)e-5g(t) 一 要 cos(3t)e-b5z 一 纪 的 三 维 曲 线 。 
【求解 】 若 想 绘制 该 参数 方程 的 曲线 ， 可 以 先 定义 一 个 时 间 向 量 二 ， 由 其 计算 出 一 ,2 二 向 量 ， 并 
用 函数 plot3() 绘制 出 三 维 曲 线 ， 如 图 2.12 (a) 所 示 。 注 意 ， 这 里 应 该 采用 志 运 算 。 


>> t=0:.1:2*pi;i 构造 二 向量 注意 下 面 的 点 运算 
xz=t. “3.*sin(34t) .*exp(-t); y=t. “3.*Cos(34t) .exP(-t) ; Z=t2; 
plot3(x,y,z) ，grid 三维 曲线 终 制 

如 果 用 stem3() 函数 绘制 出 火 业 杆 形 曲 线 ， 如 图 人 12 (b) 所 示 。 

>> stem3(x,y,z); hold on; plot3(x,y,Z) ，grid 


2.6.2 三维 曲面 绘制 


如 果 已 知 二 元 函数 > = f(z, 几 ， 则 可 以 绘制 出 该 函数 的 三 维 曲面 图 。 在 绘制 三 维 图 
之 前 ， 应 该 先 调用 meshgrid() 函数 生成 网 格 矩阵 数据 z 和 2 ;这样 就 可 以 按 函 数 公式 用 
点 运算 的 方式 计算 出 = 矩阵 ， 之 后 就 可 以 用 mesh() 或 surf4): 等 函数 进行 三 维 图 形 绘制 
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(a) 三 维 曲 线 绘制 (b) srem3() 函数 绘制 的 三 维 图 形 
图 2-12 三 维 曲线 的 绘制 


了 。 具 体 的 函数 调用 格式 为 


[z, 切 =meshgrid(ul，V2) 
2 .如 zz. 电 
Surf (7 ,到 人 7 戈 mm 各 拉 人 时 可 
其 中 ,wu 和 如 为 z 和 3 轴 的 分 隔 方式 。 三 维 曲面 还 可 以 由 其 他 函数 绘制 如 surfc() 函 
数 和 surfl1() 函数 可 以 分 别 绘制 带 有 等 高 线 和 光照 下 的 三 维 曲面 ，waterfal1() 函数 可 
以 绘制 瀑布 形 三 维 图 形 。 在 MATLAB 下 还 提供 了 等 高 线 绘制 的 函数 ， 如 coatour() 函 
数 和 三 维 等 高 线 函 数 contour3()， 这 里 将 通过 例子 介绍 三 维 曲面 绘制 方法 与 技巧 。 
【 例 2-28 】 数 字 图 像 处 理 中 使 用 的 Butterworth 低 通 滤波 器 的 数学 模型 为 


1 
1+ D2n(wv)/Po 





史 


刀 (ww) = 


其 中 ，D(wa) = V(u 一 wo)2 + (一 bo) ，Do 为 给 定 的 区 域 半径 ， 史 为 阶 次 ，uo 和 ?to 为 区 域 的 中 
心 。 假 设 Do = 200, m = 2， 试 用 三 维 曲面 的 形式 绘制 该 滤波 器 图 形 。 
【求解 】 给 定 滤波 器 数学 模型 的 三 维 曲 面 可 以 通过 下 面 的 语句 绘 制 出 来 ， 如 图 2-13 (a) 所 示 * 

>> [x,y]=meshgrid(0:31); n=2; DO0=200; 


D=sqrt((x-16) ,~2+(y-16) .2); % 求 距离 
z=1./(1+D.~(2*n)/D0); mesh(x,y,z)， 久 计算 并 绘制 滤波 器 
axis([0,31,0,31,0,1) 久 重新 设置 坐标 系 ， 增 大 可 读 性 


若 用 surt() 函数 取代 mesh() 函数 ， 则 可 以 得 出 如 转 2-13 (b) 所 示 的 表面 图 。 
>> surf(x,y,Z) 人 绘制 三 维 表面 图 
三 维 表 面 图 可 以 用 shading 命令 修饰 其 显 式 形式 ， 该 命令 可 以 带 三 种 不 同 的 选项 ，flat (每 
个 网 格 决 用 同样 颜色 着 色 的 没有 网 格 线 的 表面 图 ， 效 果 如 图 2-.14 (a) 所 示 )、interp ( 持 值 的 光滑 
表面 图 ， 效 果 见 图 2.14 (b) 所 示 ) 和 faceted (不 同 于 全 at， 有 网 阁 线 的 ， 本 选项 是 默认 的 ， 效 果 
如 图 2-13 (b)` 所 示 )。 
MATLAB 还 提供 了 其 他 的 三 维 图 形 绘制 函 教 。 如 waterfal1(z, 了 yz) 命令 可 以 绘制 出 瀑布 
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千 10 
0 0 


(a) mesh() 函数 绘制 的 网 格 图 (b) surf () 函数 绘制 的 表面 图 
图 2.13 Butterworth 低 通 滤波 器 的 三 维 图 表示 








0 0 0 0 
(a) shading flat (b) shading interp 
图 2-14 shading 命令 修饰 的 三 维 图 


形 图 形 ， 如 图 2.15 (a) 所 示 ， 而 contour3(z,g,z,30) 命 仿 可 以 绘制 出 三 维 的 等 高 线 图 形 如 图 
2-15 (b) 所 示 。 其 中 的 30 为 用 户 选 定 的 等 高 线条 数 ， 当 然 可 以 不 给 出 该 参数 ， 那 样 将 默认 地 设置 
等 高 线条 数 ， 对 这 个 例子 来 说 显得 过 于 稀 琉 。 





0 0 





(a) waterfal1() 函数 的 绘制 曲面 (b) contour3() 绘制 的 三 维 等 高 线 图 
2-15 其 他 三 维 图 形 表示 
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1 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 三 维 图 ， 如 图 2.16 (a] 所 示 - 
>> [x,7]=meshgrid(-2:.1:2); 
z=1./(sqrt((1-x) .~2+y. 2))+1./(sqrt((1+x) .~2+7. 2))3 
Surf (x,y,Z) ，shading flat 
事实 上 ， 这 样 得 出 的 图 形 有 点 问题 ， 在 (一 土 1,0) 点 处 出 现 co 值 ， 所 以 应 该 在 该 区 域 碱 小 步 
距 ， 采 用 变 步 距 的 方式 ， 最 终 读 出 如 图 2-16 (b) 所 示 的 图 形 ， 为 了 便于 比较 ， 这 里 仍 选 择 z- 轴 的 
范围 和 图 2-16 (a) 的 一 致 。 注 意 在 (一 土 1,0) 处 的 值 趋 于 无 穷 大 。 


【 例 2.29】 试 绘制 出 二 元 函数 = 一 f(z, 引 ) 一 


>> xx=[-2:.1:-1.2，-1.1:0.02:-0.9，-0.8:0.1:0.8，0.9:0.02:1.1， 1.2:0.1:2]; 
yy=[-1:0.1:-0.2，-0.1:0.02:0.1， 0.2:.1:1]; 
[x,y]=meshgrid(xx,yy); 


z=1./(sqrt((1-x) .~2+y.-2))+1./(sqrt((1+x) .2+7. 2)) 3 
surf (x,y,zZ) ，shading flat; set(gca,?zlim?,[0,15]) 





-2 -2 -L -2 
(@) 等 步 距 (b) 变 步 下 
图 2-16 不 同 网 格 选择 下 的 三 维 图 


【 例 2-30】〗 假设 某 概 率 密度 函数 由 下 面 分 段 函数 表示 四。 


0.5457exp( 一 0.75z3 一 3.75z? 一 1.5zl)， zl 十 za > 1 
plziza) = 4 0.7575exp(-z3 -6z?)， -1<zi+zz 和 1 
0.5457exp( 一 0.75z3 一 3.75z? 十 1.5zi)， ZI1 十 Za2 < 一 1 


试 以 三 维 曲 面 的 形式 来 表示 这 一 函数 
【求解 】 选 择 z = zi， = zz， 则 这 样 的 函数 曲面 绘制 用 放 结构 可 以 实现 该 函数 值 求 取 ， 但 结构 
将 很 烦琐 ， 所 以 可 以 利用 类 似 于 前 面 介 绍 的 分 段 函 数 求 取 方 法 来 求 此 二 维 函 数 的 值 。 
>> [x,7]=meshgrid(-1.5:.1:1.5,-2:.1:2); 
z= 0.5457*exp(-0.75*+ 了 .~2-3.75*x.~2-1.5*x) .*(x+y>1)+- 
0.7575*exp(-y.-2-6+x.-2) .*((x+y>-1) 和 (x+y<=1))- 
0.5457*exp(-0.75* 了 .2-3.75*+x- -2+1 .5*x) .本 (X+y<=-1) 3; . 
surf (x,y,Z) ，set(gca, xlimi,[-1.5 1.5]); shading 了 at 
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这 样 将 得 出 如 图 2-17 所 示 的 三 维 表面 图 。 





-2 -15 二 


图 2-17 分 段 二 维 函数 曲线 绘制 


2.6.3 三 维 图 形 视角 设置 


MATLAB 三 维 图 形 显示 中 提供 了 修改 视角 的 功能 ， 允 许 用 户 从 任意 的 角度 观察 三 维 
图 形 ， 实 现 视角 转换 有 两 种 方法 。 其 一 是 使 用 图 形 窗口 工具 栏 中 提供 的 三 维 图 形 转换 按 
钮 来 可 视 地 对 图 形 进行 旋转 ， 其 二 是 用 view() 函数 有 目的 地 进行 旋转 。 

MATLAB 三 维 图 形 视角 的 定义 如 图 2-18 (a) 所 示 。 其 中 有 两 个 角度 就 可 以 惟一 地 
确定 视角 ， 方 位 角 a 定义 为 视点 在 xy 平面 投影 点 与 y 轴 负 方向 之 间 的 夹 角 ， 默 认 值 为 
a = -37.5"， 仰 角 G 定义 为 视点 和 x-y 平面 的 夹 角 ， 默 认 值 为 = 30?。 





(a) 视角 定义 示意 图 (b) 改变 视角 后 的 效果 
图 2-18 三 维 图 形 的 视角 及 设置 


如 果 想 改变 视角 来 观察 曲面 ， 则 可 以 给 出 view(a,B) 命令 。 例如， 俯视 图 可 以 由 
view(0,90) 设置 ， 正 视图 由 view(0,0) 设置 ， 侧 视图 可 以 由 view(90,0) 来 设 定 。 

例如 ， 对 图 2-17 中 给 出 的 三 维 网 格 图 进行 处 理 ， 设 方位 角 为 w = 80?， 仰 角 为 
8 = 10"， 则 下 面 的 MATLAB 语句 将 得 出 如 图 2-18 (b) 所 示 的 三 维 曲 面 。 
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>> view(80,10)，set(gca, :xlim,[-1.5 1.5]) 


【 例 2-31】 试 在 同一 图 形 窗口 上 绘制 例 2-28 中 函数 曲面 的 三 视图 。 
【求解 〗】 用 下 面 的 语 揣 可 以 容易 地 绘制 出 三 维 图 ， 并 用 相应 的 语 向 设 置 不 同 的 视角 ， 则 可 以 最 终 
得 出 如 图 2-19 所 示 的 各 个 视图 。 


30 


05 





图 2-19 二 元 函数 的 三 视图 


>> [x,y]=meshgrid(0:31); n=2; DO=200; 
D=sqrt((x-16) .~2+(y-16) .~2); z=1./(1+D.~(2yn)/D0); % 计算 滤波 器 
subplot (221) ，surf (x,y,z) ，view(0;90); axig([0,31,0,31,0,1]); % 依 视 图 
subplot (222) ，surf (x,y,z) ，view(90,0); axis([0,31,0,31,0,); % 侧 视图 
subplot (223) ，surf (x,y,z) ，view(0,0); axis([0,31,0,31,0, 切 ); % 正视 图 
subplot (224) ，surf (x,y,z) ，axis([0,31,0,31,0,1]); % 三 维 图 


2.7 本 章 要 点 简介 
e。 本 章 介绍 的 函数 由 下 表 给 出 。 






















函数 名 本 书页 码 
Syms 申明 符号 变量 11 
YPa() 直接 对 符号 变量 求 值 11 
赋值 语句 直接 贱 值 语句 12 
函数 调用 函数 调用 语句 格式 13 
冒号 表达 式 | 冒号 表达 式 ， 可 以 用 于 等 间距 行 向 量 的 赋值 与 子 矩 阵 提取 13 
simple() 符号 表达 式 的 化 简 ， 还 可 调用 sincos(), numden()，factor()，ezpand() 17 


等 具体 化 简 方法 ，factor() 函数 还 可 以 用 于 整数 的 质 因数 分 解 
符号 表达 式 变量 赫 换 





subs() 
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续 表 
函数 名 画 数 功 能 工具 箱 本 书页 码 
latex() 将 符号 表达 式 转换 成 AIEX 排版 语言 支持 的 字符 串 符号 运算 18 
二 oor(O) 该 函数 可 以 用 于 对 数值 进行 取 整 运算 ， 相 应 的 取 整 函数 还 有 round()，| MATLAB | 表 2-1 
fiz()，ceil() 等 ， 它 们 的 含义 是 不 同 的 ， 具 体 说 明 参 见 表 2-1 
rat() 将 矩阵 的 各 个 数值 用 最 简 分 式 表示 MATLAB | 表 2-1 
rem() 将 矩阵 的 各 个 数值 取 余数 MATLAB | 表 2-1 
gcd() 求 取 两 个 整数 的 最 大 公约 数 ，1cm() 求 取 最 小 公信 数 符号 运算 18 
isprime() “| 判定 矩阵 内 各 个 整数 是 否 为 质数 符号 运算 18 
for for 循环 结构 ， 和 end 语句 共同 构成 循环 ，break 语句 可 以 终止 本 级 循环 MATLAB 20 
while wbile 循环 结构 MATLAB 21 
手 条 件 转移 语句 ， 可 以 和 elseif， else 语句 连用 MATLAB 22 
wiitch 开关 结构 ， 和 case 及 othervise 语句 连用 MATLAB 23 
try 试探 结构 ， 可 以 和 catch 语句 连用 MATLAB 24 
function 函数 引导 语句 MATLAB 25 
inline inline 函数 ， 可 以 定义 直接 可 以 取 值 的 函数 MATLAB 29 
日 匿名 函数 ， 功 能 更 强 于 inline 丽 数 ， 为 MATLAB 7.0 提出 的 新 函数 MATLAB 29 
plot() 二 维 直角 坐标 系 曲 线 绘制 MATLAB 29 
aet() MATLAEB 对 象 属性 设 定 函数 MATLAB 32 
get() MATLAEB 对 象 属性 提取 函数 MATLAB 32 
bar() 二 维 条 形 玫 绘制， 其 他 还 有 comet()，feather，hiat()，Polar()，| MATLAB 32 
ataire()， compasa()， arrorbar()， fill()， loglog()， quiver()， 
atem()，senilogx()，semnilogy() 等 ， 具 体 参见 表 2-4 
ezplot () 二 维 隐 范 数 曲 线 绘制 函数 MATLAB 33 
Plot3() 三 维 曲线 绘制 画 数 ， 其 余 曲线 绘制 函数 包括 stem3()，comet3()，| MATLAB 37 
14113()，bar3() 等 
meshgrid() - 维 或 三 维 网 格 数 据 生成 MATLAB 38 
mesh() 三 维 网 格 曲线 绘制 MATLAB 38 
Burf() 三 维 表 面 图 形 绘制 ,类似 的 还 有 surfc()，surf1()，vaterfall()，| MATLAB 38 
contour()，contour3() 等 
hading 曲面 类 型 设置 命令 ， 可 以 设置 成 flat，interp, faceted MATLAB 38 
view(O) 设置 三 维 疼 的 视角 MATLAB 41 


。 本 章 首先 介绍 了 变量 名 的 命名 规则 ， 然 后 介绍 了 常用 常量 、 基 本 语句 结构 、 基 本 数据 
结构 、 矩 阵 输 入 、 冒 号 表达 式 及 子 矩阵 提取 等 方面 的 问题 ， 还 介绍 了 MATLAB 语言 
的 编程 基础 。 

。 介 绍 了 矩阵 的 各 种 基本 运算 方法 及 MATLAB 语言 实现 ， 包 括 矩 阵 的 代数 运算 、 逮 辑 
运算 和 比较 运算 ， 还 包括 基本 数论 运算 和 符号 运算 表达 式 的 定义 与 化 简 等 内 容 。 
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。 介 绍 了 MATLAB 语言 编程 的 一 个 很 重要 的 环节 ， 即 MATLAB 语言 的 基本 流程 控制 
语句 ， 如 两 种 循环 结构 、 条 件 转移 结构 、 开 关 语 句 和 新 型 的 试探 语句 等 ， 掌 握 了 这 些 
结构 就 可 以 初步 编写 出 基本 的 MATLAB 程序 。 

。MATLAB 语言 的 最 基本 程序 结构 是 MATLAB 的 函数 结构 ， 本 章 介绍 了 函数 编写 的 
基本 方法 及 函数 编写 技巧 ， 如 函数 的 递归 调用 方法 、 任 意 输入 输出 变量 编程 方法 等 ， 
为 初步 的 MATLAB 语言 程序 设计 打下 基础 。 

。MATLAB 中 图 形 绘制 是 其 一 大 特色 ， 本 章 介绍 了 二 维 图 形 和 三 维 图 形 的 绘制 方法 ， 
可 以 由 已 知 数据 绘制 出 所 需 的 图 形 ， 利 用 本 章 介绍 的 方法 就 可 以 直接 绘制 出 各 种 各 样 
的 二 维 曲线 、 三 维 曲线 甚至 三 维 曲面 与 等 高 线 等 ， 还 介绍 了 三 维 图 形 的 旋转 与 视角 变 
换 等 内 容 。 


28 习 题 


启动 MATLAB 环境 ， 并 给 出 语句 tic，A=rand(500); Binv(A); norm(A*B-eye(500)) ， 
toc， 试 运行 该 语句 ， 观 察 得 出 的 结果 ， 并 利用 help 命令 对 你 不 熟悉 的 语句 进行 帮助 信息 查 
询 ， 逐 条 给 出 上 述 程序 段 与 结果 的 解释 。 


试用 符号 元 素 工具 箱 支持 的 方式 表达 多 项 式 flz) = z5 十 3z4 十 4z3 十 2r? 十 37 十 6， 并 信 
= 2 二， 将 7(z) 替换 成 8 的 函数 。 
用 MATLAB 语句 输入 矩阵 4 和 忆 


3 4 
2 1 本 
4 1|” 
4 1 


前 面 给 出 的 是 4x 4 矩阵， 如果 给 出 AA(5,6) = 5 命令 将 得 出 什么 结果 ? 


假设 已 知 答 阵 A， 试 给 出 相应 的 MATLAB 命令 ， 将 其 全 部 偶数 行 提取 出 来 ， 赋 给 玉 矩阵 ， 
用 A =magic(8) 命令 生成 矩阵 ， 用 上 述 的 命令 检验 一 下 结果 是 不 是 正确 。 


oo 


4+3j 3+3j 2+3j 1+ 雪 
2+3j 3+3j 4+jj 1+ 才 


2 
3 
3 
2 3+2j 2+3j 4+Hj 1+ 光 








1+dj 2+3j 3+ 要 | 


心 


刀 Z> 呈 
5 用 MATLAB aaTag9RBSI- -| hMDPr，lzlkD 。 
一 加 Z< 一 了 


63 
用 数值 方法 可 以 求 出 9 = 》 2 = 1 十 2 十 4 十 8 十 … 十 282 十 29， 试 不 采用 循环 的 形式 求 出 
和 式 的 数值 解 。 由 于 数值 方法 采用 double 形式 进行 计算 的 ， 难 以 保证 有 效 位 数字 ， 所 以 结果 
不 一 定 精 确 。 试 采用 符号 运算 的 方法 求 该 和 式 的 精确 值 
妨 写 一 个 矩阵 相 加 函数 mat_aad() ， 使 其 具体 的 调用 格式 为 Amat_add( AI,A2,4s，…)， 
要 求 该 函数 能 接受 任意 多 个 矩阵 进行 解法 运算 。 
8 自己 编写 一 个 MATLAB 函数 ， 使 它 能 自动 生成 一 个 mmx 灵 的 Hankel 短 阵 ， 并 使 其 调用 格 
式 为 we [fa ,ha,hm,hmn+i ham-i];i 再 =ayhankel()。 


口 


四 
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9 已 知 Fibonacei 数列 由 式 ak 一 ak_1 十 ak_2) 大 = 3,4,.… 可 以 生成 ， 其 中 初 值 为 al = aa = 1， 
试 编写 出 生成 某 项 Fibonacci 数值 的 MATLAB 函数 ， 要 求 : 
(人 D 函数 格式 为 V=fib(k)， 给 出 大 即 能 求 出 第 大 项 ak 并 赋 给 向 量 ; 
人 @ 编写 适当 语句 ， 对 输入 输出 变量 进行 检验 ， 确 保函 数 能 正确 调用 : 
图 利用 递归 调用 的 方式 编写 此 函数 。 
10 由 撼 阵 理论 可 知 ， 如 果 一 个 矩阵 RM 可 以 写成 M = A 十 至 CBT, 并 且 其 中 人 妃 , C 为 相应 
阶 数 的 矩阵 ， 则 RM 矩阵 的 逆 和 矩阵 可 以 由 下 面 的 算法 求 出 。 
Mr =- (4+BCBT) = 4-1-4-3B(C- + BT4-1B) BT4- 


试 根 据 上 面 的 算法 用 MATLAB 语句 编 写 一 个 函数 对 矩阵 RM 进行 求 递 ， 并 通过 一 个 小 例子 来 
检验 该 程序 ， 并 和 直接 求 逆 方法 进行 精度 上 的 比较 。 


11 下 面 给 出 了 一 个 迭代 模型 


{ zkH1 一 1 十 多 一 1.4 克 

Vk+1 一 0.3zk 
写 出 求解 该 模型 的 M- 函 数 。 如 果 取 适 代 初 值 为 zo = 0, yo = 0， 那 么 请 进行 30000 次 迭代 求 
出 一 组 z 和 向量， 然后 在 所 有 的 zk 和 3k 坐标 处 点 亮 一 个 点 (注意 不 要 连 线 )， 最 后 绘制 出 
所 需 的 图 形 。 提 示 这 样 绘制 出 的 图 形 又 称 为 Henon 引力 线 图 ， 它 将 迭代 出 来 的 随机 点 吸引 到 
一 起 ， 最 后 得 出 狐 似 连贯 的 引力 线 图 。 

12 用 MATLAB 语言 的 基本 语句 显然 可 以 立即 绘制 一 个 正三 角形 。 试 结合 循环 结构 ， 编 写 一 个 
小 程序 ， 在 同一 个 坐标 系 下 绘制 出 该 正三 角形 绕 其 中 心 旋转 后 得 出 的 一 系列 三 角形 ， 还 可 以 
调整 旋转 步 距 观察 效果 。 


13 选择 合适 的 步 下 绘制 出 图 形 sin ( 了】， 基 中 te (1)。 

14 对 合适 的 9 范围 选取 分 别 绘制 出 下 列 极 坐 标 图 形 。 
@o=100130，@p=cos7b/2)，@p=sin(b)/0，@p=1-cos(7b) 

15 用 图 解 的 方式 找到 下 面 两 个 方程 构成 的 联 立方 程 的 近似 解 


22 十 岂 = 3z2， 2 一 于 一 多 一 


16 请 分 别 绘制 出 zy 和 sin(zy) 的 三 维 图 和 等 高 线 。 


17 在 图 形 绘制 语句 中 ， 若 函数 值 为 不 定式 NaN， 则 相应 的 部 分 不 绘制 出 来 。 试 利用 该 规律 绘制 
z = sin zy 的 表面 图 ， 并 芮 切 下 z2 十 2 和 0.5? 的 部 分 。 
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Jssac Newton 和 Gattfried Wilhelm Leibnitz 创立 的 微 积分 学 是 很 多 科学 分 支 的 基 
础 。 单 变量 与 多 变量 丙 数 微 积分 、 函 数 极限 、 级 数 求 和 、Taylor 寡 级 数 展开 、Fourier 级 
数 展开 、 常 微分 方程 等 问题 直接 求解 是 微 积 分 学 的 重要 内 容 。MATLAB 的 符号 运算 工具 
箱 可 以 直接 求解 这 样 问题 的 解析 解 ， 故 在 第 3.1 节 中 侧重 介绍 基于 MATLAB 语言 的 微 积 
分 问题 解析 求解 方法 。 第 3.2 节 将 介绍 给 定单 变量 函数 与 多 变量 函数 的 Taylor 震级 数 展 
开 、 给 定 函 数 的 Fourier 级 数 逼 近 方 法 及 一 般 级 数 的 求 和 方法 等 。 第 3.5 节 中 将 介绍 的 两 
类 曲线 积分 和 两 类 曲面 积分 及 其 MATLAB 求解 方法 补充 了 微 积分 学 的 计算 机 求解 方式 。 
而 第 7 章 中 将 全 面 介绍 的 微分 方程 求解 也 应 该 认为 是 微 积分 学 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 同 样 
可 以 用 MATLAB 语言 求解 。 这 部 分 内 容 大 部 分 均 应 该 是 解析 求解 和 解析 推导 ， 属 于 计算 
机 代数 研究 的 领域 ， 用 传统 的 数值 分 析 方法 是 不 能 求解 的 。 对 不 熟悉 计算 机 代数 系统 开 
发 的 读者 来 说 ， 用 C 这 样 的 底层 语言 开发 程序 进行 解析 解 推 导 有 很 大 难度 ， 而 必须 使 用 
计算 机 数学 语言 (如 MATLAB 语言 ) 完成 这 类 问题 的 分 析 与 求解 。 

在 实际 科学 与 工程 研究 中 ， 微 积分 问题 在 解析 求解 时 有 时 也 面临 困难 。 例 如 ， 若 函 
数 本 身 未 知 ， 只 通过 科学 实验 测 出 了 一 些 实验 数据 ， 则 无 法 用 推导 的 方式 通过 数据 对 其 
代表 的 函数 求 导 或 求 积 分 ， 而 需要 通过 数值 的 方式 进行 数值 微分 与 数值 积分 的 运算 等 。 
在 第 3.3 节 中 将 介绍 实用 的 中 心 差分 数值 微分 算法 及 其 MATLAB 语言 实现 ， 还 将 介绍 多 
变量 琐 数 的 偏 微分 求解 方法 与 实例 。 在 实际 应 用 中 还 有 很 多 函数 积分 的 解析 解 不 存在 ， 
所 以 需要 通过 数值 积分 的 算法 进行 近似 。 第 3.4 节 中 将 介绍 用 数值 算法 介绍 函数 积分 及 重 
积分 问题 求解 方法 。 若 给 出 的 数据 点 较 稀疏 ， 则 基于 数据 直接 求 取 数 值 微 积分 会 有 很 大 
的 误差 ， 但 可 以 结合 第 8 章 中 介绍 的 样 条 插值 方法 对 其 求解 。 具 体内 容 请 参见 第 8.2 节 。 


3.1 ” 微 积分 问题 的 解析 解 


应 用 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 ， 可 以 很 容易 求解 极限 问题 、 微 分 问题 、 积 分 
问题 等 微 积分 基本 问题 的 计算 机 辅助 求解 方法 及 应 用 。 利 用 本 节 介 绍 的 方法 ， 读 者 应 该 
能 立即 具备 依赖 MATLAB 语言 及 其 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 强大 函数 直接 求解 一 般 微 积 
分 运算 问题 的 能 力 。 

3.1.1 极限 问题 的 解析 解 
3.1.1.1 单 变量 函数 的 极限 
假设 已 知 函 数 F(z)， 则 极限 问题 的 一 般 描述 为 
工 = Jim, yc) (3-1-1) 
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其 中 ，zo 可 以 是 一 个 确定 的 值 ， 也 可 以 是 无 穷 大 ， 例 如 z 一 co。 对 某 些 函数 来 说 ， 还 可 
以 如 下 定义 单 边 极限 (或 称 左右 极限 ) 问题 。 


1 7 或 二 一 Jam 7 (3-1-2) 
前 者 表示 z 从 左 侧 趋 近 于 zo 点 ， 所 以 又 称 为 左 极限 ， 后 者 相应 地 称 为 右 极 限 。 极 限 问题 
在 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 可 以 使 用 limit() 函数 育 接 求 出 ， 这 本数 的 调用 格式 为 
Triimitttua zz E 
Drlinit(fum，z，zo， ,aett ,或 ,right)) 求 
在 求解 之 前 应 该 先 申 明 自 变量 =>， 再 定义 极限 表达 式 fua 车 为 由， 则 可 以 用 
inf 直接 表示 。 如 果 需 要 求解 左右 极限 问题 ， 还 需要 给 出 左右 选项 。 下 面 将 通过 例子 演示 
MATLAB 求解 极限 的 方法 。 
已 


【 例 3-1】 试 求解 权限 问题 Jim z (1 十 和) sinz。 
【求解 〗 利用 MATLAB 语言 ， 应 该 首先 申明 a, bj 和 了 为 符号 变量 ， 然 后 定义 极限 式 子 ， 最 后 调 
用 limit() 函数 求 出 给 定 函数 的 极限 。 
>> syms X a bi f=xy(1+a/X) xysin(b/x); L=limit(f,x,inf) 
L = 
exp(a)*b 











【 例 3-2 】 试 求解 单 边 极限 问题 lim 一 一 一 一 一 -一 。 
z0o+ 1 一 cosVZ 一 sinz 
【求解 〗 利用 MATLAB 语言 的 limit() 函数 ， 可 以 容易 地 求 取 单 边 极限 。 
>> syms xi limit((exp(x~3)-1)/(1-cos(sqrt(x-sin(x)))),x,0,right?) 
ans = 
12 
用 单 边 极限 的 方法 可 求 出 该 函数 的 极限 值 为 12。 用 下 面 的 语 自 还 可 以 绘制 出 (一 0.1;0,1) 区 间 
的 函数 曲线 ， 如 图 3-1 所 示 。 


12015 - 





1201 
12005 
12 


0 0 -0 -Oo -om 0 oo 00 00 008 01 


图 3-1 z=0 附 近 的 曲线 
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>> x=-0.1:0.001:0.1; y=(exp(x.~3)-1)./(1-cos(sqrt(x-sin(x)))); 
Plot(x,y，-…[0] ,[12] ,o7) 
可 见 ， 对 这 个 例子 来 说 ， 即 使 不 用 单 边 极限 也 能 求 出 函数 极限 值 是 12。 
>> syms x;i limit((exp(x~3)-1)/(1-cos(sqrt(x-sin(x)))),x,0) 
ans = 
12 
回顾 原始 问题 ， 其 中 采用 z 一 0+ 是 因为 它 可 以 保证 根 号 内 的 值 为 非 负数 。 事 实 上 ， 即 使 是 
负数 ，cos(ja) = (ec + ere)/2 也 是 有 定义 的 ， 故 对 这 个 问题 没有 影响 。 但 对 分 段 函 数 来 说 ， 单 边 
极限 是 有 意义 的 。 
3.1.1.2 多 变量 函数 的 极限 


多 元 函数 的 极限 也 可 以 同样 用 MATLAB 中 的 limit() 函数 直接 求解 。 假 设 有 二 元 函 
数 flz,g)， 若 想 求 出 二 元 函数 的 极限 


工 = lim fr,y) (3-1-3) 
kW 


则 可 以 棋 套 使 用 limit() 函数 。 例 如 ， 





5 
如 果 zo 或 yo 不 是 确定 的 值 ， 另 一 个 变量 的 函数 ， 例 如 r 一 g(y)， 则 上 述 的 极限 求 
取 烦 序 不 能 交换 。 


as)sin2z 下 St 
【 例 3-3】 试 求 出 二 元 函数 极限 值 lim ”eV + 一 5 (+ 六 ， 
z 一 1/V 妈 
2 一 oo 
【求解 〗 本 例 中 的 问题 可 以 用 下 面 的 语句 直接 解 出 。 
>> syms X 了 ai f=exp(-1/(y-2+x-2))*sin(x)~2/x~2+(1+1/7~2) (x+ta“2+y 2) 
L=limit(limit(f,x,1/sqrt(7)),y,inf) 
L = 
exp(a-2) 


3.1.2 ”函数 导数 的 解析 解 
3.1.2.1 ”函数 的 导数 和 高 阶 导 数 


如 果 函 数 和 自 变量 都 已 知 ， 目 均 为 符号 变量 ， 则 可 以 用 ditt() 函数 解 出 给 定 函数 的 
各 阶 导数 。dift() 函数 的 调用 格式 为 





其 中 ，fun 为 给 定 函数 ，z 为 自 变量 ， 这 两 个 变量 均 应 该 为 符号 型 的 ，m 为 导数 的 阶 次 ， 
若 省 略 则 将 自动 求 取 一 阶 导数 。 
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【 例 3-4】 给 定 函数 f(z) = sin z/(z2 + 4z 十 3)， 试 求 出 d4f(z)/dz4。 
【求解 】 这 是 本 书 开始 时 给 出 的 第 一 个 例子 。 函 教 的 导数 和 高 阶 导数 问题 可 以 很 容易 地 用 
MATLAB 符号 运算 工具 箱 语句 求解 。 可 以 首先 申明 工 为 符号 变量 ， 然 后 调用 diff() 函数 就 能 直 
接 得 出 函数 的 一 阶 导 数 。 
>> syms xi; f=sin(x)/(x~2+4*+x+3); fl=diff(f); pretty(f1) 
cos (x) sin(x) (2 x+ 4) 


xz +4X+3 (+4X+3) 
从 上 面 得 出 的 结果 可 以 看 出 ， 直 接 采 用 MATLAB 显示 形式 不 能 得 出 令 人 满意 的 效果 。 有 时 
需要 用 latex() 可 将 基 桂 鬼 忆 训 业 村 学 拉 作 语言 EX 的 对 象 ， 插 入 IYTEX 排版 语言 ， 得 出 更 
证 COSI SinZ(2<Z 
好 的 显示 效果 为 上 4 下 本 [到 十 全 二 9 
可 见 ， 采 用 IAIEX 排版 效果 后 得 出 的 结果 大 大 优 于 MATLAB 自身 的 显示 ， 其 可 读 性 亦 大 大 
提高 ， 故 以 后 的 内 容 中 将 尽量 采用 IYTEX 形式 显示 得 出 的 结果 。 
由 原 函 教 和 得 出 的 一 阶 导数 函数 可 以 对 给 定 自 变 重 向 重 求 出 各 点 处 的 函数 值 ， 并 由 下 面 的 
MATLAB 命令 绘制 出 来 ， 如 图 3-2 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 一 个 函数 和 其 一 阶 导数 之 间 的 关系 。 
>> xl=0:.01:5; y=subs(T,x,xl); yl=subs(f1,x,xl); 
plot (xl,y,xl,y1, :7) 信函 数 函 数 及 其 一 阶 导数 


0.4| T 一 一 r 





03 


0.2| 











0 0.5 1 1.5 全 55 3 55 4 45 5 
图 3-2 函数 及 其 一 阶 导数 图 示 
原 函 数 的 生 阶 导数 可 以 直接 由 下 面 的 语句 求 出 。 


>> f4=diff(f,x,4); latex(f4) 久 求 解 四 阶 导 数 
得 出 的 结果 比较 完 长 ， 所 以 改 用 IATEX 可 以 显示 出 更 好 的 效果 如 下 : 








sin z cosz(2z+d4) sinz(2z 十 和 7 sinz cosz (27 十 4 
22+47+3 (zz 十 47 十 3)” (z2 十 47 十 3)3 (z2 十 47 十 3)2 (2z2 十 4 十 3)4 
2 4 2 2 
448 cos (2 十 级 sinz (2z 十 4 sinz(2z+4)2 | 24 sinz 


王 十 位 十 93 ”( 环 十 条 二 385 (2 二 47 十 3)4 ( 瑟 二 47 十 3)3 


从 化 简 的 结果 看 ， 单 纯 采 用 simple() 函数 得 出 的 化 简 结果 不 一 定 是 令 人 满意 的 最 简 结 


50 第 3 章 微 积分 问题 的 计算 机 求解 





果 ， 而 需要 根据 具体 问题 选择 合适 的 化 简 方 法 。 仔 细 分 析 上 述 的 结果 ， 可 以 发 现 若 按照 sinz 或 
cosz 单独 进行 处 理 ， 则 可 能 得 出 最 简 的 结果 。 这 样 ， 分 别 运行 collect(simple(f4) ,cos(x)) 和 
collect(simple(f4) ,sin(x)) ， 则 可 以 得 出 下 面 给 出 的 更 简洁 的 结果 。 


df(z) 5 4 2 cos 工 
5 放 8 ++10zt+26m 一 4 一 99r 一 102)T5 直 和 人 9 
(zs + 16z7 + 72z6 - 32z5 - 1094z4 - 3120z3 - 3120z2 + 192z 十 1581) 一 SnZ 
(z2 十 47 十 3)5 


MATLAB 现成 的 diff() 函数 还 适合 于 求解 给 定 函数 更 高 阶 的 导数 。 例 如 ， 下 面 给 出 的 命令 
可 以 在 5 秒 内 获得 函数 的 100 阶 导 函 教 。 
>> tic，diff(f,x,100); toc 
Elapsed time is 4.416000 seconds . 


3.1.2.2 ”多 元 函数 的 偏 导 数 


MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 提供 求 取 偏 导数 的 专门 函数 ， 这 些 偏 导数 仍然 可 
以 通过 diff() 函数 直接 实现 。 假 设 已 知 二 元 函数 f(z, 妇 ， 若 想 求 9"+"f/(azm8ym)， 则 
可 以 用 下 面 的 函数 求 出 。 
jf=diff(diff(f,z,m),yn0)， 或 
jediff(diff( yn) TD) 


【 例 3-5】 试 求 出 二 元 函数 z = jz,y) = (z2 一 2z)e- 王 -六 -z9 的 偏 导数 ， 并 用 图 形 表 示 。 
【求解 〗 用 下 面 的 语 白 可 直接 求 出 9z/8z 与 8z/8y。 
>> syms x 了 
Z= (x~2-2*X)*exp(-X~2-7 “2-xX*y) 3 
zx=simple(diff(z,x)) 
ZX = 
-exp(-x~2-y "2-x*+y)*(-2+x+2+24X~3+X~2+ 了 -4*4X~2-2+Xsy) 
>> zy=diff(z,y) 
Zy = 
-xx (x-2)*(2+y+X)*exp(-x~2-y~2-xsy) 
其 数学 形式 分 别 为 


2 二 -erm-P-a( 一 2z 十 2 十 228 填 z 二 472 二 2z 细 


2 切 = -ztz 一 2)(2g 十 zhe- 吕 
(4 


在 ze(-3,3),yE (一 2,2) 区 域内 生成 网 格 ， 则 可 以 分 别 得 出 原 函 数 及 其 偏 导 数 的 数值 解 。 这 
样 ， 可 以 直接 用 下 面 的 语句 绘 制 出 原 函 数 的 三 维 曲 面 ， 如 图 3-3 (a] 所 示 5 
>> [x,7]=meshgrid(-3:.2:3,-2:.2:2); 
z=(x,~2-2+x) .+exp(-x. 2-7. "2-x.+y); 
surf (x,y,z) ，axis([-3 3 -2 2 -027 半 .5]) % 直接 绘制 三 维 曲 面 
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肥 然 计算 出 了 对 两 个 自 变量 的 一 阶 偏 导数 ， 则 可 以 调用 quiver() 函数 绘制 出 引力 线 ， 该 引 
力 线 可 以 重印 在 以 contour() 函数 绘制 出 的 等 值 线 上 ， 如 图 3-3 (b) 所 示 。 其 中 ， 引 力 线 绘制 函数 
的 详细 信息 可 以 由 helP quiver 命令 进一步 列 出 - 
>> contour(x,y,Z,30) ，hold on ”绘制 等 值 线 
ZX=-expP(-X. 2- 了 .2-x.+ 了 ) .#(-2yx+2+2+Xx. “3+X. 2.+y-44X.~2-24X.+y) 3 
ZJ=-x.*#(x-2) .*(2+y+x) .exp(-x.~2-y.~2-x.#*y); 。 义 偏 导 的 数值 解 
quiver(x,y,zx,zy) 绘制 引力 线 





-15 











-2 
3 -2 四] 0 1 2 3 


(a) 原 函数 的 三 维 图 形 (b) 偏 导数 的 等 值 线 
图 3-3 二 元 函数 及 其 偏 导数 的 图 形 表 示 


【 例 3.6】 已 知 三 元 函数 jz,y,z) = sin(z2y)je-z?y-=， 试 求 出 偏 导数 94J(z,y,z)/(ar28yBz). 
【求解 】 由 下 面 的 语句 申明 自 变 量 及 函 教 ， 则 可 以 用 MATLAB 语句 立即 得 出 所 需 的 偏 导 函 数 . 
>> syms x 了 Zi f=sin(x~2+y)*exp(-X~2*y-Z~2); 
df=diff(diff(diff(f,x,2),7) ,z); df=simple(df); latex(df); 
得 出 的 结果 很 长 ， 这 里 不 直接 列 出 ， 但 给 出 用 IATEX 语言 的 表示 效果 为 





一 4zerzy- 呈 [ce (z2y) - 10cos (z2y) yz2 十 4z4sin (z2g) y2 十 4cos (z2g) z4y2 一 sin (5] 
3.1.2.3 多 元 函数 的 Jacobi 矩阵 
假设 有 个 自 变 量 的 m 个 函数 定义 为 


防 = 广 (zz22n) 
也 = 户 (zbz2 Zn) 


(3-14) 
如 三 押 (zlzo Zn) 
则 相应 的 入 对 zi 求 偏 导 ， 则 得 出 矩阵 
Ba/arl Bu/arz … Bo/arn 
人 电 


Don/8zi -88 By 
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该 矩阵 又 称 为 Jacobi 矩阵 ， 它 在 图 像 处 理 、 机 器 人 等 诸多 领域 中 均 是 很 有 用 的 概 
念 。Jacobi 矩阵 可 以 由 MATLAEB 的 符号 运算 工具 箱 中 的 jacobian() 函数 直接 求 得 。 该 
函数 的 调用 格式 为 

J=jacobian(y，z) 
其 中 ，z 是 自 变量 构成 的 向 量 ，# 是 由 各 个 函数 构成 的 向 量 。 
【 例 3-7】 假 设 有 直角 坐标 和 极 坐 标 变换 公式 为 工 = Tsingcos 由 ,3 一 rsingsing z= 一 rcos0， 试 
推导 其 Jacobi 天 阵 。 
【求解 〗 可 以 先 申明 3 个 符号 变量 并 描述 3 个 函数 ， 这 样 可 以 用 下 面 的 语句 容易 地 求解 出 其 
Jacobi 答 阵 。 

>> syms r theta phi; x=r*ysin(theta)*Ccos(Phi); 
y=r*sin(theta)* "(Phi); z=r*cos(theta); 
J=jacobian([x 本 ,[r theta phi]) 


本 = 
[ sin(theta)*#cos(Phi) ， r*cos(theta)*cos(phi) ， =-r+sin(theta)*sin(Phi)] 
[ sin(theta)*sin(pPhi) ， r*cos(theta)*#sin(phi) ， r*sin(theta)*cos(Phi)] 
[ cos (theta) ， -IT#ysin(theta) ， 0] 
翻译 成 数学 形式 ， 就 可 以 得 出 
singcos 由 rcosbgcos 风 一 rsinbgsin 办 


J= |singsind rcosbgsin 由 rsingcos 几 
cosb 一 rsing 0 


3.1.2.4 ” 隐 函 数 的 偏 导数 


已 知 隐 范 数 的 数学 表达 式 为 flzl zz,…… ,zn) = 0， 则 可 以 通过 隐 范 数 对 它们 的 偏 导 
数 求 出 自 变量 之 间 的 偏 导数 。 具 体 可 以 用 下 面 的 公式 求 出 9zi/azie 
e 
fczbz2 yznm) 
2 (3-1-6) 
王 febza ,Zn) 


由 于 了 对 ri, zj 的 偏 导 数 可 以 分 别 由 diff() 函数 求 出 ， 故 整个 偏 导数 可 以 由 它们 的 
除法 获得 ， 所 以 这 样 的 问题 可 以 用 MATLAB 语句 容易 地 得 出 = 
Fe=-diff( 太 zj)/aiff(Fzi) 
【 例 3.8】 考 虑 例 3.5 中 给 出 的 二 元 函数 = = f(z,g) = (z2 一 2z)ers -人 -到 ， 试 求 By/8r。 
【求解 】 根据 式 (3-1-6) 可 以 立即 得 出 所 需 偏 导数 By/Bz 为 
>> syms x 了 ; f=(x~“2-2+x)*exp(-x~2- 了 ”2-Xx+yy); 
pretty(-simple(diff(f,x)/diff(f,7))) 


用 IATEX 表示 结果 为 
一 2z 十 2 十 2z3 十 z2y 一 4z2 一 2zy 
zC 二 2)(Cy+ 可 
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3.1.2.5 ”参数 方程 的 导数 


若 已 知 参数 方程 y = jb,z = g(b， 则 3 并 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 直接 求 出 。 
difE (入世 大 )Xdiff(g it 大 ) 
sint cost dy 


【 例 3-9】 已 知 参数 方程 4 一 EUa'z=EHis， 
【求解 】〗 由 前 面 给 出 的 函数 调用 格式 ， 可 以 立即 得 出 所 需 的 高 阶 导数 。 
>> syms ti; y=sin(t)/(t+1)-3; x=cos(t)/(t+1) 3; 
latex(diff(y,t,4)V/diff(x,t,4)) 
由 JIATEX 排版 格式 可 以 自动 得 出 如 下 的 结果 。 











sint cost sint cost sint 
十 12 一 72 一 240 十 360 
dty (人 t+1)3 (人 t 十 1 仁 十 ]5 人 十 1)6 人 二 JJ)7 
dz4 ”cost sint Cos 二 Sin 志 Cos 上 
CHII2ETIE 一 72 +240CTIE+ 0 从 十 17 


3.1.3 ”积分 问题 的 解析 解 
3.1.3.1 ”不定 积分 的 推导 


MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 提供 了 一 个 int() 函数 ,, 可 以 直接 用 来 求 取 符 号 函数 的 
不 定 积分 。 该 函数 的 调用 格式 为 
Fr=int(fun,z) 
如 果 被 积 函 数 fun 中 只 有 一 个 变量 ， 则 调用 语句 中 的 z 可 以 省 略 。 另 外 ， 该 函数 得 出 的 
结果 F(z) 是 积分 原 函 数 ， 实 际 的 不 定 积分 应 该 是 玉 (z) + C 构成 的 函数 族 。 其 中 ，C 是 
任意 常数 。 
对 于 可 积 的 函数 ，MATLAB 符号 运算 工具 箱 提供 的 int() 函数 可 以 用 计算 机 代替 繁 
重 的 手工 推导 ， 立 即 得 出 原始 问题 的 解 。 而 对 于 不 可 积 的 函数 来 说 ， 当 然 MATLAB 也 是 
无 能 为 力 的 。 下 面 将 通过 例子 介绍 该 函数 使 用 方法 及 应 用 。 
【 例 3-10】 考 虑 例 3-4 中 给 出 的 问题 ， 用 diff() 函数 可 以 直接 求 了 (z) 函数 的 一 阶 导 数 。 现 在 对 
得 出 的 导数 再 进行 积分 ， 试 检验 是 否 可 以 得 出 一 致 的 结果 。 
【求解 】 先 定义 原 函 数 并 对 其 求 导 ， 然 后 再 对 导数 进行 积分 ， 则 
>> syms xi y=sin(x)/(x~2+4+x+3); yl=diff(y); “名 对 函 教 求 时 
yO-int(y1); latex(y0) 。 多 对 导数 积分 应 该 得 出 原 函 数 


得 出 的 IATEX 表示 为 
1/2sm 人 ) _ 1/2 2sin(z) 
Z 十 1 了 十 3 中 
现在 对 原 函 数 求生 阶 导数 ， 再 对 结果 进行 4 次 积分 ， 风机 避 丙 让 过 各 和 二 直 博 人 f 
>> y4=diff(y,4); yO=int(int(int(int(74))))3 
latex(simple(y0)) 
仍 用 ITEX 表示 为 
sin (z) 
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【 例 3-11 】 试 证 明 


到 [aa 3 az 3 
Jeanaz= 王 + 全 和 癌 )mmeon+ 外 - 二)csoa+c 





【求解 】 用 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 直接 得 出 下 面 的 化 简 结果 。 
>> syms a Xi f=simple(int(x“3*+cos(a#x)~2,X)) 
了 = 
1/16* (4*a~3+Xx~3*+Sin(2+a#X)+2*a~4+X~4+6*+a~29+X~2*+CoS(2+a*#X) 一 
6*a*yX*ySin(2+ayXx)-3+CoS(2+a+Xx)-3)/a~4 
然而 ， 从 得 出 的 丫 果 很 难看 出 它 是 否 和 等 式 右 侧 完全 一 致 ， 这 样 需要 将 等 式 右 侧 的 表达 式 也 
输入 到 MATLAB 工作 空间 ， 将 二 者 相 减 并 进行 化 简 ， 从 而 得 出 如 下 结果 。 
>> fl=x“4/8+(x “3/(4+a)-3+x/ (8+a-3))*sin(2+a+x)+... 
(3*x“2/(8*a“2)-3/(16*a ~“4))*cos(2*ayx) 1 
simple(f-fl) 久 求 两 个 结果 的 差 
ans = 
-3/16/a"4 
可 见 ， 二 者 并 非 完 全 相等 ， 幸 好 得 出 的 差 为 一 个 常数 项 ， 即 使 两 种 方法 得 出 的 积分 原 函 数 有 
差距 ， 但 因为 形成 积分 函数 谈 时 需要 加 一 个 任意 常数 C， 故 可 以 认为 题 中 的 等 式 得 证 。 
【 例 3-12】 考 虑 两 个 不 可 积 问题 f(z) = er 与 g(z) 一 zsin(az4)er /2 的 积分 问题 求解 
【求解 】 首先 考虑 flz) = ez” 的 不 定 积分 求解 。 用 MATLAB 语言 可 以 给 出 下 面 的 语句。 
>> syms xi int(exp(-x~2/2)) 
ang = 
1/2*pi"(1/2)*2”(1/2)*erf(1/2*2”(1/2)#x) 四 
该 积分 员 然 不 可 积 ， 但 可 以 用 才学 方法 定义 一 个 特 呈 erf(z) 一 -大 [sat， 这样 似 竹 可 以 写 出 
积分 的 解析 表达 式 。 
再 考虑 一 个 纯粹 不 可 积 的 函数 g(z) = zsin(az4)jer"/2， 用 MATLAB 语句 可 以 咪 试 对 其 直接 
求 积 分 ， 得 出 如 下 不 可 积 的 信息 。 
>> syms a Xi int(xysin(ayx~4)*exp(x~2/2)) 
Warning: Explicit integral could not be found. 
> In sym.int at 58 
ang = 
int (xySsin(ayXx~4)*exp(1/2#Xx“2) ,x) 
3.1.3.2 ” 定 积分 与 无 穷 积 分 计算 
有 些 函 数 不 定 积分 可 能 不 存在 ， 但 在 实际 应 用 中 需要 求 取 它 的 具体 定 积分 值 或 无 
穷 积 分 的 值 。 例 如 ， 前 面 定义 的 erf(z) 函数 虽然 不 定 积分 不 可 直接 求解 ， 但 需要 得 出 
erf(1.5) 的 值 ， 则 需要 进行 定 积分 运算 。 在 MATLAB 语言 中 仍然 可 以 使 用 int() 函数 来 
求解 定 积分 或 无 穷 积分 问题 ， 该 函数 的 具体 的 调用 格式 为 


I=int(f io 轨 
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其 中 ，z 为 自 变量 ，(a, 中 为 定 积分 的 积分 区 间 ， 求解 无 穷 积 分 时 ， 人 允许 将 ,bp 设置 成 
-Inf 或 Inf ， 如 果 得 出 的 结果 不 是 确切 的 数值 ， 还 可 以 用 vpa() 函数 得 出 定 积分 的 解 。 
【 例 3-13】 仍 考虑 例 3-12 中 的 积分 式 子 ， 试 求 出 当 @ = 0，0 = 1.5 或 co 时 的 定 积分 值 。 
【求解 】 若 有 要 求解 该 问题 ， 需 要 给 出 如 下 的 MATLAB 语句 。 
>> syms Xx; Il=int(exp(-x~2/2) ,x,0,1.5) 
I1 = 
1/2*erf(3/4+2~(1/2))*2~(1/2)*pi~(1/2) 
>> vpa(I1,70) 
ang = 
1.085853317666016569702419076542265042534236293532156326729917229308528 
>> I2=int(exp(-x~2/2) ,x,0,inf) 
ans = 
1/2*2~(1/2)*pi“(1/2) 
【 例 3.14】 试 求解 函数 边界 的 定 积分 问题 Tb) -人 0 直 二 0 
co (2z2 -37+1) 
【求解 】 MATLAB 提供 的 int() 函数 还 可 以 求解 函数 积分 区 域 的 定 积分 问题 ， 题 中 的 定 积分 可 以 
由 下 面 的 MATLAB 语句 直接 求解 。 
>> syms x ti f=(-2*x"2+1)/(2*x~2-3+Xx+1) 23 
I=simple(int(f,x,cos(t),exp(-2*t)))，latex(I) 
由 于 直接 显 式 的 结果 很 长 ， 所 以 用 自动 转换 出 的 LATEX 表示 为 
(2e-2tcost -- 1)(e-2 一 cost) 
(e- 环 二 1)(2e- 站 一 1)(cost 一 1)(2cost 一 1) 


3.1.3.3 多重 积 分 问题 的 MATLAB 求解 
多 重 积分 问题 也 可 以 在 MATLAB 语言 环境 中 直接 求解 ， 但 需要 根据 实际 情况 先 选择 
积分 顺序 ， 可 积 的 部 分 作为 内 积分 ， 然 后 再 处 理 外 积分 。 每 步 积分 均 采 用 int() 函数 处 


理 ， 如 果 交 换 积分 顺序 后 仍然 不 能 积 出 解析 解 ， 则 说 明 原 积分 问题 没有 解析 解 ， 而 需要 
采用 数值 方法 求解 原始 的 积分 问题 。 多 重 积分 的 数值 解法 将 在 第 3.4.3 节 中 介绍 。 


【 例 3-15】 考 虑 下 面 的 三 元 函数 下 (zz) 


TD) =- 





一 4zere[eos 2) - 10cos(z?)ym2 + 4ztsin (2 相 妇 十 4cos (zz 一 曙 人] 


试 求 出 J1/ F(z,hz)dz2dydz。 
【求解 】 事实 上 ， 此 函数 是 例 3-6 中 给 出 f(z,y，z) 经 偏 导 运 算得 出 ， 故 需要 对 求 导 过 程 进行 北向 
运算 ， 还 原 回 原 函 数 的 结果 。 
对 该 函数 进行 积分 。 先 对 z 积分 一 次 ， 对 3 积分 一 次 ， 再 连续 对 了 并 积分 两 次 ， 经 过 化 简 ， 则 
得 出 如 下 结果 。 
>> syms X 了 Zi 下 0=-4*Z+exp(-X~2*y-Z~2)*#(cos(x~2*+y)-10*Cos(x~24y)#y#X -2+，. 
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4*#Sin(x~2+y)#X~4*y~2+4+COS (X-~2+y)+X~4*y~2-Sin(X~29*y)) 
fl=int(f0,z); fl=int(fl1,y); fl=int(flt,x); fl=simple(int(f1,x)) 
了 1 = 
sin(x~2*+y)*exp(-x~2+y-Z “2) 
可 见 ， 经 化 简 按照 上 述 给 出 的 积分 顺序 可 以 得 出 原 函 教 ， 和 例 3-6 中 给 出 的 原 函 数 完全 一 
致 。 现 在 考虑 改变 积分 求解 顺序 ， 变 成 z 一 工 一 工 一 g， 则 可 以 得 出 如 下 结果 。 
>> f2=int(f0,z); f2=int(f2,x); f2=int(f2,x); f2=simple(int(f2,7)) 
12 = 
2*exp(-x-~2*y-Z~2)*tan(1/2#+x“2*y)/(1+tan(1/2*x“2*y) “2) 
可 见 ， 得 出 的 化 简 结果 显然 不 同 于 原 函 数 。 将 其 和 原 函 数理 论 值 相 减 ， 则 可 以 得 出 误差 为 
0， 表 明 二 者 实际 上 是 完全 一 致 的 ， 但 由 于 积分 顺序 选择 不 同 ， 得 不 出 实际 的 最 简 形式 。 
>> simple(fl-f2) 
ans = 


0 
1 1K /和 


【 例 3-16】 斌 求解 三 重 定 积分 问题 人 4zze-z ys dzdydz。 
【求解 】 用 如 下 的 定 积分 来 解 语 自 可 以 宇 即 得 出 三 重 积分 的 结果 为 
>> syms x 了 Z 
int (int (int(4#x*#z#exp(-x~2+y-Z~2) ,x,0,2),y,0,Pi),z,0,Pi) 
ang = 
pi*Ei(1,4*+pi)*(1/pi-1/piyexp(-pi“2))+piylog(Pi)*(1/Pi-1/PisexP(-Pi “2))+ 
pi*eulergammay (1/pi-1/piyexp(-pi`2))+2+pi*1og(2)*#(1/pi-1/pi*exP(-Pi 2)) 
其 中 ，eulergamma 为 Euler 常数 了 ，Ei(nz) 为 指数 积分 ， 即 Ei(n z) = 几 " estt "dt。 该 函数 虽 
然 解析 不 可 积 ， 但 可 以 求 出 其 数值 解 。 这 样 ， 原 始 问题 的 精确 数值 解 可 以 如 下 得 出 。 
>> vPpa(ans,60) 
ang 一 
3.10807940208541272283461464767138521019142306317021863483586 


3.2 ”函数 的 级 数 展开 与 级 数 求 和 问题 求解 


本 节 将 介绍 给 定 的 单 变量 函数 与 多 变量 函数 的 Taylor 寡 级 数 展 开 、 各 种 函数 的 
Fourier 级 数 展开 、 有 穷 级 数 与 无 穷 级 数 求 和 等 问题 的 计算 机 求解 方法 。 


3.2.1 Taylor 守 级 数 展开 
3.2.1.1 单 变量 函数 的 Taylor 雪 级 数 展开 
如 果 在 z = 0 点 附近 进行 Taylor 寡 级 数 展 开 ， 则 得 出 


flz)=al+aaz 二 asz2 十 … 十 akzk-1 十 ofze) (3-2-1) 
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其 中 ， 系 数 ai 可 以 由 下 面 的 公式 求 出 。 


一 可 Fi7(z)， 一 12.3i…. (3-2-2) 
该 寡 级 数 展开 又 称 为 Maclaurin 展开 ， 若 关于 z = a 点 进行 展开 ， 则 可 以 得 出 
jf(z) = 证 +b(z 一 oa) 十 妈 (z 一 ao)j2 十 … 十 区 (z 一 ak*-1 十 ol(z 一 ajj (3-2-3) 
其 中 ， 各 个 系数 访 可 以 如 下 求 出 。 
IT 惠 沁 
= 总 I7()， 1 一 23 (3-2-4) 


Taylor 寡 级 数 展开 可 以 用 符号 运算 工具 箱 的 taylor() 函数 直接 导出 。 该 函数 的 调用 
格式 为 





其 中 ，/ 为 函数 的 符号 表达 式 ，z 为 自 变 量 ， 若 函数 只 有 一 个 自 变量 ， 则 = 可 以 省 略 。 人 
为 需要 展开 的 项 数 ， 默 认 值 为 6 项 。 还 可 以 给 出 参数， 表明 需要 获得 关于 z = a 的 寡 级 
数 展 开 。 下 面 将 通过 例子 演示 Taylor 朝 级 数 展开 的 方法 。 
【 例 3-17】 仍 考虑 例 3-4 中 给 出 的 函数 f(z) = sinz/(z2? + 47 十 3)， 试 求 出 该 函数 的 Taylor 条 级 
数 展 开 的 前 9 项 ， 并 关于 工 =2 和 z=Q 分 别 进行 原 函 数 的 Taylor 因 级 数 展 开 。 
【求解 】 先 用 下 面 的 语 自 输入 已 知 的 函数 ， 这 样 就 可 以 调用 taylor() 函数 导出 其 Taylor 稚 级 数 
展开 的 前 9 项 。 
>> syms xj; f=sin(x)/(x~2+4*x+3) 1 
yl=taylor(f,x,9); latex(y1) 
这 样 ， 用 IAITEX 可 以 显示 如 下 结果 。 
现在 计算 关于 并 一 2 的 过 ER MATLAB 导出 ， 可 以 使 用 如 
下 语句 。 
>> taylor(y,x,9,2) 久 结果 完 长 ， 不 列 出 
用 IATEX 可 以 列 出 其 中 的 前 4 项 为 
i cos2 8sin2 127sin2 | 8cos2 cos2 628sin2 
萤 人 1 二 )' 局 人 6750 “225 )c 2 +( 3 + 50655 )] e- 
若 想 导出 关于 某 一 点 一 @ 的 Taylor 杖 级 数 展 开 ， 则 可 以 给 出 如 下 语句 。 
>> syms ai taylor(y,x,5,a) 人 结果 较 完 长 ， 显 示 从 略 
考虑 到 篇 幅 ， 这 里 只 显示 展开 表达 式 的 前 3 项 为 








8 十 














sina 和 eosa (4+2ajsina e=-o+[- sina 总 sina 
政 二 3 十 旺 二 | 丈 二 3 二 本 (oz 十 34 三 (到 十 3 二 4o7 362 十 3 十 40) 
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_ (azcosa+3cosa+4acosa 一 4sina 一 2asina) (4 二 20) 了 
(az 十 3 十 40) 9 
【 例 3-18】 试 对 正弦 函 数 = sinz 进行 Taylor 轩 级 数 展开 ， 观 察 不 同 阶 次 下 的 近似 效果 。 
【求解 〗 根据 和 要求， 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 语 提 ， 则 可 以 用 循环 的 形式 得 出 各 次 Taylor 鹤 级 
数 展 开 ， 得 出 如 图 3-4 所 示 的 拟 合 曲线 。 若 拟 合 的 阶 次 较 低 ， 则 拟 合 效果 较 好 的 区 间 较 小 。 增 大 
拟 合 阶 次 ， 则 拟 合 较 好 的 区 域 将 明显 增 大 。 对 本 例 来 说 ， 若 选择 |= 16， 则 在 (一 2r,2r) 区 间 内 的 
拟 合 效果 将 很 理想 。 

















6 4 -2 0 2 4 6 


图 3-4 正弦 函数 的 Taylor 寡 级 数 近似 比较 


>> x0=-2*pi:0.01:2*pPi; yO=sin(x0); syms xi; y=sin(x); 
plot (x0,y0) ，axis([-2*pi,2*pi,-1.5,1.5]); hold on 
for n=[8:2:16] 
Pp=taylor(y,x,n) ，yl=subs(P,x,x0); line(x0,71) 

end 

用 latex(p) 则 将 得 出 16 阶 Taylor 办 级 数 展开 式 为 
1 1 

加 + 高 - 志 62+ 5 166005 + 6270308007 一 19076715650007 
3.2.1.2 ”多 变量 函数 的 Taylor 四 级 数 展开 


多 变量 函数 flzi, zz,…… ,zn) 的 Taylor 震级 数 展开 可 以 写成 


jz Zn) = (al ,an) 十 





|@- 四 总 + 可 | foo+ 
2 3-2-5 
丰 [@ -加 辣 ++eo-o 交 ] feat | 
大 
直 [e -加 辣 + 下] ja an) 十 … 


其 中 ，al,…… ,an 为 Taylor 守 级 数 展开 的 中 心 点 。 为 避免 歧 意 ， 这 里 的 式 子 应 该 理解 为 先 
对 上 函数 求 导 ， 再 取 aa,az,.… ,an 点 的 导 函 数值 。MATLAEB 的 符号 运算 工具 箱 并 未 提供 
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计算 多 变量 函数 Taylor 震级 数 展开 的 直接 函数 ， 但 可 以 用 MATLAB 基本 的 语句 计算 该 
展开 。 另 外 ， 可 以 调用 Maple 语言 中 的 mtaylor() 函数 来 直接 求 取 多 变量 函数 的 Taylor 
寡 级 数 展开 。 该 函数 的 调用 格式 为 


Faaple(imtaylor ,六 [zl :Zn]” 1) 根据 原点 展开 
FrmapleC'ntaylor' 1， [mon mn=on] 间 根据 (ak … ,an) 点 展开 
其 中 , 大 一 1 为 展开 的 最 高 阶 次 ， 了 为 原 多 变量 函数 。 注 意 ， 该 函数 调用 时 自 变 量 的 引号 

不 能 省 略 ， 该 调用 格式 将 原封 不 动 地 将 这 些 信息 传递 给 Maple 语言 。 
【 例 3-19】 试 求 例 3-5 中 给 出 函数 z = f(z,g) = (z2 一 2z)e- 王 -如 -z 的 各 种 Taylor 紧 级 数 展开 。 
【求解 】 使 用 给 出 的 函数 就 可 以 立即 得 出 关于 原点 的 Taylor 时 级 数 展开 。 
>> 8yms X yi; f=(x~2-2*Xx)*exp(-x~“2-y~2-x#yy) 1; 
F=maple(;mtaylor:,f,:[x,7]:,8) 
latex(collect(F,x)) 久 求 出 关于 z 的 多 项 式 


其 数学 表示 形式 如 下 : 
过 3 
yeg= 本 + (+ 习 = 十 (282 二 1 一 1)z5 +( 革 -+ 车) 
6 
(2 妈 十 2 一 儿 一 3 十 妇 ) z + (2 -YY ?+ 十 呈 二 革 ] 二 (2 于 + 人 = 
现在 求 取 关于 工 一 1 = @ 的 守 级 数 展开 ， 则 需要 给 出 语句 
>> syms ai F=maple(mtaylor',f,，[x=1,y=a] ,3)5 
便 可 以 得 出 如 下 的 蹇 级 数 展开 式 。 
Je 人 = -ee 2 一 ee (20-1) 包 一 9 二 
[eras 光 reree]le-m- 
ee (5ao+1+2a3)G 一 (一 一 ee (- +2a+200) 他 一 oj 二 


其 实 ，Maple 的 mtaylor() 函数 也 可 以 求 出 单 变量 工 或 y 的 Taylor 肾 级 数 展开 。 该 函数 调用 起 来 
一 样 容易 。 
>> F=maple(mtaylor',,，[x=a] ,3); 
得 出 的 结果 用 JAYTEX 表示 为 
jc) = (az - 2a)ero -woy + [(a2 一 2a)(-2a 一 切 十 (2 一 2 区 ax 人 (32 一 a 十 到 
[(ez - 2a)(-1+2az+2ay 二 P/2)+1+(2a 一 3)( 一 24 一 妇 ] ez 一 0 十 
其 实 ， 从 上 面 两 个 结果 看 ， 展 开 式 的 系数 应 该 还 能 进一步 化 简 。 


3.2.2 Fourier 级 数 展开 


给 定 周期 性 数学 函数 flz)， 其 中 ，z e [- 五 如， 且 周 期 为 了 = 2， 可 以 人 为 地 对 该 
函数 在 其 他 区 间 上 进行 周期 延 拓 ， 使 得 f(zj= FE 十 z); 因为 任意 整数 ,这 样 可 以 根据 
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需要 将 其 写成 下 面 的 级 数 形式 。 


Je)= 各 +》 (oncos 天 =+ 吕 sn 开 z) (3-2-6) 


n= 
其 中 ， 
1 
wm 人/ jz)cos dr， 寻 一 0,1,2,…. 
了 工 /- 了 
1 7 TiTT 人 
=- 主 太 yomm 罕 dr 姥 王 1,2,3,…. 


该 级 数 称 为 Fourier 级 数 ， 而 an,bn 又 称 为 Fourier 系数 。 若 ze (a, 刀 ， 则 可 以 计算 出 
= 心 -a)/2， 引 入 新 变量 去 ， 使 得 z = 痉 十 荆 十 a， 则 可 以 将 了 (2) 映射 成 (一己 , 工 ) 区 间 
上 的 函数 ， 可 以 对 之 进行 Fourier 级 数 展开 ， 再 将 全 = z 一 工 一 转换 成 > 的 函数 即 可 。 
MATLAB 和 Maple 语言 均 未 直接 提供 求解 Fourier 系数 与 级 数 的 现成 函数 。 其 实 由 
上 述 公 式 不 难 编写 出 解析 或 数值 的 Fourier 级 数 求解 函数 。 其 中 解析 函数 如 下 : 
function [A,B,F]=fseries(f,x,n,avb) 
if nargin==3，a=-pPii b=pi; end 
L=(b-a)/2; if afb，f=subs(f,x,x+L+a); end 
A=int(f,x,-L,L)VML; B=[] ; F=A/2; 
for i=1:n 
an=int(f*cos(i*ypi*yx/L) ,Xx,-L,L)VL; 
bn=int(f*sin(i*ypiyx/L) ,x,-L,L)/L; A=[A，an]; B=[B,bn]; 
F=F+an*#cos(i*ypi*Xx/L)+bnysin(iypisyx/L) 
end 
if arb，F=subs(F,x,x-L-a); end 
该 函数 的 调用 格式 为 
[4, 忆 ,本 -faeries( 万 AD 
其 中 ，/ 为 给 定 函数 ，z 为 自 变量 ，m 为 展开 项 数 ，o,b 为 > 的 区 间 ， 可 以 省 略 取 其 默认 
值 -zxj， 得 出 的 4, 妃 为 Fourier 系数 ， 正 为 展开 式 。 仿 照 解析 解 fseries() 函数 其 实 
不 难 写 出 其 数值 版 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 试 一 试 。 
【 例 3-20】 试 求 给 定 函 数 y = z(z 一 zj(z -2r),ze (0,2r) 的 Fourier 级 数 展开 。 
【求解 】 上 述 给 定 函 数 的 Fourier 级 数 展 开 可 以 很 自然 地 用 下 面 的 语句 得 出 。 
>> syms X; f=Xx*y(X-pi)*#(Xx-2+pi); 
[A,B,F]=fseries(f,x,12,0,2wpi); latex(F) 
这 样 ， 可 以 得 出 前 12 项 的 Fourier 级 教 展开 为 





3 4 3 12 汪 Ce 
jz) = 12sinz 二 本 sin2z 十 8sm3z 十 RS 本 2 ER 
3 3 
高 ssz+ 放 ssz+ 2 珊 听 区 壕 血 lz+ 二 各 1 
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其 实 ， 访 展开 的 解析 表达 式 为 ftz) = > 蕊 snnz。 
【 例 3-21】 考 虑 (一 r,) 区 间 的 方 波 信号 ， 假 设 了 > 0 时 一 1， 和 否则 2 = 一 1， 试 对 该 方 波 信号 进 
行 Fourier 级 数 拟 合 ， 并 观察 用 多 少 项 能 有 较 好 的 拟 合 效果 。 
【求解 】 给 定 的 函 教 可 以 由 f(z) = |z|l/z 表示 ， 故 由 下 面 语句 可 以 容易 地 生成 筷 轴 数据 点 ， 求 出 
理论 的 方 波 数 值 ， 并 通过 不 同 阶 次 的 Fourier 级 数 展 开 去 拟 合 原来 的 方 波 函 数 。 得 出 的 曲线 如 图 
3-5 所 示 。 
>> syms xi f=abs(x)/xi 多 定义 方 波 信号 

xx=[-pi:pi/200:pi] ; xx=xx(xx~=0); xx=sort([xx,-eps,eps]); % 噜 除 零点 

yy=subs(f,x,xx); plot(xx,yy)，hold on % 绘制 出 理论 值 并 保持 坐标 系 

for n=1:20 

[a,b,fl]=fseries(f,x,n); yl=subs(f1,x,xx); Plot(xx,y1) 


end 














-3 -2 -1 0 2 3 


图 3-5 方 波 信号 的 Fourier 级 数 逼 近 


从 得 出 的 结果 看 ， 当 阶 次 等 于 10 左右 就 能 得 出 较 好 的 拟 合 ， 再 增加 阶 次 也 不 会 有 显著 的 改善 
效果 。 取 站 = 14， 则 Taylor 级 数 展 开 可 以 由 下 面 的 语句 具体 得 出 。 
>> [a,b,fl]=fseries(f,x,14); latex(fl) 
用 ISTEX 排版 语言 可 以 具体 表示 成 
z | 4sin3z | 4sin5z | 4sinTz | 4singz + 4sinllz 二 4sinl3z 
3x 5 和 [3 lir 13r 


4 关 sin(2k 一 1 
从 该 结果 可 以 总 结 出 一 般 的 展开 公式 为 fLz) 和、 SmCk 一 JE。 
大 =1 





jz) = 他 


3.2.3 级 数 求 和 的 计算 
符号 运算 工具 箱 中 提供 的 symsum() 可 以 用 于 已 知 通 项 的 有 穷 或 无 穷 级 数 的 和 。 该 函 
数 的 调用 格式 为 


3=eymsum( 灰 ,skosko) 二 
其 中 ， 欠 为 级 数 的 通 项 ，k 为 级 数 自 变 量 ，ko 和 右 为 级 数 求 和 的 起 始 项 与 终止 项 ， 并 可 
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以 将 起 始 或 终止 项 设置 成 无 穷 量 inf 。 该 函数 可 以 得 出 
5= 》 大 (3-2-8) 


如 果 给 出 的 六 变量 中 只 含有 一 个 变量 ， 则 在 函数 调用 时 可 以 省 略 大 量 。 
【 例 3-22】 计 算 有 限 项 级 数 求 和 


63 
S=20+21 十 22 十 33 十 24 十 … 十 222 十 283 = 》 2 
0 
【求解 】 用 数值 计算 方法 可 以 由 下 面 语句 得 出 结果 。 
>> format long; sum(2.“[0:63]) 
ang = 
1.844674407370955e+019 
由 于 数值 计算 中 使 用 了 double 数据 类 型 ， 至 多 只 能 保留 16 位 有 效 数字 ， 所 以 得 出 的 结果 不 
是 很 精确 。 对 这 样 的 问题 应 该 采用 符号 运算 工具 箱 的 symsum() 函数 ， 或 至 少将 2 定义 为 符号 量 ， 
就 可 以 用 sum() 函数 求解 。 对 原始 问题 稍 扩 展 一 步 ， 一 直到 第 201 项 的 级 数 求 和 可 以 用 下 面 的 语 
句 精确 求 出 ， 这 是 用 数值 算法 无 法 精确 做 到 的 。 
>> sum(sym(2) .~[0:200]) % 或 syms ki symsum(2~k,0,200) 
ang = 
3213876088517980551083924184682325205044405987565585670602751 


【 例 3-23 】 试 求解 无 穷 级 数 的 和 


1 1 1 1 
十 十 


3S=Txda+x7+7Xn0+…+T5Gn+T 





二 


【求解 】 如 果 想 借助 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 ， 则 可 以 立即 得 如 下 结果 。 
>> syms ni s=symsum(1/((3yn-2)*(3+n+1)),n,1,inf) 
aa 
1/3 
此 级 数 求 和 亦 可 以 用 数值 方法 求 得 。 假 设 求 前 10000000 项 的 和 ， 这 时 可 以 求 出 级 数 的 和 。 但 
可 以 看 出 ， 得 出 无 穷 级 数 的 和 与 解析 解 间 存 在 很 大 差异 ， 这 个 差异 就 是 double 数据 类 型 引起 ， 它 
不 能 保留 任意 多 小 数位 。 
>> m=1:10000000; sl=sum(1./((3ym-2) .*(3+m+l))); 
format longi s1 人 以 长 型 方式 显示 得 出 的 结果 
昌 计 天 
0.33333332222165 
可 见 ， 即 使 选择 的 累加 项 数 极 多 ， 耗 时 很 长 ， 这 样 得 出 的 结果 仍然 有 较 大 误差 ， 达 到 10-6 
级 。 从 通 项 上 看 ， 当 mm = 107 时 ， 通 项 值 10-15 级 ， 从 表面 上 可 能 得 出 结论 ， 似 乎 累加 的 结果 误 
差 不 会 太 大 。 其 实 不 然 ， 由 于 双 精 度数 值 的 有 效 数 位 数 有 限 ， 只 有 16 位 ， 所 以 计算 通 项 时 16 位 
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后 的 数字 加 到 累加 量 上 就 消失 了 ， 这 就 是 数值 分 析 中 经 常 所 说 的 “大 数 吃 小 数 ”的 现象 ， 所 以 采 
用 纯 数 值 的 方法 ， 即 使 取 再 多 的 位 数 也 不 能 精确 得 出 正确 的 结果 。 


【 例 3-24】 试 求解 含有 变量 的 无 穷 级 数 的 和 


四 
1 
六 ?2 (2n 二 1)(2z + 1)2n+1 


【求解 】 前 面 介 绍 的 例子 都 是 数值 的 例子 ， 直 接 采用 累加 的 方式 就 可 以 近似 求 出 结果 。 这 里 给 出 
的 求 和 问题 是 一 个 含有 变量 工 的 函数 级 数 ， 所 以 仅 靠 数 值 运算 的 方式 是 不 可 能 得 出 该 级 数 的 和 ， 
而 必须 采用 符号 运算 工具 箱 求 解 该 问题 ， 这 需要 给 出 下 面 的 命令 。 
>> syms n x 
sl=symsum(2/((2*n+1)*(2*x+1) ”~(2*n+1)),n,O,inf); 
simple(s1) % 对 结果 进行 化 简 ，MATLAB 6.5 及 以 前 版 本 因 本 身 bug 化 简 很 麻烦 
ans = 


1og(Cx+r1)/x) 
【 例 3-25】 试 求解 级 数 与 极限 综合 问题 


lim [Ga] 
一 oo 2 3 4 及 
【求解 】 前 面 介 绍 了 级 数 求 和 ， 还 介绍 了 极限 的 求解 方法 ， 所 以 这 里 给 出 的 综合 问题 仍然 能 用 
MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 直接 求解 。 从 题 中 给 出 的 式 子 可 见 ， 其 中 包含 级 教 求 和 项 可 以 表 
示 成 symsum(1/m,1,n)， 这 样 原始 的 问题 可 以 直接 由 下 面 的 MATLAB 语句 求 解 。 
>> syms m n; limit(symsum(1/m,m,1,n)-1og(n) ,ninf) 
angs = 


eulergamma 
亦 即 得 出 的 结果 为 Euler 常数 1， 其 值 可 以 由 MATLAB 精确 地 显示 出 来 。 
>> vpa(ans，70) % 显示 70 位 有 效 数 字 
ans = 
0.5772156649015328606065120900824024310421593359399235988057672348848677 
注意 ， 求 解 该 问题 不 能 先 求解 无 穷 级 数 的 和 ， 然 后 再 减 去 lnm， 再 求 极限 ， 这 样 做 前 后 两 项 
均 为 无 穷 大 ， 求 极限 的 结果 将 是 不 定式 NaN。 


3.3 ”数值 微分 


前 面 介 绍 了 已 知 原型 函数 ， 可 以 通过 diff () 函数 求 取 各 阶 导 数 解析 解 的 方法 ， 并 得 
出 结论 ， 高 达 100 阶 的 导数 也 可 以 用 MATLAB 语言 在 几 秒 钟 的 时 间 内 直接 求 出 。 应 该 指 
出 ， 前 面 介 绍 的 解析 解 方法 的 前 提 是 原型 函数 为 已 知 的 。 如 果 函 数 表达 式 未 知 ， 只 有 实 
验 数据 ， 在 实际 应 用 中 经 常 也 有 求 导 的 要 求 ， 这 样 的 问题 就 不 能 用 前 面 的 方法 获得 问题 
的 解析 解 。 要 求解 这 样 的 问题 ， 需 要 引入 数值 算法 得 出 所 需 问题 的 解 。 由 于 在 MATLAB 
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言 中 没有 现成 的 数值 微分 函数 ， 所 以 本 节 将 先 介绍 数值 微分 算法 ， 办 扣 其 中 机 好 短 于 
人 MATLAB 实现 ， 最 后 将 通过 例子 演示 数值 微分 程序 。 


3.3.1 数值 微分 算法 


假设 已 经 等 间隔 地 测 出 了 一 组 数据 (如 , 共 ) ， 且 已 知 时 间 间 隔 为 At， 由 高 等 数学 中 导 
数 的 定义 可 知 ， 若 At 一 0， 则 相 邻 两 点 的 差 值 除 以 间隔 At 就 是 该 点 处 的 导数 ， 由 此 可 
以 引入 前 向 微分 公式 





A i+1 一 
= 人 = 革 区 (3-3-1) 
类 似 地 ， 还 可 以 引入 后 向 差分 公式 
/AU _ 下 一 -1 
2 0 


遗憾 的 是 ， 这 两 种 微分 算法 的 精度 都 是 o(Ab) 级 的 ， 当 At 稍 大 时 ， 产 生 的 误差 会 很 
大 。 经 实践 检验 ， 利 用 基于 前 向 和 后 向 差分 的 数值 微分 算法 求 取 高 阶 微分 时 的 精度 一 般 
都 是 很 低 的 ， 所 以 这 里 只 介绍 两 种 中 心 差分 的 算法 。 首 先 定义 一 阶 微分 为 

共 = 各 一 0 (3.3.3) 
记 
_ flz+Ab 一 Fz 一 Ab 














了 (z) = FT] (3-3-4) 
由 Taylor 级 数 展开 可 以 将 上 式 进 一 步 写 成 
jf(z) + AtP(z) 十 Atz 太 (z)/2!+ Ataj(6)/3! 十 olAt4) 
jz) = 2AF 学 Ga 
AP 2 pn 1_At3 rwfey/31 4 3 
jz) 一 Atf(z)+At 人 At fjC)/3I+oCAt ) -Pa)+ 委 (6) 
可 见 这 种 中 心 差分 的 算法 精度 为 o(A 妇 )。 该 中 心 差分 算法 的 高 阶 微分 公式 为 
1 _ 卫 +1L 一 2 由 十 扩 -1 
人 ia 
M 了 +2 二 2Ui+L 十 2Ui-1 二 纺 -2 
Ne (3-3-6) 
0) Wit+2 一 4yi+L 十 6 由 二 41 十 Wi-2 
泊 At 
另 一 种 具有 o(At4) 精度 级 的 中 心 差分 算法 为 
/一 %+2 十 8wi+l 二 8wi-1 十 Wi-2 
人 12At 
亿 = 一 %H+2 十 16yi+1 一 30w 十 16W-1l 二 Wi-2 
二。 12A 纪 
_ 二 Wi43 十 8Wi+2 一 13Wi+1 十 130-1 一 Bi-2 十 %-3 0 





8A1 
(0 -Wi+3 十 12yi+2 一 39yi+l 十 56% 一 39yi-1 十 12%-2 二 外 -3 
外 二 6At 
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3.3.2 ”中 心 差分 方法 及 其 MATLAB 实现 


从 前 面 的 介绍 可 知 ， 式 (3-3-7) 中 给 出 的 微分 算法 有 o(At) 级 精度 ， 因 而 即使 At 不 
趋 于 0 时 ， 仍 能 得 出 较 好 的 近似 微分 。 所 以 这 里 采用 该 公式 为 所 选 算法 ， 可 以 编写 出 一 个 
MATLAB 函数 ， 其 内 容 为 

function [dy,dx]=diff_ctr(yY，Dt，n) 

yxl=[y 00000]; yx2=[0yY0000];yxs-[00y000]; 
yx4=[000y00]; yx5=[0000y0; yx6=-[00000 及 ; 
Switch D 

case 1 


dy = (-diff(yxl)+7*+diff(yx2)+7*diff(yx3)-diff(yx4))/(12*Dt); LO=3; 
case 2 


dy=(-diff(yx1l)+l5wdiff(yx2)-15*diff(yx3)+diff(yx4))/(12+Dt~2);LO=3; 
case 3 
dy=(-diff(yx1)+7*diff(yx2)-6*diff(yx3)-6*diff(yx4)+... 
7*diff(yx5)-diff(yx6))/(8*Dt-~3); LO=5; 
case 4 
dy = (-diff(yxl)+llydiff(yx2)-28+diff(yx3)+28+diff(yx4)-。.. 
11*diff(yx5)+diff(yx6))/(6*Dt~4) ;LO=5; 
end 
dy=dy(LO+1:end-L0); dx=([1:length(dy)]+LO-2-(n>2))*Dt; 
这 样 编写 的 M- 函 数 调 用 格式 为 
[四 ,如 ]=diff-ctr(yAt，m) 
其 中 ，2 为 给 定 的 等 间距 的 实测 数据 构成 的 向 量 ，At 为 自 变 量 的 间距 ，m 为 所 需 的 导数 
阶 次 。 向 量 几 为 得 出 的 导数 向 量 ， 而 由 为 相应 的 自 变量 向 量 。 注 意 这 两 个 向 量 的 长 度 
比 y 短 。 
【 例 3-26 】 这 里 仍 采 用 例 3 生 中 给 出 的 函数 (这 里 给 出 函数 原型 是 为 了 精度 检验 )。 由 于 原型 函数 
已 知 ， 所 以 可 以 求 出 导数 的 解析 解 ， 从 中 求 出 精确 的 值 。 试 用 数值 微分 求 取 原 函 数 的 1~v4 阶 导 
数 ， 并 和 解析 解 比较 精度 。 
【求解 〗 生成 一 个 横 坐标 点 组 成 的 向 量 一 。 吨 外 由 已 知 的 原型 函数 ， 可 以 立即 得 出 函 教 各 阶 导 教 
的 解析 解 ， 并 将 已 知 的 横 坐 标点 代入 ， 即 可 以 得 出 各 阶 导 数 精确 的 数值 解 ， 可 以 用 于 对 照 。 
>> h=0.05; x=0:h:pi; syms xl; y=sin(xl)/(x1-2+44X1+3)3 
yy71l=diff(y); fl=subs(yy1,xl,x); 人 求 各 阶 导 数 的 解析 解 与 对 照 数 据 
yy92=diff(yy1) ; f2=subs(yy2,xl,x); yy3=diff(yy2); f3=subs(yy3,x1,x); 
yy4-diff(yy3) ; f4=subs(yy4,xl,x) 
假设 由 该 原型 函数 可 以 生成 一 些 数据 点 镜 ， 由 这 些 点 可 以 拟 合 出 曲线 的 ]~4 阶 导数 。 下 面 的 
语句 可 以 通过 数值 的 方法 获得 已 知 教 据点 处 的 各 阶 导 教 ， 还 可 以 绘制 出 曲线 ， 将 数值 导数 和 由 解 
析 解 计算 出 来 的 导数 在 相同 的 坐标 系 下 绘制 出 来 ， 如 图 3-6 所 示 。 可 以 看 出 ， 由 数值 方法 获释 的 





册 
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导数 是 很 精确 的 ， 其 误差 从 图 上 是 看 不 出 来 的 。 


05 05 





























图 3-6 各 阶 导数 比较 


>> y=sin(x) ./(x.~2+4+x+3); 久生 成 已 知 数据 点 
[yl,dxl]=diff_ctr(y,h,1); subplot(221)，Plot(x,fl,dxl,y1,2: 1 
[y2,dx2]=diff_ctr(y,h,2); subplot(222)，Plot(x,f2,dx2,72，:7) 
[y3,dx3]=diff_ctr(y,h,3); subplot(223) ，plot(x,f3,dx3,y3，: 1; 
[y4,dx4]=diff_ctr(y,h,4); subplot(224) ，Plot(x,f4,dx4,74，:72) 
下 面 定 量 地 分 析 得 出 的 误差 ， 考 虑 计算 得 出 的 竺 阶 导数 向 量 ， 其 长 度 比 原始 对 照 向 量 态 短 ， 
所 以 两 个 向 量 取 同 样 多 点 进行 比较 ， 就 可 以 得 出 数值 方法 的 相对 误差 服 大 值 为 3.5 x 10-4， 亦 即 
0.035 锅 。 由 此 可 见 ， 这 里 的 数值 方法 还 是 很 精确 的 。 
>> norm((y4-f4(4:60)) ./f4(4:60)) 
ans = 
3.502529066338957e-004 


3.3.3 二 元 函数 的 梯度 计算 


如 果 给 定 二 元 函数 的 函数 值 矩 阵 =>， 其 中 z 为 网 格 数 据 ， 则 可 以 由 gradient() 函数 

求 取 二 元 函数 的 梯度 。 该 函数 的 调用 格式 为 

[ 访 ， 态 ]=gradient(z) 
其 实 ， 这 样 计算 出 来 产 与 方 不 是 真正 的 梯度 。 这 里 尚未 考虑 z, 9 坐标 的 情况 。 如 果 得 
到 的 z 矩阵 是 建立 在 等 间距 的 形式 生成 网 格 基础 上 的 ， 则 实际 的 梯度 值 可 以 如 下 求 出 。 

访 = 记 /Arz， 轴 = 态 /AY 
其 中 ，Az 和 Ay 分 别 为 r, y 生成 网 格 的 步 距 。 
【 例 3-27】 考 虑 例 3.5 中 给 出 的 问题 ， 假 设 已 经 得 出 网 格 数据 ， 试 用 教 值 方法 由 该 数据 解 出 梯度 
值 ， 并 研究 得 出 结果 的 误差 。 
【求解 】 现在 重新 生成 数据 ， 则 可 以 由 这 些 数 据 直 接 计算 出 该 函 教 的 梯度 ， 而 无 震 再 从 原 函数 直 
接 计算 梯度 值 。 由 下 面 的 语句 还 将 直接 绘制 出 带 有 等 值 线 的 引力 线 图 ， 和 图 3-3 (b) 中 的 图 形 完全 
一 致 。 下 
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>> [x,y]=meshgrid(-3:.2:3,-2: .2:2); z=(x. ~2-2+x) .*exp(-x., 2- 了 .2-x.#y); 
[fx,fy]=gradient(Z) ; fx=fx/0.2; fy=fy/0.2; 
contour (x,y,Z,30); hold on; quiver(x,y,fx,fy) 
下 面 的 语句 将 绘制 出 误差 的 曲面 ， 如 图 3-7 所 示 。 可 见 大 部 分 区 域内 误差 还 是 较 小 的 ， 但 在 
某 些小 的 区 域内 误差 较 大 ， 这 说 明 原来 网 格 的 间距 较 大 ， 使 得 简单 的 梯度 函数 难以 精确 求解 





(a) 8z/8r 的 误差 曲面 (b) 8z/ay 的 误差 曲面 
图 3-7 二 元 函数 数值 梯度 的 误差 曲面 
>> zx=-exp(-x. 2-y. 2-x.#y) .(-2#x+2+24X. 3+X. “2.4 了 -49*X 2-28X.yy)i 

Zy=-X.#(X-2) .*(2+y+X) .exp(-X. 2- 了 2-X.*y) 

aurf(x,y,abs(fx-zx)); axis([-3 3 -2 2 0,0.08]) 

figure;i surf(x,y,abs(fy-zy)); axis([-3 3 -2 2 0,0.11]) 

如 果 将 网 格 加 密 一 倍 ， 则 可 以 由 下 面 的 语 身 计 算数 值 梯度 ， 得 出 的 结果 与 理论 值 求 取 误 差 则 
可 以 绘制 出 来 ， 如 图 3-8 所 示 ， 可 见 这 时 误差 显著 减 小 。 


由 

人 
N 

| 人 人 


人 
鲁 风 





(b) 8z/5y 的 误差 曲面 
图 3-8 网 格 加 密 后 二 元 函数 数值 梯度 的 误差 曲面 


>> [x, 了 ]=meshgrid(-3:.1:3,-2:.1:2); z=(x. 2-24X) .exP(-X. 2- 了 .2-X.*y); 
[fx,fy]=gradient(z) ; fx=fx/0.1; fy=fy/0.1; 
ZXx=-exp(-X.-2-y. ~2-x.#y) .*(-2+x+2+2+X.-3+X2.# 了 -4+XL-2-24 区 7) 
ZY=- 工 .本 (X-2) .本 (2+ 了 +X) .*exp(-X. “2- 了 .2- 工 .了 ) ji 
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surf (x,y,abs(fx-zx)); axis([-3 3 -2 2 0,0.02]) 
figure; surf(x,y,abs(fy-zy)); axis([-3 3 -2 2 0,0.06]) 


3.4 数值 积分 问题 
3.4.1 由 给 定数 据 进 行 梯形 求 积 
一 元 函数 定 积分 的 数学 表示 为 


了 = aa (3-4-1) 


在 被 积 函 数 f(z) 理论 上 不 可 积 时 ， 即 使 有 强大 的 计算 机 数学 语言 帮忙 ， 也 不 能 够 
求 出 该 积分 的 解析 解 ， 所 以 往往 要 采用 数值 方法 来 求解 。 求 解 定 积分 的 数值 方法 是 多 
种 多 样 的 ， 如 简单 的 梯形 法 、Simpson 法 、Romberg 法 等 算法 都 是 数值 分 析 课 程 中 经 常 
介绍 的 方法 。 它 们 的 基本 思想 都 是 将 整个 积分 空间 [o, 中 分 割 成 若干 个 子 空 间 [zi zi+l， 
1 = 142， ,N， 其 中 zl = a zN+l = 这 样 整个 积分 问题 就 分 解 为 下 面 的 求 和 形式 。 


让 入 zi+l 六 
下 Jaldz= 呈 / Jejdz= A (3-4.2) 
全 1 24 这 1 


而 在 每 一 个 小 的 子 空 间 上 都 可 以 近似 地 求解 出 来 ， 当 然 最 简单 的 求 每 一 小 的 子 空 间 的 积 
分 方法 是 采用 梯形 近似 的 方法 。 梯 形 方法 还 可 以 应 用 于 已 知 数据 样本 点 的 数值 积分 问题 
求解 。 假 设 在 实验 中 测 得 一 组 数据 (zl, 妨 )，(zz;te)，(zs,ya)j…… (zyN)， 且 mi 为 严格 
单调 递增 的 数值 ， 直 接 求 取 这 些 点 对 应 应 曲线 的 数值 积分 最 直观 的 方法 就 是 用 棉 形 方法 ， 
用 直线 将 这 些 点 连接 起 来 ， 则 积分 可 以 近似 为 该 折线 与 x- 轴 之 间 围 成 的 面积 。 这 样 ， 


1 国 一 1 1 人 -1 
3= 了 | 吨 (r+g(cirl 一 a =5 信 [ws 一 ui)+2 风 (zi 一 本 } (3-4-3) 
1 


放 1 


由 此 可 见 ， 用 MATLAB 语言 实现 梯形 积分 算法 很 容易 。 
假设 已 经 建立 起 向 量 = = riz2…，zN] ,了 二 2 革 5 则 可 以 用 下 面 的 
语句 得 出 该 积分 的 值 为 


tt(77) aaa 

MATLAB 提供 的 trapz() 丽 数 也 可 以 直接 用 佛 胞 法 对 解 各 站 辣 题 该 函数 调用 格式 
为 

S=trapz(T,y) 

其 中 ，z 可 以 为 行 向 量 或 列 向 量 ，y 的 行 数 应 该 等 于 z 向 量 的 元 素数 。 如 果 4 由 多 列 矩 阵 
给 出 ， 则 用 该 函数 可 以 得 出 若干 个 函数 的 积分 值 。 
【 例 3-28】 试 用 梯形 法 求 出 ZE (0,x) 区 间 内 ， 函 数 sin(z),cos(z),sin(z/2) 的 定 积分 值 。 
【求解 〗 生成 区 间 内 横 坐 标 向 量 ， 用 上 述 的 算法 可 以 求 出 各 个 函数 的 数值 积分 值 。 
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>> xl=[0:pi/30:pPi] '; y=[sin(xl) cos(xl) sin(xl/2)]; 
x=[xl xl xi]; S=sum((2*y(1:end-1,:)+diff(y)).*diff(x))/2 
S = 
1.99817196134365 ”0.00000000000000 “1.99954305299081 
>> Sl=trapz(xl,y) 得 出 和 上 述 完 全 一 致 的 结果 
由 于 选择 的 步 距 较 大 ， 为 尹 一 /30 ~ 0.1， 故 得 出 的 结果 有 较 大 的 误差 。 在 第 8.1.2 节 中 将 积 
分 问题 与 样 条 插值 技术 相 结合 ， 给 出 一 个 能 精确 计算 积分 的 MATLAB 函数 ， 并 演示 其 在 更 大 步 
距 下 的 有 效 性 。 


3T/2 
【 例 3.29] 请 用 定 步 方 法 来 角 和 分 人 cos(15z)dz。 

上 
【求解 】 求解 问题 之 前 ， 首 先 用 下 面 的 MATLAB 语 自 绘制 出 被 积 函 数 的 曲线 ， 如 图 3-9 所 示 。 可 
见 ， 在 求解 区 域内 被 积 函 数 有 很 强 的 据 薄 。 


>> x=[0:0.01:3#pi/2，3*pi/2]; 义 这 样 赋值 能 确保 3r/2 点 被 包含 在 内 
y=cos(15*x); plot (x,y) 





05 








0 开 2 可 了 5 
图 3-9 被 积 函数 f(z) = cos(15z) 的 曲线 
对 不 同 的 步 距 户 = 0.1,0.01,0.001,0.0001,0.00001,0.000001， 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 采用 不 


同步 距 的 积分 近似 结果 。 为 了 有 更 好 的 表示 ， 特 将 结果 用 表 3-1 列 出 。 
>> syms x，A=int(cos(15*x) ,0,3*pPi/2)  % 求 取 理 论 值 





过 高 
1/15 
>> h0=[0.1,0.01,0.001,0.0001,0.00001,0.000001]; v=D; 
for h=h0， 
x=[0:h:3*pi/2，3*pi/2]; y=cos(15*x) ; I=trapz(x,7); v=[v; hyI,1/15-I]; 
end 


可 见 ， 随 着 步 距 及 的 减 小 ， 计 算 精 度 逐 渐 增 加 。 例 如 ， 当 万 = 10-。 时 可 以 保留 小 教 点 后 11 
位 精确 数字 ， 但 这 时 求解 的 时 间 也 显著 增加 ， 达 到 半分 钟 ， 如 果 想 进一步 增加 计算 精度 ， 还 得 再 
减 小 步 长 ， 这 样 计 算 时 间 会 增加 到 难以 接受 的 值 。 
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表 3-1 步 距 选择 与 计算 结果 











得 出 积分 值 
0.05389175150075948 





误差 
0.0127749152 


误差 
1.24999978 x 10-s 
1.24999816 x 10-10 
1.25045807 x 10-12 





041 






0.01 0.0665416954658383 


0.06666541668003727 


0.0001249712 
1.2499866 x 10-6 





3.4.2 单 变量 数值 积分 问题 求解 


单 变 量 函 数 的 数值 积分 还 可 以 采用 一 般 数值 分 析 中 介绍 的 其 他 算法 进行 求解 。 例 
如 ， 可 以 采用 下 面 给 出 的 Simpson 方法 来 求解 出 [zi zi+l] 上 的 积分 A 瑚 的 近似 值 为 





Ai 息 [reo+y (e+) +21 (e+ 多 ) + 好 (e+ 旦 ) + (8.4 
12 生 2 人 4 
式 中 , 必 = zil - xi。MATLAB 基于 此 算法 ， 采 用 自 适应 变 步 长 方法 给 出 了 quad() 函 
数 来 求 取 定 积分 ， 该 函数 的 调用 格式 为 
y=quad(Fun,a,b) 。 求 定 积分 
y=quad(Fun,a,b,c) 限定 精度 的 定 积分 求解 
其 中 ，Fun 为 描述 被 积 函数 的 字符 串 变 量 ， 可 以 是 一 个 Fun.m 函数 文件 名 ， 该 函数 的 一 
般 格式 为 y= Fun(z) ， 还 可 以 用 inline() 函数 直接 定义 。a, b 分 别 为 定 积分 的 上 限 和 下 
限 ，e 为 用 户 指定 的 误差 限 ， 默 认 值 为 10-6。 给 定 了 这 些 因素 ， 可 以 利用 MATLAB 的 求 
积分 函数 quad() 直接 求解 定 积分 问题 的 数值 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 数值 积分 的 求解 方 
法 。 
【 例 3.30】 考 虑 前 面 提 及 的 数学 函数 erftz) = -和 “e-edt， 由 于 其 解 亲 不 可 积 ， 故 需要 用 数值 
方法 来 求解 
【求解 】 在 求 取 数值 解 之 前 ， 需 要 描述 一 下 被 积 函 数 。 描 述 被 各 函数 有 两 种 方法 ， 其 一 是 建立 一 
个 MATLAB 函数 并 将 其 存 成 文件 ， 其 内 容 为 
function y=c3ffun(x) 
y=2/sqrt (pi)*exp(-x. 2); 
这 样 ， 可 以 将 上 述 内 容 存 入 一 个 c3ffun.m 文件 。 另 一 种 描述 被 积 函数 的 方式 是 用 inline() 函数 
定义 被 积 函 教 ， 可 以 给 出 下 面 的 语句 。 
>> f=inline(?2/sqrt(Pi)*exp(-x 2)”， 7 
这 样 的 方法 无 需 建立 一 个 单独 的 MATLAB 文件 。inline() 函数 的 第 一 个 输入 变量 为 被 积 函数 本 
身 ， 和 MATLAB 函数 描述 格式 完全 相同 ， 第 2 个 输入 变量 为 自 变量 ， 当 然 还 可 以 带 有 多 个 自 变 
重 。 
定义 了 被 积 画 数 ， 就 可 以 调用 quad () 函数 直接 求解 出 定 积分 的 值 。 


>> f=inline(2/sqrt(Pi)*exp(-x. “2)”，?Xx2); 
y=quad(f,0,1.5) 。 % 用 inline 函数 定义 被 积 函 数 
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0.96610518623173 
>> y=quad('caffuny,0,1.5) % 用 M- 函 数 定 义 被 积 函 教 
3 

0.96610518623173 


用 两 种 方法 得 出 的 结果 完全 相同 。 其 实 ， 用 符号 运算 工具 箱 可 以 求解 出 更 精确 的 解 如 下 : 
>> syms x，yO=vpa(int(2/sqrt(pi)*exp(-x-2),0,1.5),60) 
哈 二 
.966105146475310713936933729949905794996224943257461473285749 
比较 精确 解 和 前 面 得 出 的 数值 解 可 见 ， 数 值 解 精度 不 高 ， 用 户 可 以 试 着 减 小 误差 限 tol 值 的 
方法 获取 更 高 精度 的 解 。 
>> y=quad(f,0,1.5,1le-20) 和 设置 高 精度 ， 但 该 方法 失效 
Warning: Maximum function count exceeded; singularity likely- 
(Type "warning oft MATLAB:quad:MaxFcnCount" to suppress this warning.) 
> In quad at 88 
y = 
0.96606026001535 
MATLAB 还 提供 了 一 个 新 的 函数 quadal() ， 其 调用 的 格式 和 quad() 完全 一 致 ， 使 
用 的 算法 是 Lobbato 算法 ， 其 精度 和 速度 均 远 高 于 quad() 函数 ， 所 以 在 追求 高 精度 数值 
解 时 可 以 采用 这 个 方法 。 
早期 版 本 的 MATLAB 还 实现 了 8 阶 Newton-Cotes 算法 ， 给 出 了 可 用 的 积分 函数 
quad8() ， 其 调用 格式 与 quad() 完全 一 致 ， 精 度 和 速度 均 优 于 quad()， 在 目前 的 版 本 下 
一 般 不 再 建议 使 用 该 郴 数 ， 而 建议 统一 使 用 quadl() 。 
【 例 3-31】 仍 然 考虑 上 面 的 问题 ， 试 提高 求解 的 精度 。 
【求解 〗】 使 用 quadl() 函数 可 以 立即 得 出 如 下 结果 。 和 精确 解 相 比 ， 其 误差 达到 10 级 ， 虽 然 
未 达到 预期 的 10-20 级 ， 但 已 经 足够 精确 了 。 事 实 上 ， 人 毕竟 数 值 解 采用 的 是 双 精 度 变 量 ， 所 以 精 
度 也 不 可 能 达到 10-20 级 。 
>> y=quad1l(f,0,1.5,1e-20) 
y = 
0.96610514647531 
>> abs(y-y0) 
ang = 
.6402522848913892e-16 


【 例 3-32】 求 解 下 面 分 段 函 教 的 积分 问题 。 


了 0<zKk2 
T= /redr 站 7 = 80 
浊 4 一 sin(16rz)” 
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【求解 〗 用 曲线 绘制 函数 不 难 绘制 出 分 段 函 教 ， 这 里 为 减 小 视觉 上 的 误差 ， 在 端点 和 间断 点 处 采 
用 了 特殊 处 理 ， 故 可 以 得 出 如 图 3-10 所 示 的 填充 图 形 。 可 见 ， 在 工 一 2 点 处 有 跳跃 。 
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图 3-10 被 积 区 域 填 充 示意 图 


>> x=[0:0.01:2，2+eps;:0.01:4,4] ; 
y=exp(x.~2) .*(x<=2)+80./(4-sin(16#Pi*x)) .*(x>2) 1 
y(end)=0; x=[eps， 菇 ; y=[0,7]; fill(x,7， g") 
利用 关系 表达 式 可 以 描述 出 被 积 函 数 ， 再 分 别 调用 两 种 积分 函数 quad() 和 quadl() 就 可 以 
求解 出 原始 问题 了 。 
>> f=inline(exp(x.~2) .*(x<=2)+80* (x>2) ./(4-sin(16*Pisx))”，?X7) 3 
Il=quad(f,0,4) 
I1 = 
57.76435412500863 
>> I2=quadl(f,0,4) 
I2 = 
57.76445016946768 
不 过 从 得 出 的 结果 看 ， 二 者 有 很 大 的 差异 。 其 实 ， 可 以 将 原来 的 积分 问题 转换 成 局 十 肛 的 
问题 ， 用 积分 问题 解析 解 求 解 函数 int() 可 以 得 出 原始 问题 的 解析 解 。 
>> 8yms Xi I=vpa(int(exp(x“2) ,0,2)+int(80/(4-sin(16*#piyx))，2,4)) 
I = 
57.764450125053010333315235385182 
与 解析 解 对 比 可 见 ， 用 quad() 函数 得 出 的 积分 误差 相当 大 。 如 果 将 积分 区 域 分 成 两 个 部 分 
单独 计算 ， 仍 将 得 出 很 大 的 误差 。 由 此 可 见 该 函数 的 局 限 性 。 在 实际 积分 运算 中 应 该 慎 用 或 不 用 
该 函数 。 但 采用 quadl() 函数 由 分 段 函 数 积分 将 明显 改善 精度 ， 若 人 为 指定 误差 限 则 能 得 出 更 精 
确 的 结果 。 
>> fl=inline(exp(x.~2)，，"x"); f2=inline()80./(4-sin(16*piyx))”，x) 1 
quad(f1,0,2)+quad(f2,2,4) 


angs = 
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57.76444288914186 
>> quad] (f1,0,2)+quad1(f2,2,4) 
angs = 
57.76445012538125 
>> quadl(f1,0,2,1e-11)+quadl(f2,2,4,1le-11) 久 人 为 给 定 精度 限制 
ang 一 
57.76445012505302 
【 例 3-33】 斌 用 quad() 和 quadl() 函数 分 别 求解 例 3-29 中 的 定 积分 问题 。 
【求解 〗 从 例 3-29 中 演示 的 定 步 长 方法 看 ， 只 有 步 长 选 得 极 小 ， 才 能 得 出 小 数 点 后 11 位 有 效 数 
字 ， 且 耗 时 较 长 。 其 实 ， 用 变 步 长 数值 积分 函数 可 以 轻而易举 地 求 出 该 定 积分 问题 的 解 ， 且 使 用 
的 时 间 大 大 减少 。 
>> f=inline(cos(15#x) ?2x7) 3 
tic，S=quadl(f,0,3*pi/2,1e-15) ，toc 
S = 
0.06666666666667 
Elapsed time is 1.973000 seconds 
所 以 ， 由 此 可 以 得 出 结论 。 求解 变化 不 均匀 的 函数 的 积分 不 宜 采 用 传统 数值 分 析 类 课程 介绍 
的 定 步 长 积分 算法 ， 因 为 用 该 算法 精度 难以 保证 ; 而 若 要 使 用 小 步 长 ， 则 计算 量 将 极 大 ， 且 仍然 
无 法 保证 计算 精度 。 采 用 变 步 长 算法 可 以 很 容易 地 得 出 原 问题 的 解 。 
同样 考虑 用 quad() 函数 求解 该 问题 ， 则 可 以 给 出 如 下 语句 : 
>> Sl=quad(f,0,3*pi/2)  % 采用 默认 精度 
S1 = 
0.06666665694139 
可 见 ， 这 样 计算 的 结果 精度 不 高 ， 基 本 相当 于 彤 = 0.00001 时 的 梯形 法 结果 ， 不 是 很 今 人 满意 。 仿 
照 quadl() 函数 ， 也 给 出 10-15 的 精度 要 求 ， 则 无 法 得 到 收敛 的 结果 。 所 以 对 一 般 定 积分 求 取 问 
题 ， 数 值 方法 的 首选 为 quadl() 函数 。 
>> Sl=quad(f,0,3*pPi/2,1e-15) 
Warning:; Maximum function count exceeded; singularity lixel1y- 
(Type "warning off MATLAB:quad:MaxFcnCount”to supPress this warning.) 
> In quad at 88 
S1 = 
1.27830264040033 


3.4.3 ”双重 积分 问题 的 数值 解 
考虑 下 面 的 双重 定 积分 问题 。 


T= 大 yc)dzdy (3.4.5) 
mv ITm 
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使 用 MATLAB 提供 的 sblquad() 函数 就 可 以 直接 求 出 上 述 双 重 定 积分 的 数值 解 。 该 函 
数 的 调用 格式 为 
V=dblquad(Fun，zm，ZM，3mi 2 和 抵 形 区 域 的 双重 积分 
ydblquad(Fun，zm，zM，ym，g%af，6) “限定 精度 的 双重 积分 
注意 ， 本 函数 不 允许 返回 被 积 函数 调用 次 数 ， 故 用 户 可 以 自己 在 被 积 函数 中 设置 一 
个 计数 器 ， 从 而 测 出 调用 次 数 。 
【 例 3-34 】 试 求 出 双重 定 积分 


1 12 
人 _sa/2 ， 
1/。 sin(z2 十 y)dzdy 


【求解 】 由 给 出 的 被 积 函数 可 以 简单 地 写 出 下 面 的 函数 ， 这 样 就 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 
求 出 被 积 函 数 的 双重 定 积分 了 。 
>> f=inline(;exp(-Xx. “2/2) .*sin(x. “2+7)7，X2，272); 
y=dblquad(f,-2,2,-1,1)， 
y = 
1.57456866245358 
过 憾 的 是 ， 在 MATLAB 中 并 没有 提供 求解 更 一 般 的 双重 积分 问题 的 函数 


AM FM(Z) 
是 本 flz,y)dydz (3-4-6) 
mV (z) 

好 在 美国 学 者 Howard Wilson 与 Bryce Gardner 开发 了 数值 积分 工具 箱 (NIT， 即 
Numerical Integration Toolbox)。 该 工具 箱 可 以 在 The MathWorks 公司 的 网 站 上 免费 下 
载 了 ， 该 工具 箱 中 的 函数 gquad2dggen() 可 以 直接 求解 式 (3-4-6) 的 双重 积分 问题 。 该 函 
数 的 调用 格式 为 

J=quad2dggen(Fun,Fiower,Fupperyym,yM) 一 般 双 重 积分 
J=quad2dggen(Fun,Fiower,Fupper,ym,yaf,e) “限定 精度 的 双重 积分 
其 中 ，e 为 误差 限 。 误 差 限 越 小 ， 计 算 应 该 越 精确 ， 但 计算 量 也 将 增 大 ， 此 函数 默认 的 误 
差 限 为 e = 10-3。 该 函数 还 涉及 3 个 MATLAB 函数 ， 即 被 积 函 数 和 上 下 限 函 数 。 

注意 ， 该 函数 指定 的 积分 顺序 是 先 z 后 y， 若 想 求 先 y 后 z 的 积分 ， 则 需要 交换 被 积 

函数 中 z,y 顺序 。 下 面 将 通过 一 个 具体 例子 来 演示 双重 积分 的 运算 。 


【 例 3-35 】 试 求 出 双重 定 积分 


1 V1-z2/2 
三 / / en/2sin(z2 十 旋 dd 
-1/2 J-V1-z3/2 


也 可 以 从 作者 维护 的 “MATLAB 大 观 园 ”中 下 载 。 目 前 该 软件 是 在 MATLAB 4.2 下 调试 的 ,在 6.x 版 
本 下 可 能 会 有 不 兼容 之 处 ， 但 数值 计算 部 分 的 内 核 不 会 有 问题 。 另 外 ， 安 装 完 该 工具 箱 后 ， 别 忘 了 将 其 路 径 
加 载 到 MATLAB 路 径 下 。 
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【求解 】 这 里 的 例子 是 先 了 后 8， 可 以 先 构造 出 TM(gy) 和 zm 人 g) 函数 ， 再 调用 相应 的 函数 求解 原 
问题 。 注 意 ， 这 里 应 该 首先 交换 积分 变量 次 序 。 
>> fh=inline('sqrt(1-x.“2/2)，,?x2); 轴 内 积分 上 限 
fl=inline(:-sqrt(1-x. -2/2) ,2x2); % 内 积分 下 限 
f=inline(:exp(-x. “2/2) .*sin(x.“2+y): ,2 71，X2); 久 交换 顺序 的 被 积 函 数 
y=quad2dggen(f,f1,fh,-1/2,1,eps) ， 
y = 
0.41192954617630 
>> syms X 了 久 现在 考虑 解析 解 方法 
il=int(exp(-x~2/2)*sin(x~2+y),y,-sqrt(1-x~2/2) ,sqrt(1-x~2/2)) 1 
int(il,x,-1/2,1) % 求 取 解 析 解 时 得 出 错误 信息 
VPa(ans) 
Warning: Explicit integral could not be found. 
> In sym.int at 58 
ans = 
int (2*exp(-1/2#x`2)*sin(x~2)*sin(1/2#(4-29X “2)”(1/2)),x = 三 2 
>> vpa(ans,70) 色 不 存在 解析 解 ， 但 可 以 求 高 精度 数值 解 
angs = 
.4119295461762951196517599401760134672761827128252391627415959533602675 
可 见 ， 前 面 由 quadl() 函数 得 出 数值 解 也 是 很 精确 的 。 本 问题 可 以 求 出 高 精度 数值 解 的 主要 
原因 是 被 积 函 数 的 内 积分 是 可 积 的 。 如 果 不 可 积 ， 则 无 从 得 出 整个 双重 积分 ， 这 样 只 能 采用 数值 
解 。 例 如 ， 若 积分 问题 变 成 


- 玉 
5 站 站 Y er-z?/2sin(z2 十 bdzdy 
1-VE 
则 对 z 是 不 可 积 的 ， 故 调用 解析 解 方法 不 会 得 出 结果 ， 而 数值 解 求解 不 受 此 影响 。 
>> fh=inline(;sqrt(1-y. 2) ,7)); % 内 积分 上 限 
fl=inline(-sqrt(1-y. 2) ,2y?); % 内 积分 下 限 
f=inline(;exp(-x.~2/2) .sin(x.~2+y)，，2x) 71); 久 交换 顺序 的 被 积 函 数 
TI=quad2dggen(f,f1,fh,-1,1,eps) ， 
TI = 
0.53686038269795 


3.4.4 三 重 定 积分 的 数值 求解 
长 方 体 区 域 的 三 重 定 积分 
ZM RM 2M 
了 = T,2z)dzdydz 3-4-7 
大 人 re y (3-4.7) 


可 以 由 MATLAB 提供 的 triplequad() 函数 得 出 。 该 函数 调用 格式 为 


mm 
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Ttriplequad(Fun,zmiTMighmigM52m32M5EiQquad]) 
其 中 ，Fun 描述 三 元 被 积 函数 ， 可 以 用 M- 函 数 或 inline() 函数 定义 。e 变量 是 积分 精度 
控制 量 ， 默 认 值 为 10-5， 为 提高 精度 起 见 ， 还 可 以 选择 更 小 的 值 。@quadl 为 具体 求解 一 
元 积分 的 数值 函数 ， 也 可 以 选择 为 equad 甚至 是 用 户 自己 编写 的 积分 郴 数 ， 但 要 求 其 调 
用 格式 与 quadl() 函数 完全 一 致 。 


【 例 3-36 】 用 数值 方法 求解 例 3-16 中 的 三 重 定 积分 问题 


1 /KK /区 2 
/1 47ze- yz dzdydz 
ojJoJo 


【求解 】 用 inline() 函数 可 以 描述 被 积 函 数 ， 通 过 下 面 的 语句 立即 可 以 求 出 三 重 定 积分 值 。 

>> triplequad(inline(?4*X.*Z.*eXP(-X.X. 本 了 -Z.#Z) 7X1 7 Z?)，. 

0，2，0，pi，0，Ppi,1le-7,0quad1) 
ans = 
3.10807945143834 

NIT 工具 箱 还 可 以 解决 多 重 超 维 长 方 体 边界 的 定 积分 问题 。 例 如 ， 使 用 quadndg() 
函数 ， 但 对 一 般 积分 区 域 来 说 则 没有 现成 的 求解 郴 数 。 另 外 ， 该 工具 箱 单 重 积分 函数 
quadg() 的 调用 格式 和 quad() 一 致 ， 其 效率 也 高 于 quadl() ， 故 在 进行 数值 求 积 分 时 建 
议 使 用 此 工具 箱 。 


3.5 ”曲线 积分 与 曲面 积分 的 计算 


MATLAB 语言 和 Maple 等 计算 机 数学 语言 并 未 直接 提供 曲线 积分 和 曲面 积分 的 现成 
函数 。 本 节 将 介绍 两 类 曲线 、 曲 面积 分 的 概念 ， 引 入 它们 转换 成 一 般 积 分 问题 的 算法 ， 
并 介绍 利用 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 直接 求解 曲线 、 曲 面积 分 的 解析 解 方法 。 


3.5.1 曲线 积分 及 MATLAB 求解 


3.5.1.1 ”第 一 类 曲线 积分 


曲线 积分 在 高 等 数学 中 一 般 分 为 第 一 类 曲线 积分 和 第 二 类 曲线 积分 。 其 中 ,第 一 类 
曲线 积分 问题 起 源 于 对 不 均匀 分 布 的 空间 曲线 总 质量 的 求 取 国 。 假 设 在 空间 曲线 上 的 密 
度 函 数 为 flz,y,z)， 则 其 总 质量 ， 亦 即 第 一 类 曲线 积分 的 值 可 以 由 下 面 的 式 子 直 接 求 出 


五 三 Joau (3-5-1) 
其 中 ，s 为 曲线 上 某 点 的 弧 长 ， 所 以 这 类 曲线 积分 又 称 为 对 弧 长 的 曲线 积分 。 若 z,y, > 均 


由 参数 方程 = z(b,y = y(t,z = z(b) 给 出 ， 则 可 以 将 这 些 量 直 接 调 大 #() 函数 ， 而 弧 
长 可 以 表示 成 


人 ( 芭 ) 上 ( 肥 ) 上 (区 岂 简 记 作 ds 一 Vs 十 姘 十 3244。 (3.5.2) 
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则 可 以 将 这 类 曲线 积分 也 变换 成 对 参数 t 的 普通 定 积分 问题 
td 
T= / Je(by(t),z(b]Vz 十 好 十 邓 4 (3-5.3) 


若 被 积 函 数 f(z,3) 为 二 元 函数 ， 也 可 以 用 相应 的 转换 方法 将 其 转换 成 普通 积分 问 
题 ， 故 用 MATLAB 语言 可 以 求 出 第 一 类 曲线 积分 的 值 。 


2 
【 例 3-37] 议 求 /二 da， 其 中 1 为 螺 线 ，z = acostiy = asintiz=ati(0<t<2ra>0)。 
上 


【求解 〗 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 曲线 积分 值 。 
>> syms ti; syms a positive; Xx=a*ycos(t); y=aysin(t) ; Z=axyti 
I-int(z-2/(x-2+y~2)*sqrt(dift(x,t)-2+rdiff(y,t)~2+diff(z,t) “2),t,0,2ypi) 
用 IYTEX 显示 该 结果 得 工 一 So 


【 例 3-38] 斌 未/ +)ds， 其 中 1 曲线 为 外 一 工 与 切 一 z2 图 成 的 正 向 曲线 。 


【求解 〗】 应 该 用 下 面 的 指令 绘制 出 给 定 的 两 条 曲线 ， 如 图 3-11 所 示 。 
>> x=0: .001:1.2; yl=x; y2=x. "2; plot(x,y1,x,y2) 





05 
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图 3-11 积分 曲线 示意 图 


可 见 ， 可 以 将 原来 的 积分 问题 化 成 两 段 曲线 的 积分 问题 来 求解 。 故 应 该 给 出 如 下 的 指令 ， 求 
解 出 两 段 曲 线 的 积分 值 ， 将 其 相 加 则 得 出 原 问题 的 解 。 
>> syms xi yl=x;i y2=x“2; Il=int((x"2+y2~2)*sqrt(1+difft(y2,x) 2) xi;0,1) 
I2=int((x~2+y1~2)*sqrt(1+diff(71,x) ~2) ,x,1,0); IT=I2+I1 
IT = 
-2/3*2~(1/2)+349/768*5- (1/2)+7/512*1og(-2+5-(1/2)) 
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3.5.1.2 ”第 二 类 曲线 积分 


第 二 类 曲线 积分 问题 又 称 为 对 坐标 的 曲线 积分 ， 它 起 源 于 变 力 妃 r,y, z) 沿 曲线 ! 移 
动 时 作 功 的 研究 。 这 类 曲线 积分 的 数学 表达 式 为 


五 = 1 下 ro 本 d3 (3-5-4) 


其 中 ，( 羽 cg a] 为 向 量 ， 可 以 写成 了 了 = [P(z,y,a,Q(zy ,Rn 凡 z 直 ， 曲 线 d8 亦 为 向 
量 ， 若 曲线 可 以 由 参数 方程 表示 成 t 的 函数 ， 记 作 z(b),y(b,z()， 则 可 以 将 dz 表示 成 
d 
d 了 一 攻 汉 ] 二 (3-5-5) 
则 两 个 向 量 的 点 乘 可 以 由 这 两 个 向 量 直 接 得 出 ， 这 样 就 可 以 利用 MATLAB 语言 求 出 第 二 
类 曲线 积分 的 值 。 


二 并 十 凡 _ 一 区 
【 例 3-39] 议 玉 出 则 线 积分 /总 二 芒 dz 5 


【求解 】 若 想 按 加 周 曲线 进行 积分 ， 则 可 以 写 出 参数 方程 Z = acos(t,y = asin(b), (0 <t < 2m)， 
这 样 ， 用 下 面 的 方法 可 以 直接 求 出 曲线 积分 。 
>> syms ti syms a positiVe; X=ayCos(t); y=a*+sin(t)i; 
Fc[(x+ry)/(x*2+y-2),-(x-y)/(x-2+y-2)]; ds=[diff(xt);diff(y,t)]; 
I=int(F#ds,t,2*pi,0) % 正 向 团 周 
TI - 
2*pi 
【 例 3-40] 起 来 出 昌 线 积分 的 值 / (22 一 2y)dz+ (2 一 2y)dy， 1 为 抛物 线 一 z2(-1 <zs1)。 





dy，! 为 正 向 园 周 z2 十 刀 一 az。 


【求解 】 其 实 ， 曲 线 给 出 的 方程 已 经 是 关于 的 参数 方程 ， 且 并 对 工 的 导数 显然 为 1， 故 可 以 用 
下 面 的 语句 求 出 曲线 积分 的 值 。 
>> syms x; y=x“2; F=[x~“2-2+x*#y, 了 “2-29X*#y] ;de=[13 diff(y,x)]; 
IT=int(Fyds,x,-1,1) 
IT = 
-14/15 
3.5.2 ”曲面 积分 与 MATLAB 语言 求解 
3.5.2.1 “第 一 类 曲面 积分 
第 一 类 曲面 积分 的 数学 定义 为 
了 = ,2 z)d5 3-5-6 
Je 饭 旭 ) (3-5-6) 
其 中 ，d5 为 小 区 域 的 面积 ， 故 这 类 积分 又 称 为 对 面积 的 曲面 积分 。 曲 面 3 由 z = f(z, 幼 
给 出 ， 则 该 积分 可 以 转换 成 xy 平面 的 二 重 积分 为 


1= J/ wyeoVI+ 有 +Nanay (3.5.7) 
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其 中 ，czy 为 积分 区 域 。 


【 例 3-41】 让 求 由 muzas， 其 中 积分 曲面 3 为 zx 一 04 一 0z=0 和 z+y 二 z 一 a 国 成 且 
a>0。 尼 


【求解 】 记 这 四 个 平面 为 9 92，5a， 94， 则 原 和 分 可 以 由 /= 人 二 作 + 几 + 几 来 


出 。 考 虑 91, 2, 9s 平面 ， 由 于 被 积 函数 的 值 为 0， 故 这 些 积分 也 为 0， 所 以 只 需 研究 54 的 曲线 积 
分 。54 平面 的 数学 表示 为 :一 QG 一 工 一 g， 故 由 下 面 的 语句 可 以 求 出 曲面 积分 的 结果 。 
>> syms X yi syms a positivei Z=a-Xx-yi 
I=int (int (x*y#Z#Sqrt(1+diff(z,x)-2+diff(zZ,y) “2) ,7,0,a-x),x,0,a) 
I = 
1/120*3” (1/2)*a”5 


若 曲面 由 参数 方程 
Z=zuuuy=3youh z= zu) (3-5-8) 
给 出 ， 则 曲面 积分 可 以 由 下 面 的 公式 求 出 。 
了 = / 人 gz(wuiyouzuulVEG- F5dudv (3-5-9) 
式 中 ， 
百 = 十 匀 十 如 已 = zuzo 十 加 加 十 和 和，G 一 形 十 诚 十 友 (3-5-10) 


【 例 3-42】 试 求 出 曲面 积分 Jerv+ 2)d45， 其 中 9 为 螺旋 曲面 工 cosuy = usinuz = 
的 0<u 和 a0<us2r 部 分 。 
【求解 〗 由 说 明 介绍 的 公式 可 以 立即 得 出 积分 结果 。 
>> syms U Vi syms a Positivei 
x=u#cos(V) ; y=uysin(V) ; ZeVi f=X~2+y+Z#yy -21 
E=simple(diff(x,u)~2+diff(y,u) “2+diff(z,u) 2)3 
F=diff(x,u)*diff(x,V)+dif (y,u)*diff(y,V)+diff(z,u)*diff(z,V); 
G=simple(diff(x,v) “2+diff (y,v) "2+diff(z,v) 2 
I=int (int(f*sqrt(E*G-F`“2) ,u,0,a),v,0,2+pi) 
由 JRTEX 可 以 显示 得 出 的 结果 为 了 = 8m (2a (o* + 1 一 eV 十 I -arcsinha)。 
3.5.2.2 ”第 二 类 曲面 积分 
第 二 类 曲面 积分 又 称 为 对 坐标 的 曲面 积分 。 其 数学 定义 为 


L/ 1/ Peiy adydz+Qlcinzdzdz+Rlzzzdzdy (3.5-11) 
用 
其 中 ， 正 向 曲面 S+ 由 z = jf(z,y) 给 出 ， 这 类 曲面 积分 问题 可 以 转换 成 第 一 类 曲面 积分 


1= /Peiwaema+Qwaemp+Reaeomnld5 (5.19) 
+ 
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其 中 ,，z 由 f(z,y) 代替 ， 且 
- 产 一 1 
，cosB = 王 旦 
VIAETP ”VE  ， VTRT 


这 样 ， 分 母 上 的 V1+ 及 + 及 正好 和 式 (3-5-7) 中 的 相应 项 抵消 ， 故 整个 曲面 积分 可 以 写 
成 


cos a = 














(3-5-13) 


FE 1 1 -PHrazdty 一 QHjrardz+ Raydz (3.5-14) 


若 曲面 由 参数 方程 (3-5-8) 给 出 ， 则 可 以 由 下 面 的 方程 求 出 
cos Q 一 人 cos 有 = 呈 cosT 一 忆 
V45 十 丙 十 C2 V 4 十 事 十 GZ V43 十 万 2 十 C2 
其 中 ，4= 克 a 一 au, 也 = arr 一 zuz,C= zu 加 一 zu。 这 样 ,由 得 出 的 第 一 类 曲面 
积分 转换 成 二 重 积分 会 发 现 ， 式 (3-5-15) 的 分 母 正 好 和 VEG - 有 抵消 。 这 时 整个 曲面 
积分 可 以 简化 成 








(3-5-15) 


了 一 内 LaPluww)+BQ@wo+CRuwuldudv (3-5-16) 
5S+ 


2 2 2 
【 例 3-43】 试 水 出 曲面 和 分 /zadydz， 其中 了 是 精 球 面 瑟 十 芒 十 瑟 = 1 的 上 半 部 ， 且 积分 肖 


精 球面 的 上 面 。 
【求解 】 可 以 引入 参数 方程 了 = asinucoswy = jsinusinuz = ccosu, 且 (0o<u<a),0< 
和 2r)， 则 可 以 用 下 面 的 语 白 求 出 所 需 的 曲面 积分 。 
>> syms U Vi syms a b c positivei 
x=a*ysin(u)*cos(v); y=b+sin(u)*#sin(v); Zecycos(u); 
A=diff(y,u)*diff(z,v)-diff(Z,u)*diff(y,vV); 
T-int int(x~34A,u,0,pi/2),v,0,2*pi) 
二 
2/5*piya-3+c+b 


3.6 本章 要 点 简介 
。 本 章 介绍 的 函数 和 有 关 的 微 积 分 问题 求解 的 函数 由 下 表 给 出 。 








本 书页 码 
47,48 





函数 功能 
极限 问题 求解 和 单 边 极限 求解 问题 可 内 套 求 多 变量 极限 
求解 导数 问题 还 可 以 用 于 求 高 阶 导 数 和 偏 导数 

隐 函 数 偏 导 公式 与 求解 ， 见 式 (3-1-6) 


函数 名 


limit() 








itf() 
语句 
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续 表 
函数 名 函数 功能 工具 箱 | 本 书页 码 
语句 参数 方程 求 导 公 式 与 求解 除法 53 
int() 求解 不 定 积分 与 定 积分 ， 可 嵌 套 求解 多 重 积分 符号 运算 53,54 
taylor() Taylor 等 级 数 展开 符号 运算 57 
jacobian() “| Jacobi 矩阵 求解 符号 运算 52 
mtay1or 多 变量 函数 的 .Taylor 展开 Maple 59 
fseriies() | Fourier 级 数 展开 ， 或 采用 定义 直接 积分 ,求解 级 数 系 数 符号 运算 60 
Smsum()》 级 数 求 和 ， 可 以 用 于 无 穷 级 数 的 求 和 符号 运算 61 
ditt-ctr() | 中 心 差 分 算法 求解 1~4 阶 导数 ， 见 式 (3.3-.7) 自 编 65 
gradient() “| 二 元 函数 的 梯度 计算 ， 真 正 的 梯度 还 应 该 由 该 函数 下 一 个 语句 求 出 MATLAB 66 
trapz() 对 已 知 数据 点 用 梯形 法 求 数值 积分 ， 精 度 不 高， 更 好 的 见 第 8.1.2 节 MATLAB 68 
quadl() 数值 积分 函数 ， 精 度 要 求 不 高 时 还 可 以 使 用 quad() 函数 MATLAB 70 
dblquad() 矩形 区 域 的 二 重 数值 积分 MATLAB 74 
quad2dggen() | 非 矩形 区 域 的 二 重 数值 积分 NIT 74 
triplequad() | 长 方 体 区 域 的 三 重 数 值 积分 MATLAB 76 
段落 由 式 (3-5-3) 求解 第 一 类 曲线 积分 白 编 77 
段落 由 式 (3-.5-4),(3-5-3) 求解 第 二 类 曲 线 积分 自 编 78 
段落 已 知 曲面 显 式 表达 式 ， 由 式 (3-5-7) 求解 第 一 类 曲面 积分 自 编 79 
段落 已 知 曲面 参数 方程 ， 由 式 (3-5-9) 求解 第 一 类 曲面 积分 自 编 79 
段落 由 式 (3-5-14),(3-5-16) 求解 第 二 类 曲面 积分 自 编 80 





。 Issac Newton 和 Gattfried Wilhelm Leibnitz 创立 的 微 积 分 学 是 很 多 科学 科学 的 基础 ， 
借助 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 直接 对 微 积 分 学 中 最 常见 的 问题 ， 如 单 变 
量 与 多 变量 微 积分 、 极 限 、 级 数 求 和 、Taylor 寡 级 数 展开 、Fourier 级 数 展开 等 问题 
直接 求解 。 

。 如 果 只 有 实验 数据 而 未 知 函 数 原型 ， 则 需要 通过 数值 微分 的 方法 求 其 各 阶 微分 函数 。 
本 章 介绍 了 中 心 差 分 算法 及 MATLAB 实现 ， 经 验证 有 很 好 的 精度 。 

。 本 章 还 给 出 了 各 种 数值 积分 算法 ， 介 绍 并 比较 了 一 般 定 积分 、 重 积分 的 数值 算法 及 其 
MATLAB 现成 函数 ， 可 以 很 好 地 用 数值 方法 求 出 所 需 积分 的 解 。 

。 列 出 了 两 类 曲线 积分 、 两 类 曲面 积分 的 公式 ， 并 通过 例题 演示 了 直接 求解 这 些 问题 的 
方法 。 有 了 这 些 内 容 ， 读 者 可 以 容易 地 由 计算 机 计算 出 这 些 积分 问题 。 


3.7 习 题 


1 试 求 出 如 下 极限 。 


十 2| +3 
因 Gr+ 的 1 国 如 Et 二 二 


5 
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2 试 求 下 面 的 双重 极限 。 








2 z 1 一 cos (2 十 好) 
9 CO 9 因 VDTTT QQ 遇 人 Te 
3 一 0 3 一 0 

3 求 出 下 面 函 数 的 导数 。 

O@ yz) = VzsinzVIE，@ yd= 二 

@ atat = ln(z2z 二 2)， @ya= -二 an 开 ne>0 

二 

4 试 求 出 y = 和 二 二 cosVE) 函数 的 10 阶 导数 。 


5 在 商 等 学 由， 求解 分 子 和 分 生 的 同时 为 0 或 se 的 分 式 极 代 时 可 使 用 Lopital 法 则 ， 叶 对 
分 子 分 寻 分 别 求 导数 ， 再 由 比值 得 出 。 斌 用 该 法 则 求 jy 了 (十 了 In 一 人 一 mL 一 开 1 ， 
并 和 直接 求 出 的 极限 结果 相 比较 。 


Z=jncost dy 
6 已 知 参数 方程 人 二 ecet ，，， 试 册 型 和 3 到 ，。 





We ou pu 
7 假设 尺 = cos 民 ， 试验 证 页 克 一 玖 8 
， ZU+W =0 2u 
8 | 殉 询 匡 试 求解 机 5 


ZU 2 
9 委 六 JiO= eat， 试 来 三 5 一 255 交 十 55。 
3z 十 eyz 


10 假设 已 知 函 数 答 阵 了 (z,yz) 一 |， 试 求 出 其 Jacobi 短 阵 。 
11 试 求解 下 面 的 不 定 积分 同 题 


3z2 +a Vz(z+]) 
下 全 eat 


四 Ito) = 站 zeozcosizdz， 四 Tb) = 1/ eresinizsincpdz 


12 试 求 出 下 面 的 定 积分 或 无 穷 积分 。 


Se cosZ 1 十 2 
0OT=- 人 吹 or，@7- /过 





。 
13 假设 flz) = e-5zsin(3z 十 r/3)， 试 求 出 积分 函数 及) 一 ]/ Je)Jtt+ zjdz。 


cosaz d 


14 对 @ 的 不 同 取 值 试 求 出 了 = 人 : 说 2d 
15 试 对 下 面 函数 进行 Fourier 篆 级 数 展开 。 
四 flz)=(r-lzh)sinz, -rz<z<r 加 flz)=eFl -zsz<mi 


eye 0<z<1/2 


， 且 1= ro 
2(0-z)/，tU2<z<1 
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16 试 求 出 下 面 函数 的 Taylor 震级 数 展开 。 
太守 sam( 半 ，@mG+VE 司 ，@ortaem 
加 erszsin(3z + /3) 分 别 关于 工 一 0、z 一 的 宕 级 数 展开 。 


本 2 | 
轿 对 je 加 = 1 一 cos 公 二 力 ) 关于 z 二 1y 一 0 进行 二 维 Taylor 村 级 数 展开 。 


(z2+2) ee 
17 试 求 下 面 级 数 的 前 项 及 无 穷 项 的 和 。 


名 9 十 
1x6 6x1ll (5m 一 4)(5n 十 1) 


和 1 上 和 1 
@ (有 +( 直 + 南 )+ +( 寺 + 可 ) + 
18 试 求 出 下 面 的 极限 。 


庆生 二 
noo|22 一 1 42 一 1 62 一 1 (2n)2 一 1 











本 1 1 1 
@ (二 + 
19 试 对 下 面 数值 描述 的 函数 求 取 各 阶 数值 微分 ， 并 用 梯形 法 求 取 定 积分 。 


2 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 
| 0 2.2077 3.2058 3.4435 3.241 2.8164 2.311 1.8101 1.3602 0.98172 0.67907 0.4473 0.27684 
20 试 求 出 以 下 的 曲线 积分 。 
O@ /ee 十 1P)ds，1 为 曲线 工 = atcost 十 tsint),y 一 alsint 一 tcost),(O<ts 2m)。 
上 





@ [om +enaz+G+m-2y， 其 中 ，1 为 a2z2 十 b2y2 = c2 正 向 上 半 风 贺 。 

图 /ae -zy+(2+8da， (为 昌 彼 =eoy=e0z=ob 0<t<1 a>0， 
上 

图 |(ersiny 一 mg)dz + (er cosy 一 m)dy， 其 中 ，! 为 由 (a,0) 点 到 (0,0) 再 经 z2 十 32 = az 
| 

上 正 向 半 贺 周 构成 的 曲线 。 

21 试 求 出 下 面 的 曲面 积分 。 

@ 人 (ze+ 生 +a]d， 3 为 平面 宇 十 基 二 一 1 与 z= 14 一 一 2z= -3 图 成 的 二 

加 人 oaandy， 其 中 ，3 为 球面 == V 责 一 本 一 遇 的 下 册 。 
号 
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线性 代数 问题 是 科学 技术 中 最 常见 的 数学 问题 ， 很 多 理论 和 应 用 都 是 建立 在 线性 代 
数 的 基础 上 的 ， 因 此 解决 线性 代数 问题 是 很 有 意义 的 。 然 而 经 典 线性 代数 的 课程 中 介绍 
的 都 是 手工 推导 的 方法 ， 不 适合 于 高 阶 矩 阵 的 分 析 与 计算 ， 所 以 需要 计算 机 数学 语言 来 
解决 这 些 高 阶 问题 。 

很 多 计算 机 数学 语言 ， 如 MATLAB 语言 ， 都 起 源 于 对 线性 代数 问题 的 研究 。 早 期 的 
线性 代数 计算 问题 侧重 于 数值 解法 ， 很 多 数学 软件 包 也 都 是 从 线性 代数 的 计算 开始 的 。 
例如 ， 国 际 上 最 著名 的 EISPACK 是 求解 矩阵 特征 值 问题 的 软件 包 ，LINPACK 是 求解 一 
般 线性 代数 问题 的 软件 包 ， 目 前 最 新 的 LaPACK 也 是 解决 线性 代数 计算 的 软件 包 。 随 着 
计算 机 科学 的 发 展 ， 当 前 能 解决 矩阵 分 析 与 运算 问题 的 计算 机 数学 语言 已 经 不 局 限于 数 
值 线性 代数 方法 了 ， 逐 渐 也 可 以 求解 解析 解 问题 。Mathmetica 和 Maple 等 大 型 计算 机 数 
学 语言 都 已 经 能 直接 求解 线性 代数 的 解析 解 问题 。MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 
调用 Maple 的 各 种 解析 运算 功能 ， 可 以 很 好 地 解决 线性 代数 的 解析 解 运算 问题 。 

本 章 将 在 第 4.1 节 中 将 介绍 矩阵 的 输入 方法 ， 可 以 用 简单 的 函数 直接 输入 如 单位 矩 
阵 、 伴 随和 矩阵、Hankel 矩阵 等 特殊 的 矩阵 ， 并 将 介绍 用 于 解析 解 的 符号 矩阵 的 输入 方 
法 ， 为 解决 线性 代数 问题 的 求解 打下 良好 的 基础 。 第 4.2 节 将 介绍 矩阵 分 析 的 基本 概念 及 
求解 函数 ， 例 如 矩阵 的 行列 式 、 秩 、 迹 、 范 数 、 逆 矩阵 、 特 征 值 与 特征 向 量 矩 阵 等 ， 为 
和 矩阵 的 初步 分 析 做 准备 。 第 4.3 节 介 绍 各 种 各 样 的 矩阵 分 解 方法 ， 例 如 矩阵 的 相似 变换 基 
本 概念 、 和 矩阵 的 正 交 分 解 、 三 角 分 解 、 奇 异 值 分 解 等 ， 利 用 矩阵 分 解 的 方法 可 以 简化 矩 
阵 分 析 。 第 4.4 节 介绍 各 种 各 样 的 矩阵 方程 的 解析 解 与 数值 解 方法 与 结果 检验 方法 ， 包 括 
线性 代数 方程 的 可 解 性 条 件 与 通 解 求 取 、Lyapunov 方程 、Sylvester 方程 的 解析 解 和 数值 
解法 、Riccati 方程 的 数值 解法 将 在 本 节 中 给 出 ， 并 给 出 一 般 Sylvester 方程 解析 解 的 求解 
程序 。 第 4.5 节 将 研究 矩阵 元 素 的 非 线性 运算 及 矩阵 函数 求解 的 问题 ， 给 出 求解 指数 矩 
阵 、 三 角 函 数 和 矩阵 以 及 一 般 矩阵 函数 和 复合 矩阵 函数 的 解析 解 应 用 程序 。 从 理论 上 说 ， 
本 书 提供 的 矩阵 函数 解析 解 程序 可 以 用 于 任意 复杂 的 矩阵 函数 解析 运算 。 


4.1 ”特殊 矩阵 的 输入 
4.1.1 数值 矩阵 的 输入 


MATLAB 语言 中 固然 可 以 通过 最 底层 的 语句 逐 行 输入 一 个 矩阵 ， 但 这 样 的 方法 对 具 
有 某 种 特殊 结构 的 矩阵 来 说 显得 很 烦 珊 。 例 如 ， 想 输入 单位 矩阵 ， 再 采用 逐个 元 素 输入 
的 方式 是 很 耗 时 的 ， 故 应 该 考虑 采用 MATLAB 支持 的 现成 函数 eye() 来 输入 特殊 矩阵 。 
下 面 将 介绍 一 些 特殊 矩阵 的 输入 方 法 。 
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4.1.1.1 零 矩 阵 、 么 矩阵 及 单位 矩阵 


在 一 般 的 矩阵 理论 中 ， 把 所 有 元 素 都 为 零 的 矩阵 定义 成 零 矩 阵 ， 把 元 素 全 为 1 的 矩 
阵 称 为 么 矩阵 ， 把 主 对 角 线 元 素 均 为 1， 而 其 他 元 素 全 部 为 0 的 方 阵 称 为 单位 矩阵 。 这 里 
进一步 扩展 单位 矩阵 的 定义 ， 使 其 为 mm xm 的 矩阵 。 零 矩阵 、 么 矩阵 和 扩展 单位 矩阵 的 
MATLAB 生成 函数 分 别 为 
4=zeros (mn) ，=ones(n) ，C=eye(n) “生成 羡 X 方 阵 


4rzeros(m,n);i 局-ones(msn0i CreyeGmymn) 生成 总 x 寻 矩阵 
4=zeros(size( 妃 )) < 成才 和 同村 尖 
【 例 4-1】 下 面 的 语句 可 以 生成 一 个 3 x 8 的 零 矩 阵 久 ， 并 可 以 生成 一 个 和 AA 维 数 相同 的 扩展 单位 
阵 再。 可 见 ， 这 样 特殊 短 阵 的 输入 还 是 很 容易 的 。 
>> A=zeros(3,8)， % 零 答 阵 输入 
AS 


0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
>> B=eye(size(A))  % 单位 给 阵 输入 
B -= 
1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 

函数 zeros() 和 ones() 还 可 用 于 多 维 数组 的 生成 ， 例 如 ，zeros(3,4,5) 将 生成 一 
个 3x4x5 的 三 维 数组 ， 其 元 素 全 部 为 0。 
4.1.1.2 ”随机 元 素 矩 阵 

顾名思义 ， 随 机 元 素 矩 阵 的 各 个 元 素 是 随机 产生 的 。 如 果 矩 阵 的 随机 元 素 满足 [0,]] 
区 间 上 的 均匀 分 布 ， 则 可 以 由 MATLAB 函数 eg 来 生成 和 必 的 油 洒 格式 为 

4=rand(n) 生成 mx 了 | 
4=randCnma) 生成 天 男 

函数 rand() 还 可 以 用 于 多 维 数组 的 生成 。 演 是 标准 正 态 双 布 居 隐 机 数 答 降 可 以 由 
randn() 函数 获得 ， 当 然 也 可 以 使 用 rand(size(4)) 形式 调用 该 函数 。 

这 里 的 随机 数 实际 上 是 “ 伪 随 机 数 "。 所 谓 伪 随机 数 ， 就 是 通过 某 种 数学 公式 生成 
的 、 满 足 某 些 随 机 指标 的 数据 。 这 样 的 随机 数 是 可 以 重复 的 ， 与 某 些 用 电子 方法 获得 的 
不 可 重复 的 随机 数 是 不 同 的 。 

更 一 般 地 ， 如 果 想 生成 (a,b 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 数 ， 则 可 以 先 用 V=rand(n,m) 
命令 生成 一 个 (0,1) 上 的 均匀 分 布 随机 数 矩 阵 六， 再 用 亿 = a 十 也 -- oj*V 语句 则 可 以 
生成 满足 需要 的 矩阵 伺 。 如 果 想 生成 满足 N(iu c2) 的 正 态 分 布 的 随机 数 ， 则 可 以 先 用 
V=randn(n,m) 命令 生成 标准 随机 分 布 的 随机 数 矩 阵 评 ， 再 用 砚 = 几 十 cxVY 命令 就 可 


口 
口 
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以 转换 成 所 需 的 矩阵 。 
4.1.1.3 ”对 角 元 素 矩 阵 


对 角 矩 阵 是 一 种 特殊 的 矩阵 ， 这 种 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 可 以 为 0 或 非 0 元素， 而 非 对 
角 线 元 素 的 值 均 为 0。 对 角 甜 阵 的 数学 描述 方法 为 diag(aa,az,…… ,an)， 其 中 对 角 和 矩阵 的 
矩阵 表示 为 


diag(aaa2，… ,am) 一 志 (41-1) 


MATLAB 提供 了 对 角 和 矩阵 的 生成 函数 diag()。 该 函数 的 调用 格式 为 













， 其 不 同方 式 执行 不 同 的 任务 。 例 如 ， 








【 例 44.2】MATLAB 中 的 diag() 函数 是 很 有 特色 的 
>> C=-[1 2 3]; V=diag(C) 





V = 
1 0 0 
0 2 0 
0 0 3 
>> Vl-diag(V)， 将 列 向 量 通过 转 置 变换 成 行 向 量 
V1 = 
六 
>> C=[1 2 3]; V=diag(C,2) 
V = 
是 
0 0 0 2 0 
0 0 0 0% 3 
0 0 0 0% 
0 0 


在 实际 应 用 中 还 可 以 取 大 为 负 值 ， 表示 主 对 角 线 下 数 的 第 大 条 对 角 线 。 利用 这 样 的 性 质 ， 可 以 容 
易 地 构造 出 三 对 角 姑 阵 。 

>> V=diag([1 2 3 4])+diag([2 3 4],1D)+diag([5 4 3] ,-1) 

V = 


吕 oo o = 
吕 ebno 
oo ou 
如 品 
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如 果 有 若干 个 子 矩阵 41, 42, … , 4， 可 以 编写 一 个 diagm() 函数 ， 构 造 块 对 角 和 矩 
阵 。 该 函数 的 清单 为 
function A=diagm(varargin) 
A=D; 
for i=1:length(varargin) 
A2=varargin{fi]; 
A(size(A,1)+1:size(A,1)+size(A2,1),size(A,2)+1:size(A,2)+size(A2,2))=A2; 
end 
该 函数 的 调用 格式 为 
-diagnm(41，42，…，4n) 
其 中 , 子 矩 阵 个 数 是 任意 多 的 。 该 函数 可 以 得 出 块 对 角 和 矩阵 


41 
42 
4= 加 (4-1-2) 
4n 
4.1.1.4 Hankel 矩阵 
Hankel 矩阵 的 一 般 形式 如 下 : 
co 
证 | 人 (1L3) 
Cn Cn+l …” Ch+Hm 一 1 
如 果 一 co， 则 可 以 构造 无 穷 型 Hankel 矩阵 。Hankel 矩阵 是 对 称 和 矩阵 ， 且 其 反对 
角 线 上 所 有 的 元 素 都 相同 。 
在 MATLAB 语言 中 ， 给 定 两 个 向 量 C 和 豆 ， 如 果 用 
再 =hankel(C， 忌 ) 


来 生成 鼠 ， 则 首先 将 互 矩阵 的 第 一 列 的 各 个 元 素 定义 为 C 向 量 ， 将 最 后 一 行 各 个 元 
素 定义 为 尺 ， 这 样 就 可 以 依照 Hankel 矩阵 反对 角 线 上 元 素 相 等 这 一 特性 来 写 出 相应 的 
Hankel 矩阵。 根据 Hankel 矩阵 的 性 质 ， 其 最 后 一 行 的 第 一 个 元 素 应 该 等 于 第 1 列 的 最 后 
一 个 元 素 ， 如 果 冲 突 将 给 出 元 素 冲突 的 警告 信息 。 
如 果 已 知 一 个 向 量 C， 则 也 可 以 由 hankel(C) 函数 来 构造 出 一 个 Hankel 矩阵。 将 
互 矩阵 的 第 一 列 的 各 个 元 素 定义 为 C. 向量 这样 就 可 以 依照 Hankel 矩阵 反对 角 线 上 元 
素 相等 这 一 特性 来 写 出 相应 的 Hankel 和 矩阵， 使 得 下 三 角 矩 阵 均 为 0。 
【 例 43】 试 用 MATLAB 语 折 输 入 下 面 给 出 的 Hankel 大 阵 五。 
2..3 45 6 ] 
瑟 =|2345678 


345678 9 
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【求解 】〗 分 析 给 出 的 矩阵 ， 可 以 用 向 量 分 别 表示 该 短 阵 的 首 列 和 最 后 一 行 ，C= [1,2,3] ， 忆 =[3 4 
5 678 9]， 则 可 以 由 下 面 语句 可 以 生成 Hankel 短 阵 为 

>> C=[1 2 3]; R-[3 4 5 67 8 9]; H-hankel(C,R) 

H = 


2 3 人 5 6 二 8 

3 4 5 6 了 7 8 9 
如 果 只 给 出 一 个 向 量 C=[1 2 3] ， 则 可 以 生成 下 三 角 短 阵 为 0 的 方 阵 
>> C=[1 2 3]; Hl=hankel(C) 


H1 = 
工 2 3 
2 3 0 
3 0 0 


4.1.1.5 Hilbert 矩阵 及 逆 Hilbert 矩阵 
Hilbert 和 矩阵 是 一 类 特殊 矩阵 ， 它 的 第 (i,) 元 素 的 值 满足 ij = 1/G 二 了 一 1)， 这 时 
一 个 mx 阶 的 Hilbert 矩阵 可 以 写成 


1 1/ 13 lm 
1 18 la s Je1 局 
lm lm+D lm+3 1/n-1 


产生 Hilbert 矩阵 的 MATLAB 函数 为 


， .4=hilb(n) 
其 中 , mm 为 要 产生 的 矩阵 阶 次 。 

高 阶 Hilbert 和 矩阵 一 般 为 坏 条 件 的 矩阵 ， 所 以 直接 对 之 求 道 一 般 往往 会 引出 浮 点 溢出 
的 现象 。MATLAB 提供 了 直接 求 取 逆 Hilbert 矩阵 的 算法 及 函数 ， 其 调用 格式 为 


由 于 Hilbert 矩阵 本 身 接近 奇异 的 性 质 ， 所 以 在 处 理 该 矩阵 时 建议 尽量 采用 符号 运算 
工具 箱 ， 而 采用 数值 解 时 应 该 检验 结果 的 正确 性 。 
4.1.1.6 Vandermonde 矩阵 


假设 有 一 个 序列 C， 其 各 个 元 素 满足 fc ca … ,cn}， 则 可 以 写 出 一 个 矩阵 ， 其 第 
(让 ) 元 素 满足 wy 王宫， 一 1 2 这 样 可 以 构成 一 个 矩阵 


区 二 网 2 ae 
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该 矩阵 称 作 Vandermonde 和 矩阵。 如果 已 知 一 个 向 量 C， 则 可 以 由 MATLAB 提供 的 
vander() 函数 来 构造 一 个 Vandermonde 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 
V=vander(C) 
【 例 4-4】 若 向 量 C=[1,2,3,4,5] ， 则 可 以 得 出 该 向 量 对 应 的 Vandermonde 答 阵 为 
>> C=[1，2，3，4，5]; V=vander(C) 


V = 
1 工 工 工 

16 8 公 2 工 

81 27 9 3 工 

256 64 16 4 工 

625 ”125 25 5 工 


4.1.1.7 伴随 矩阵 
假设 有 一 个 首 一 化 的 多 项 式 


P(s) = sn 十 alsn-1 十 azsn-2 十 … 十 an-18 十 an (41-6) ” 
则 可 以 写 出 一 个 伴随 矩阵 
一 Q1 一 02 一 an-1l 一 an 
1 0 0 0 
大 三 | 0 :1 0 0 (41-7) 
0 0 1 0 
生成 伴随 矩阵 的 MATLAB 函数 调用 格式 为 


忆 =compan(P) 
其 中 ，P 为 一 个 多 项 式 向 量 ， 该 函数 将 自动 对 多 项 式 进行 首 一 化 处 理 。 
【 例 4.5】 考 虑 一 个 多 项 式 忆 (s) = 2s4 十 482 十 5s 十 6， 试 写 出 该 多 项 式 的 伴随 矩阵 。 
【求解 〗 先 输 入 特征 多 项 式 ， 则 伴随 给 阵 可 以 通过 下 面 的 语 折 建立 起 来 ， 贼 给 人 答 阵 。 
>> P=-[2 0 4 5 6]; A=compan(P) 


A = 
0 -2.0000 “ -2.5000 -3.0000 

1.0000 0 0 0 

0 1.0000 0 0 

0 0 1.0000 0 


4.1.2 符号 矩阵 的 输入 
如 果 已 经 建立 起 了 数值 矩阵 4， 则 可 以 由 
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语句 将 其 转换 成 符号 抢 阵 。 这 样 ， 所 有 数值 矩阵 均 可 以 通过 这 样 的 形式 转换 成 符号 矩 
阵 ， 可 以 利用 符号 运算 工具 箱 获 得 更 高 精度 的 解 。 

对 于 一 些 特殊 矩阵 形式 ， 如 Vandermonde 和 矩阵 、Hankel 矩阵 及 伴随 矩阵 ， 符 号 运算 
工具 箱 不 直接 支持 它们 ， 所 以 需要 编写 下 面 的 一 些 函 数 ， 将 其 置 于 @sym 目录 下 ， 这 样 才 
可 以 对 符号 向 量 建 立 起 这 些 符号 矩阵 。 

参考 MATLAB 语言 对 数字 拖 阵 生成 的 相应 函数 ， 可 以 改写 出 适合 符号 运算 的 新 函 
数 。 例 如 ， 可 以 编写 出 生成 伴随 矩阵 的 MATLAB 函数 compan() 。 

function A=compan(c) 

c=c(:).; A=sym(diag(ones(1,n-2) ,-1)); 

ACT, :)=-c(2:n)./c(1); 

【 例 4-6】 试用 解析 方法 建立 起 下 面 多 项 式 的 伴随 短 阵 。 
P(A) = al》X9 + azA8 + asA7 十 .… 十 as》2 十 a9 和 十 al0 


【求解 〗】 由 上 面 编写 的 函数 ， 可 以 先 申明 符号 变量 ， 并 以 向 量 形式 输入 多 项 式 ， 最 后 可 以 通过 下 
面 的 语句 直接 建立 所 需 的 伴随 矩阵 。 
>> syms al a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 al0 
A=compan([al a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 alo]) 


A = 
[ -a2/al，-a3/al，-a4/al，-a5/al，-a6/al，-a7/al，-~a8/al，-a9/al，-al0/ai] 
[ 1 0， 0， 0， 0， 0， 0， 0， 0] 
[ 0， 1， 0， 0， 0， 0， 0， 0， 二 
[ 0， 0 1 0， 0， 0， 0， 0， 0] 
[ 0， 0， 0， 1， 0， 0， 0， 0， 0 
[ 0 0， 0， 0， 工 0， 0， 0， 0 
[ 0 0， 0， 0， 0， 1， 0， 0， 0 
[ 0， 0， 0， 0， 0， 0， 1 0， 0 
[ 0， 0， 0， 0 0， 0， 0， 1 0 


类 似 地 ，Hankel 矩阵 的 MATLAB 函数 hankel() 为 

function H=hankel(c,r) 

c=c(:); nc=length(c); 

if nargin==1，r=Zeros(size(c)); end 

Tr=r(:); nr = length(r); 

x=[c; r((2:nr))]; cidx=(1:nc) 2; 

ridx=0: (nr-1); Hi=cidx(:,ones(nr,1))+ridx(ones(nc,1)，:)3 

HBH=x(H1) 

还 可 以 建立 起 生成 Vandermonde 矩阵 的 MATLAB 函数 vander() ， 其 格式 与 MAT- 
LAB 语言 中 的 数值 函数 完全 一 致 。 
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function A=vander(vV) 
mn=length(v); v=v(:); A=sym(ones(n)); 
for j=n-1:-1:1，A(:,j)=v.*A(:,j+l); end 


4.2 ”矩阵 基本 分 析 
4.2.1 矩阵 基本 概念 与 性 质 
4.2.1.1 行列 式 
矩阵 4 = {aij} 的 行列 式 定义 为 
万 =| 41= det(4) 王 半 (-Dtaikiaze ankn (4-2-1) 


式 中 ，fayka,…… ,jn 是 将 序列 1,2,，… ,nm 的 元 素 交换 次 所 得 出 的 一 个 序列 ， 每 个 这 样 
的 序列 称 为 一 个 置换 (permutation); 而 卫 表示 对 操 ,ka，… , 恕 取 饥 1,2,…… ,mn 的 所 有 排 
列 的 求 和 。 
计算 矩阵 的 行列 式 有 多 种 算法 ,在 MATLAB 中 采用 的 方法 是 对 原 矩 阵 4 进行 三 角 
分 解 (又 称 为 LU 分 解 ， 后 面 将 介绍 )， 将 其 分 解 成 一 个 上 三 角 和 矩阵 薪 和 一 个 下 三 角 矩 阵 
研 的 积 ， 即 4 = 工 Cr， 这 样 可 以 先 求 出 二 矩阵 的 行列 式 。 注 意 ， 在 这 一 和 矩阵 中 只 有 一 种 
非 0 的 排列 方式 且 其 行列 式 的 值 * 为 1 或 -1。 同 样 ， 因 为 U 为 上 三 角 和 矩阵 ， 所 以 其 行列 
式 的 值 为 该 矩阵 主 对 角 线 元 素 之 积 ， 即 4 矩阵 行列 式 为 det(4) = s JI& iu MATLAB 
提供 了 内 在 函数 det() ， 其 调用 格式 很 直观 ， 为 
d=det(4) 
利用 它 可 以 直接 求 取 矩 阵 4 的 行列 式 。 该 函数 同样 适用 于 符号 矩阵 4。 
【 例 4-7】 试 求 出 下 面 短 隆 的 行列 式 。 
16 2 3 13 
5 10 8 
2 了 全 1 
4 14 15 1 





【求解 〗 由 下 面 的 语 白 可 以 立即 得 出 短 阵 的 行列 式 为 0。 

>> A=[16 2 3 13; 511108;97612;414151];-~det(A) 

ans = 

0 

【 例 48】 从 第 1 章 给 出 的 例子 可 知 ， 高 阶 Hilbert 短 阵 是 接近 奇异 的 答 阵 。 试 用 解析 解 方法 计算 
出 20 x 20 的 Hilbert 短 阵 的 行列 起。 
【求解 】 首先 用 hilb() 函数 可 以 定义 一 个 20 X20 的 Hilbert 答 阵 ， 将 其 转换 成 符号 短 阵 ， 则 
MATLAB 的 det() 函数 会 自动 采用 解析 解法 求 出 其 行列 式 的 值 。 

>> tic，A=sym(hilb(20)); det(A) ，toc 
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1/237745471676853450909164424342761644017541983775348649303318533123441975931 
064458518758576681657377344056575986726555897176563841971079330338658232414 
9811241023554489166154717809635257797836800000000000000000000000000000000000 

Elapsed time is 0.862000 seconds . 

亦 即 可 以 得 出 如 下 的 行列 式 的 解析 解 及 近似 值 为 
各 
2377454716 .…36800000000000000000000000000000000000 


一 


225 位 ， 因 排版 限制 省 略 了 中 间 的 数字 


从 计算 结果 还 可 以 看 出 ， 利 用 解析 方法 在 1 秒 钟 内 就 可 以 得 出 原 问题 的 解析 解 ， 因 为 这 里 采用 的 
方法 是 三 角 短 阵 分 解 的 方法 ， 而 不 是 代数 余子 式 算法 。 
4.2.1.2 ”矩阵 的 迹 

假设 一 个 方 阵 为 4 = {oijj, ij = 1,2,…… ,mu， 则 矩阵 4 的 迹 定义 为 





det( 五 ) = 一 4.206179 x 10-224 


tr 人 = 实 ma (42.2) 
ti 


亦 即 矩阵 的 迹 为 该 矩阵 对 角 线 上 各 个 元 素 之 和 。 由 代数 理论 可 知 ， 和 矩阵 的 迹 和 该 矩阵 的 
特征 值 之 和 是 相同 的 ， 和 矩阵 4 的 迹 可 以 由 MATLAB 函数 trace() 求 出 ， 该 函数 的 调用 
和 数学 表示 相似 ， 如 下 : 
t=trace(4) 
例 4.7 中 和 矩阵 的 迹 可 以 由 MATLAB 语句 直接 求 出 : trace(4)=34。 
4.2.1.3 ”矩阵 的 秩 


若 矩 阵 所 有 的 列 向 量 中 共有 re 个 线性 无 关 ， 则 称 矩 阵 的 列 秩 为 rc。 如 果 re = mm,， 则 

称 4 为 列 满 秩 和 矩阵。 相应 地 ， 若 矩阵 4 的 行 向 量 中 有 rr 个 是 线性 无 关 的 ， 则 称 矩 阵 人 

的 行 秩 为 mw。 如 果 六 =， 则 称 4 为 行 满 秩 矩阵 。 可 以 证 明 ， 和 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 是 相等 
的 ， 故 称 之 为 矩阵 的 秩 ， 记 作 

rank(4) = rc=m (4-2-3) 


这 时 ， 和 矩阵 的 秩 为 rank(4)。 拢 阵 的 秩 也 表示 该 矩阵 中 行列 式 不 等 于 0 的 子 式 的 最 大 阶 
次 。 所 谓 子 式 ， 即 为 从 原 和 矩阵 中 任 取 上 大 行 及 大 列 所 构成 的 子 矩阵 。 

和 矩阵 求 秩 的 算法 也 是 多 种 多 样 的 ， 其 区 别 是 有 的 算法 是 稳定 的 ， 而 有 的 算法 可 能 因 
和 矩阵 的 条 件数 变化 不 是 很 稳定 。 MATLAB 中 采用 的 算法 是 基于 和 矩阵 的 奇异 值 分 解 的 算 
法 中。 首先 对 和 矩阵 进行 奇异 值 分 解 ， 得 出 矩阵 4 的 mn 个 奇异 值 ci,i = 1,2,… ,mn， 在 这 
m 个 奇异 值 中 找 出 大 于 给 定 误差 限 = 的 个 数 >， 这 时 ~ 就 可 以 认为 是 4 矩阵 的 秩 。 

MATLAB 提供 了 一 个 内 在 函数 rank()， 用 它 可 以 求 取 给 定 矩 阵 的 秩 。 该 函数 的 调 
用 格式 为 
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其 中 ，4 为 给 定 矩阵 ，e 为 机 器 精度 。 符 号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 rank() 函数 ， 可 以 求 
出 数值 矩阵 秩 的 解析 解 ， 其 调用 格式 由 前 面 的 方法 完全 一 致 
【 例 4.9】 试 求 出 例 47 中 给 出 的 A 短 阵 的 秩 。 
【求解 〗 用 rank(4) 函数 可 以 得 出 该 矩阵 的 秩 为 

>> A=[16 23 13;511 108;97612;414151 切 ; rank(CA) 

ans = 

3 

该 和 天 阵 的 秩 为 3， 小 于 给 阵 的 阶 次 ， 故 短 阵 入 是 非 满 秩 短 阵 。 


【 例 4-10】 现 在 考虑 例 4.8 中 给 出 的 20 x 20 Hilbert 短 阵 ， 考 虑 用 数值 方法 和 解析 方法 分 别 求 该 
短 阵 的 秩 ， 并 比较 其 正确 性 。 
【求解 〗 先 考虑 数值 方法 ， 应 该 给 出 命令 
>> H=hilb(20); rank(H) 
3 
13 
故而 可 以 得 出 结论 。 因 为 该 天 阵 的 秩 和 短 阵 阶 次 相差 太 多 ， 所 以 再 给 阵 为 非 满 秩 短 阵 。 其 实 该 函 
数 对 一 些 接近 奇 异 的 短 阵 可 能 出 现 错误 结论 ， 用 数值 解 的 方法 应 该 注意 。 如 果 有 可 能 应 该 采用 解 
析 解 的 方法 求解 该 问题 。 
>> H=sym(hilb(20)); rank(H) % 可 见 原 和 给 阵 为 非 奇 异 答 阵 
H = 
20 
4.2.1.4 矩阵 范 数 


和 矩阵 的 范 数 是 对 矩阵 的 一 种 测度 。 在 介绍 矩阵 的 范 数 之 前 ， 首 先 要 介绍 向 量 范 数 的 
基本 概念 。 如 果 对 线性 空间 中 的 一 个 向 量 = 存在 一 个 函数 p(z) 满足 下 面 3 个 条 件 : 

GDp(z)>0 且 plz) = 0 的 充 要 条 件 是 z=0 

@ p(az) = |alp(z), a 为 任意 标量 

图 对 向 量 z 和 1 有 plz+a 和 pz)+pPU) 
则 称 p(z) 为 = 向 量 的 范 数 。 范 数 的 形式 是 多 种 多 样 的 。 可 以 证 明 ， 下 面 给 出 的 一 族 式 子 
都 满足 上 述 的 3 个 条 件 。 


玫 1/P 
= ( 袜 i= 站 ,=12…, 且 llzlle = 妇 伍 12 (2 航 


这 里 用 到 了 向 量 范 数 的 记号 llz|lp。 
和 矩阵 的 范 数 定 义 比 向 量 的 稍 复杂 一 些 ， 其 数学 定义 为 : 对 于 任意 的 非 零 向 量 >， 和 拢 阵 
4 的 范 数 为 


Eap 4.2-5 
了 人 
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和 向 量 的 范 数 一 样 ， 对 和 矩阵 来 说 也 有 常用 的 范 数 定义 方法 


14ih = 遇 汪 ， 中 实 oh 14ll = Vsmax(474), 14|== 下 9 (42-6) 
放 1 
其 中 ，s(X) 为 X 矩阵 的 特征 值 ， 而 smax(4TA) 为 74 矩阵 的 最 大 特征 值 。 事 实 
上 ，||4ll。 还 等 于 4 矩阵 的 最 大 奇异 值 。 
MATLAB 提供 了 求 取 和 矩阵 范 数 的 函数 aora() ， 人 允许 求 各 种 意义 下 的 矩阵 范 数 。 该 

函数 的 调用 格式 为 

，N=norm( 难 ) ， 求解 默认 的 ll4alz 

N=norm(A， 选 项 ) ”选项 可 以 为 12 等 ， 具 体 见 表 和 1- 


表 4-1 和 拢 阵 范 数 函数 的 选项 表 










意义 及 算法 
和 矩阵 的 最 大 奇异 值 ， 即 | Al 

与 默认 调用 方式 相同 ， 即 外 4|l> 
矩阵 的 1- 范 数 ， 即 | 4 中 





Tnt 或 ,ingfy 矩阵 的 无 穷 范 数 ， 即 ||4ll 
itro 和 矩阵 的 Frobinius 范 数 ， 即 14llr = V > (ATA)u 
数值 忆 对 向 量 可 取 任何 整数 ， 而 对 矩阵 只 可 取 1, 2, tnt 或 ,froy 


只 可 用 于 向 量 ，||4||-。 = min(| 志 |) 


这 样 ， 例 4.7 中 矩阵 4 的 各 种 范 数 可 以 由 下 面 的 MATLAB 函数 直接 求 出 。 
>> hA=[16 23 13;511108;97612;41415 绍 ; 
[norm(A) ，norm(A,2) ，norm(A,1) ，norm(A,Inf)，norm(A, fro?)] 


angs = 
34.0000 ”34.0000 34.0000 34.0000 38.6782 

这 里 有 两 点 值得 注意 ， 首 先 norm(4)》 和 norm(4,2) 应 该 给 出 同样 的 结果 ， 因 
为 它们 都 表示 ||4||y， 其 次 因为 巧合 ， 在 这 个 例子 中 ,||4ll =: 中 4ll-。 但 一 般 情 况 
下 ，||4lh = 14 不 一 定 能 满足 。 

遗憾 的 是 ， 符 号 运算 工具 箱 中 未 提供 norm() 函数 。 故 若 需 要 求解 数值 矩阵 的 范 数 ， 
应 该 先 将 矩阵 用 double() 函数 转换 成 双 精 度数 值 窍 阵 ， 然 后 再 调用 数值 矩阵 的 norm() 
函数 。 
4.2.1.5 特征 多 项 式 

引入 算 子 s， 并 构造 一 个 矩阵 sT-- 4， 再 求 出 该 矩阵 的 行列 式 ， 则 可 以 得 出 一 个 关于 
算 子 * 的 多 项 式 


Ce) = det(sT 一 4) 王 品 二 clsn 十 十 cn-15 十 Cn (4-2-7) 
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这 样 的 多 项 式 C(s) 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 。 其 中 ， 系 数 ci = 1,2,…… ,mm 称 为 矩阵 的 
特征 多 项 式 系数 。 
MATLAB 提供 了 求 取 和 矩阵 特征 多 项 式 系数 的 函数 poly() ， 该 函数 的 调用 格式 为 
C=poly(4) 
返回 的 C 为 一 个 行 向 量 ， 其 各 个 分 量 为 矩阵 4 的 降 寡 排列 的 特征 多 项 式 系数 。 该 函数 的 
另外 一 种 调用 格式 是 ， 如 果 给 定 的 4 为 向 量 ， 则 假定 该 向 量 是 一 个 矩阵 的 特征 根 ， 由 此 
求 出 该 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 ， 如 果 向 量 4 中 有 无 穷 大 或 NaN 值 ， 则 首先 剔除 它 ， 再 计 
算 特 征 多 项 式 的 系数 。 
值得 指出 的 是 ， 如 果 4 为 符号 矩阵 ， 该 函数 仍然 适用 ， 但 得 出 的 不 是 系数 向 量 ， 而 
是 多 项 式 的 数学 表达 式 本 身 。 
【 例 4-11】 试 求 出 例 47 中 给 出 的 A 答 阵 的 特征 多 项 式 。 
【求解 〗 可 以 通过 下 面 的 Poly() 函数 直接 求 出 该 短 阵 的 特征 多 项 式 。 
>> A=[16 2 3 13; 511 108;97612;414151]; 
Poly(A) 
ans = 
1.0e+003 
0.0010 “ -0.0340 -0.0800 2.7200 -0.0000 
用 符号 运算 工具 箱 中 的 poly() 函数 同样 可 以 求 出 给 阵 的 特征 多 项 式 。 
>> A=sym(A) ; Poly(A) 
ans = 
X“4-34*X~“3-80*X ~2+2720*+X 
在 实际 应 用 中 还 有 其 他 简单 的 数值 方法 可 以 精确 地 求 出 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 。 例 
如 ， 下 面 给 出 的 Fadeev-Fadeeva 递 推算 法 也 可 以 求 出 矩阵 的 特征 多 项 式 。 


1 
人 ck 一 一 Ktr(4Re)， 大 一 12 (42.8) 


瓦 ; = 也 Ri = AR -1I 二 ck-1T， 大 一 2 


该 算法 首先 给 出 一 个 单位 阵 [， 并 将 之 赋 给 瓦 ; ， 然 后 对 每 个 上 的 值 分 别 求 出 特征 多 
项 式 参数 ， 并 更 新 玉 k 矩阵 ， 最 终 得 出 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 cs。 该 算法 可 以 直接 由 下 面 
的 MATLAB 语句 编写 一 个 polyi() 函数 实现 - 


function c=poly1(A) 
[nr,nc]=size(A); 
放 nc==nr % 给 出 若 为 方 阵 ， 则 用 Fadeev-Fadeeva 算法 求 特征 多 项 式 
IT=eye(nc); R=I; c=[1 zeros(1,nc)]; 
for k=1l:nc，c(k+1)=-1/k*trace(A+R) ; R=As#R+C(k+1)# 工 ; 
end 
elseif (nr==1 | nc==1) % 给 出 为 向 量 时 ， 构 造 矩 阵 
A=A(isfinite(A)); n=length(A); 人 除去 非 数 或 无 界 的 特征 根 
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c = [1 zeros(1,n)]; 
for j=1:n 
c(2: (j+l))=c(2: (j+1))-A(j) .rc(1:j); 
end 
else “ 勾 参数 有 误 则 给 出 错误 信息 
error('Argument must be a vector or a square matrix.?) 


end 


调用 新 的 Poly1() 函数 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 精确 结果 。 
>> poly1(A) 
ang = 
1 -34 -80 2720 0 

【 例 4-12】 试 推导 出 向 量 召 = [al,aa,aaa4,as] 对 应 的 Vandermonde 天 阵 的 特征 多 项 式 。 
【求解 】〗 可 以 用 4=vander( 瑟 ) 函数 构造 一 个 Vandermonde 短 阵 4， 这 样 就 能 用 poly(A) 函数 
获得 该 给 阵 的 特征 多 项 式 。 

>> syms al a2 a3 a4 a5 xi A=vander([al a2 a3 a4 a5]); 

collect(Poly(A) ,x) % 按 并 合并 同类 项 ， 化 简 多 项 式 


该 纸 阵 的 特征 多 项 式 数 学 表示 为 
det(4) = z5 + (-as -al 一 as)zt + (asal + asal +asas 一 2a3 一 2a3 一 o 一 a3)z3+ 
(agoal + agas + aias +a2as + a3as - aasalas -- 2azasad + azal 一 2azaaas 十 2ag + ag)z2+ 
(-3aiasas ++a3a3g +a4 一 agal +aia3 + 2azagos -ago+3)7 一 0 
4.2.1.6 ”矩阵 多 项 式 的 求解 
和 矩阵 多 项 式 的 数学 形式 为 


妃 =al4" +az4n-1 十 … 十 an 十 an+HT (4-2-9) 


其 中 ，4 为 一 个 给 定 矩 阵 ， 工 为 和 4 同 阶 次 的 单位 矩阵 ， 这 时 返回 的 矩阵 吾 为 矩阵 多 项 
式 的 值 。 矩 阵 多 项 式 的 值 在 MATLAB 语言 环境 中 可 以 由 polyvalm() 函数 求 出 ， 该 函数 
的 调用 格式 为 
互 =polyvalm(a,4) 
其 中 ，a 为 多 项 式 系数 降 寡 排列 构成 的 向 量 ， 即 a=[alyaz,… ,an;an+1l]。 
相应 地 ， 还 可 以 按 点 运算 的 方式 定义 一 种 多 项 式 运算 为 


C= aiz. mn 二 aaz. (mn 一 下 二 :二 十 本 本 (4-2-10) 


这 时 ， 德 阵 C 可 以 由 下 面 的 语句 直接 计算 出 来 。 
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若 由 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 给 出 多 项 式 p， 则 可 以 调用 subs() 函数 求 出 点 运 
算 意义 下 的 多 项 式 的 值 。 该 函数 在 此 问题 上 的 具体 调用 格式 为 
C=subs(p,s,z) 
【 例 4-13 】Cayley-Hamilton 定理 是 矩阵 理论 中 的 一 个 比较 重要 的 定理 ， 其 内 容 为 : 若 给 阵 人 的 
特征 多 项 式 为 
j(s) = det(sT 一 4) = aisn" 十 azsn-1 十 .… 十 ans 十 an+1 (4-2-11) 
则 有 (4) = 0， 亦 即 
an +az4n" -1 十 … 十 an4+an+tT=0 (4-2-12) 


假设 矩阵 4 为 Vandermonde 短 阵 ， 试 验证 其 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 
【求解 】 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 和 白 来 验证 Cayley-Hamilton 定理 。 
>> A=vander([1234567]) 


A = 
1 本 1 1 二 工 工 
64 32 16 8 4 2 1 
729 243 81 27 9 3 工 
4096 1024 256 64 16 全 1 
15625 3125 625 125 25 5 包 
46656 7776 1296 216 36 6 于 
117649 16807 2401 343 49 了 工 


>> aa=poly(A) ; B=polyvalm(aa，A) ; morm(B) 
ans = 
2.188659936727728e+006 
由 于 使 用 的 Poly() 函数 会 产生 一 定 的 误差 ， 而 该 误差 在 纸 阵 多 项 式 求解 中 导致 了 巨大 的 误 
差 ， 从 而 得 出 错误 结论 。 由 此 看 来 ，Poly() 函数 的 误差 有 时 是 不 可 息 略 的 。 如 果 把 上 面 语句 中 的 
poly() 函数 用 前 面 编写 的 poly1() 函数 代替 ， 则 可 以 得 出 如 下 结果 : 
>> aal=polyl(A); Bl=polyvalm(aal，A); norm(B1) 
ans = 
0 
可 见 ， 由 此 得 出 的 至 短 阵 就 会 完全 等 于 0， 故 该 短 阵 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 
4.2.1.7 符号 多 项 式 与 数值 多 项 式 的 转换 
若 已 知 数值 多 项 式 系数 构成 的 向 量 己 = [al ,aa,… ,an+i] ， 则 可 以 通过 符号 运算 工具 
箱 提供 的 poly2sym() 函数 转换 成 多 项 式 表示 。 若 已 知 多 项 式 的 符号 表达 式 ， 则 可 以 由 
sym2poly() 明证 这 两 个 函数 的 调用 格式 都 是 很 简单 的 : 
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【求解 〗 该 多 项 式 可 以 用 两 种 形式 先 定义 出 来 。 例 如 ， 可 以 用 数值 形式 先 定 义 之 ， 则 可 以 用 相应 
的 方式 将 其 转换 成 符号 型 的 多 项 式 。 


>> P=[1 23456]; 先 由 系数 按 降 里 顺序 排列 表示 多 项 式 
f=poly2sym(P,v:) 久 以 U 为 算 子 表示 多 项 式 
下 


V~5+2*+V~4+3+V“3+4+V “2+5*+V+6 


显然 ， 另 一 种 方法 是 需要 先 表 示 符 号 形式 的 多 项 式 ， 然 后 用 转换 函数 将 其 转换 成 数值 形式 。 
>> P=sym2poly(f)  % 转换 成 数值 形式 的 多 项 式 
P = 
2 3 4 5 6 


4.2.2 ， 道 矩阵 与 广义 逆 重 阵 
4.2.2.1 ”和 矩阵 的 逆 矩 阵 
对 一 个 已 知 的 nx 非 奇异 方 阵 4 来 说 ， 如 果 有 一 个 同样 大 小 的 C 矩阵 满足 


4C=C4=T (4-2-13) 


式 中 工 为 单位 阵 ， 则 称 C 和 矩阵 为 4 矩阵 的 逆 和 矩阵， 并 记 作 C = 4-:。 
MATLAB 语言 中 提供 了 inv() 函数 ， 可 以 直接 用 来 求 取 矩 阵 的 逆 矩 阵 ， 亦 即 
CO=inv(4) 
该 函数 同样 适用 于 符号 变量 构成 的 矩阵 的 求 逆 。 
【 例 4-15】 试 求 取 Hilbert 短 阵 的 北 答 阵 。 
【求解 】 考虑 4x4 Hilbert 答 阵 ， 调 用 MATLAB 的 短 阵 求 北 函 数 inv()， 则 可 以 立即 得 出 该 瞪 阵 
的 逆 短 阵 来 。 
>> format long; H=hilb(4); Hl=invCH) 
ans = 
1.0e+003 帮 
0.01600000000000 -0.11999999999999 “0.23999999999998 -0.13999999999999 
-0.11999999999999 “1.19999999999990 -2.69999999999976 ”1 工 .67999999999984 
0.23999999999998 -2.69999999999976 ”6.47999999999940 -4.19999999999961 
-0.13999999999999 “1.67999999999984 “-4.19999999999961 “2.79999999999974 
这 里 还 可 以 应 用 MATLAB 的 语句 来 检验 得 出 的 递 矩 阵 是 否 特 合 条 件 sj 例如 计算 原 姓 阵 如 
和 求 出 的 北 撼 阵 再 1 之 积 ， 则 
>> H*H1 
ans = 
1.00000000000001 0. 00000000000023 -0.00000000000045 ”0.00000000000023 
0.00000000000001 ”1.00000000000011 -0.00000000000011 0.00000000000011 
0.00000000000001 0 .00000000000011 0 


4.2 拖 阵 基本 分 析 99 





0.00000000000000 ”0.00000000000011 -0.00000000000011 ”1.00000000000011 
二 者 之 积 应 该 为 单位 阵 ， 但 实际 上 这 样 的 积 有 点 误差 。 对 大 规模 给 阵 来 说 ， 如 果 用 上 述 的 检 
验方 法 显得 太 麻烦 ， 所 以 可 以 将 结果 减 去 一 个 单位 阵 ， 对 其 误差 用 求 范 数 的 方法 ， 对 得 出 的 给 阵 
进行 检验 ， 如 果 误 差 矩 阵 的 范 数 是 一 个 微小 的 数 ， 则 可 以 接受 得 出 的 逆 答 阵 ， 否 则 应 该 认为 其 不 
正确 。 对 这 个 例子 来 说 ， 可 以 计算 出 误差 的 范 数 为 
>> norm(H*inv(B)-eye(size(H))) 
angs = 
6.235798190375727e-013 
从 结果 看 ， 此 误差 虽然 未 小 于 MATLAB 短 阵 运算 的 一 般 误差 (10-15 ~ 10-16 级 )， 但 还 是 比较 小 
的 ， 因 此 可 以 接受 得 出 的 北 矩 阵 。 
考虑 到 高 阶 Hilbert 给 阵 接近 于 奇异 答 阵 ， 一 般 不 建议 用 inv() 函数 直接 求解 ， 可 以 采用 
invhilb() 函数 直接 产生 北 答 阵 。 
>> H2=invhilb(4); norm(H*H2-eye(size(H))) 
ans = 
5.684341886080802e-014 ， 
可 见 ， 对 于 低 阶 矩阵， 用 invhilb() 计算 出 来 的 北 短 隆 的 精度 也 显著 改善 了 。 现 在 考虑 
10 x 10 的 Hilbert 短 阵 ， 则 
>> H=hilb(10); Hl=inv(H) ; norm(H*H1-eye(size(H))) 
angs = 
0.00264500826202 
>> H2=invhilb(10); norm(H*H2~eye(size(H))) 
ang = 
1.612897415528547e-005 
这 样 虽然 得 出 的 逆 短 阵 精度 远 高 于 直接 求 递 的 精度 ， 但 还 是 难以 达到 较 高 的 要 求 。 进 一 步 扩 大 给 
阵 的 阶 次 ， 例 如 需要 研究 13 x 13 的 Hilbert 短 阵 ， 则 
>> H=hilb(13); Htl=inv(H) ; norm(H*H1-eye(size(H))) 
Warning: Matrix is close to singular or bad1y scaled. 
Results may be inaccurate. RCOND = 2.339949e-018. 
ang = 
53.23696008570294 
>> H2=invhilb(13) ; norm(H*H2-eye(size(H))) 
ans = 
11.37062973181391 
符号 运算 工具 箱 中 也 对 符号 短 阵 定义 了 inv() 函 教 ， 即 使 对 更 高 阶 的 非 奇 异 答 阵 也 可 以 精确 
求解 出 短 阵 的 北 答 阵 来 。 现 在 先 显示 7x7 了 的 Hilbert 北 短 阵 为 
>> H=sym(hilb(7)); inv(H) 
ans = 
[ 49， -1176， 8820 ， -29400， 48510， -38808 , 12012] 
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[ -1176， 37632， -317520， 1128960， -1940400， .1596672， -504504] 
[ 8820， -317520， 2857680，-10584000， ”18711000， -15717240， 5045040] 
[ -29400， 1128960，-10584000， 40320000， -72765000 ， 62092800，-20180160] 
[ 48510，-1940400， 18711000，-72765000， 133402500，-115259760， 37837800] 
[ -38808， 1596672，-15717240， 62092800，-115259760， 100590336，-33297264] 
[ 12012， -504504， “5045040，-20180160， ”37837800， -33297264， 11099088] 
其 实 ， 用 符号 运算 工具 箱 可 以 求解 出 更 高 阶 Hilbert 短 阵 的 北 矩 阵 。 例 如 ， 求 解 30 阶 天 阵 ， 
可 以 使 用 下 面 的 命令 ， 得 出 精确 的 结果 。 
>> H=sym(hilb(30)); norm(double(H*inv(B)-eye(size(H)))) 
angs = 
0 
【 例 4-16 】 试 对 例 4-7 中 给 出 的 奇异 给 阵 入 求 北 ， 并 观察 用 数值 方法 对 真正 奇异 的 矩阵 求 北 会 发 
生 什么 现象 。 
【求解 〗】 首先 输入 该 短 阵 ， 则 可 以 用 inv() 函数 对 其 求 递 。 
>> A=[16 23 13; 511108;97612;414151]; 
format long; B = inv(A) 
Warning: Matrix is close to singular or bad1y scaled， 
Results may be inaccurate.RCOND = 1.306145e-017. 
5 
1.0e+014 * 
0.93824992236885 ”2.81474976710656 -2.81474976710656 -0.93824992236885 
2.81474976710656 ”8.44424930131968 -8.44424930131968 -2.81474976710656 
-2.81474976710656 -8.44424930131968 ”8.44424930131968 ”2.81474976710656 
-0.93824992236885 -2.81474976710656 ”2.81474976710656 。 0.93824992236885 
“可见 ， 这 时 给 出 一 个 警告 信息 ， 提 示 用 户 该 短 阵 接近 于 奇异 (事实 上 ， 信 给 阵 就 是 一 个 奇异 
矩阵 ， 但 通过 数值 算法 后 得 出 的 是 接近 奇异 的 结论 ) ， 并 提示 得 出 的 逆 给 阵 可 能 是 不 正确 的 ， 最 后 
还 列 出 了 逆 瑜 阵 的 结果 。 如 果 对 上 面 的 结果 进行 验算 ， 会 发 现 误差 很 大 ， 所 以 北 和 给 阵 是 错误 的 。 
>> norm(A*B-eye(size(A))) 
玉 避 有 
1.64081513306419 
事实 上 ， 奇 异 答 阵 根本 不 存在 一 个 相应 的 递 短 阵 ， 能 满足 式 (4.2-13) 中 的 条 件 。 对 这 里 给 出 
的 问题 还 可 以 试用 符号 运算 工具 箱 中 的 函数 ， 但 由 于 短 阵 奇异 ， 故 inv() 函数 也 无 能 为 力 。 
>> A=sym(A); inv(A) 
?3?? Error using ==> sym/inv 
Error，(in inverse) singular matrix 
【 例 4-17】MATLAB 的 短 阵 求 北 函 数 同 样 适用 于 含有 变量 的 短 阵 。 例 如 ， 对 于 下 面 的 Hankel 短 
阵 ， 可 以 轻易 用 inv() 函数 得 出 其 北 短 阵 。 
>> syms al a2 a3 a4; H=hankel([al a2 a3 a4]); inv(H) 
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[ 0， 0， 0， 1/a4] 

[ 0， 0， 1/a4， -1/a4"2*a3] 

[ 0， 1/a4， -1/a4-2+a3， -1/a4~3* (a2+a4-a3“2)] 

[ 1l/a4，-1/a4-2*a3，-1/a4~3*+(a2+a4-a3-2) ，-(al+a4~2-2+a2*+a3+a4+a3~3)/a4~4] 
4.2.2.2 矩阵 的 广义 逆 


前 面 已 经 介绍 过 ， 即 使 用 解析 解 求解 的 符号 运算 工具 箱 对 奇异 矩阵 的 求 着 也 是 无 能 
为 力 的 ， 因 为 其 逆 矩 阵 根 本 不 存在 。 另 外 ， 长 方形 的 矩阵 有 时 也 会 涉及 到 求 逆 的 问题 ， 
这 样 就 需要 定义 一 种 新 的 “ 逆 和 矩阵”。 对 于 要 研究 的 矩阵 4， 如 果 存 在 一 个 矩阵 N， 它 
满足 

4N4= 人 4 (4-2-14) 


则 m 矩阵 称 为 4 的 广义 逆 矩 阵 ， 记 作 N = 4-。 如 果 4 矩阵 是 一 个 mn x mm 的 长 方形 矩 
阵 ， 则 六 矩阵 为 m x 阶 和 矩阵。 满足 这 一 条 件 的 广义 逆 矩 阵 有 无 穷 多 个 。 
定义 下 面 的 范 数 最 小 化 指标 为 


min|l4z 一 如 | (4-2-15) 
则 可 以 证 明 ， 对 于 一 个 给 定 的 矩阵 4， 存 在 一 个 惟一 的 矩阵 M 使 得 下 面 的 3 个 条 件 同时 
成 立 。 
DA4M4=4 
@M4M = M 


图 4M 与 MA4 均 为 Hermite 对 称 矩 阵 

这 样 的 矩阵 M 称 为 矩阵 4 的 Moore-Penrose 广义 逆 矩 阵 ， 记 作 M = 4+。 从 上 面 
的 3 个 条 件 中 可 以 看 出 ， 第 一 个 条 件 和 一 般 广 义 逆 的 定义 也 是 一 样 的 ， 所 不 同 的 是 它 还 
要 求 满足 第 二 个 和 第 三 个 条 件 ， 这 样 就 会 得 出 惟一 的 广义 逆 矩 阵 了 。 

MATLAB 提供 了 求 取 和 矩阵 Moore-Penrose 广义 道 的 函数 pinv()。 该 函数 的 调用 格 
式 为 





其 中 ，e 为 判 0 ， 如 果 省 略 此 参数 ， 则 判 0 用 误差 限 选用 机 器 的 精度 eps， 这 时 
将 返回 4 的 Moore-Penrose 广义 逆 矩 阵 RM。 如 果 4 拢 阵 为 非 奇异 方 阵 ， 则 该 函数 得 出 
的 结果 就 是 矩阵 的 逆 阵 ， 但 这 样 求解 的 速度 将 明显 慢 于 inv() 函数 。 


【 例 418】 考 虑 例 47 中 给 出 的 奇异 答 阵 全， 例 本 16 中 用 特 号 运算 工具 箱 中 inv() 函 教 仍 不 能 著 
得 问题 的 解析 解 ， 因 为 解析 解 不 存在 。 所 以 这 里 将 考虑 Moore-Penrose 广义 着 拭 阵 的 求解 。 
>> A=[16 2 3 13; 511108;97612;41415134; 
B=pinv(A) 
站 党 
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0.10110294117647 
~0.03639705882353 
0.01360294117647 
-0.04889705882353 


-0.07389705882353 
0.03860294117647 
-0.01139705882353 
0.07610294117647 


-0.06139705882353 
0.02610294117647 
-0.02389705882353 
0.08860294117647 


0.06360294117647 
0.00110294117647 
0.05110294117647 
-0.08639705882353 


从 得 出 的 结果 可 见 ， 这 时 至 短 阵 的 值 就 没有 例 416 那么 悬殊 了 。44+ 的 结果 如 下 : 


>> A*B 

ang = 
0.95000000000000 
~0.15000000000000 
0.15000000000000 
0.05000000000000 


-0.15000000000000 
0.55000000000000 
0.45000000000000 
0.15000000000000 


0.15000000000000 
0.45000000000000 
0.55000000000000 
-0.15000000000000 


0.05000000000000 
0.15000000000000 
-0.15000000000000 
0.95000000000000 


这 个 结果 就 不 再 是 单位 阵 了 ， 因 为 不 存在 一 个 + 能 使 它 成 为 单位 阵 。 这 样 得 出 的 + 应 该 能 使 
得 式 (4-2-15) 中 的 范 数 取 和 最 小 值 。 现 在 检验 Moore-Penrose 广义 北 的 3 个 条 件 如 下 
>> norm( 人 A* 阳 本 人 -从 ) 
ang = 一 
3.492484053793607e-014 
>> norm(B+A*B-B) 
ans = 
1.142683874961994e-016 
>> [norm(A*B-(A*B) ) ，norm(B*A-(B+A) ?)] 
ans = 
1 .0e-014 * 
0.13532272028157 ”0.17379885003143 
由 此 证 实 得 出 的 递 和 矩 阵 确实 是 原 短 阵 的 Moore-Penrose 广义 北 。 现 在 对 得 出 的 刀 再 求 一 次 
Moore-Penrose 广义 北 ， 则 可 看 出 ，(4+)+ 一 人。 
>> pinv(B) 
ang = 
15.99999999999998 
5.00000000000000 


3.00000000000000 
10.00000000000000 
6.00000000000000 
14.99999999999999 


12.99999999999999 
8.00000000000000 
11.99999999999999 
1.00000000000000 


1.99999999999999 
11 .00000000000000 
8.99999999999998 “6.99999999999999 
4.00000000000000 13.99999999999999 


【 例 4-19】 考 虑 一 个 给 定 的 长 方形 短 阵 


DRT 
4=|13 0 1 42 
-3 -2 -5 8 4 
请 对 该 德 阵 进行 基本 分 析 ， 例 如 获得 答 阵 的 秩 、Moore-Penrose 广义 递 等 ， 并 分 析 得 出 的 广义 逆 


矩阵 性 质 。 
【求解 】 可 以 给 出 下 面 的 语 自 对 该 矩阵 进行 分 析 ， 得 出 给 阵 为 非 满 秩 矩 阵 的 结论 。 
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>> A=[6,1,4,2,1; 3,0,1,4,2; -3,-2,-5,8,4] ; rank(A) 
ans = 
汪 
由 于 A 矩阵 为 奇异 给 阵 ， 所 以 应 该 使 用 pinv() 函 教 求 取 短 阵 的 Moore-Penrose 广义 弟 ， 并 
可 用 通过 下 面 的 检验 语句 对 Moore-Penrose 广义 这 的 条 件 逐 一 验证 ， 证 实 该 广义 北 答 阵 确 实 满足 
条 件 。 


>> iA = pinv(A) % 非 满 秩 短 阵 的 广义 逆 

1A = 
0.07302474062251 0.04130087789306 -0.02214684756584 
0.01077414205906 ”0.00199521149242 -0.01556264964086 
0.04588986432562 ”0.01775738228252 -0.03850758180367 
0.03272146847566 ”0.04309656823623 ”0.06384676775738 
0.01636073423783 ”0.02154828411812 ”0.03192338387869 

>> norm(iA*A+iA-iA) 人 测试 关系 式 4+AA+ 一 A+ 

ans = ， 
1.026361262660782e-016， 

>> norm(A*iA+A-A) % 测试 关系 式 44+A = 人 

angs = 
8.114540715241524e-015 

>> norm(iA+A-A?*iA2) 久 测试 4+A 的 对 称 性 

ans 王 
3.909842920671970e-016 

>> norm(A*iA-iA2#A) 久 测试 AAA+ 的 对 称 性 

ang = 
1.665334536937735e-016 


4.2.3 和 抢 阵 的 特征 值 问题 
4.2.3.1 ”一般 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
对 一 个 矩阵 4 米 说 ， 如 果 存 在 一 个 非 零 的 向 量 =， 且 有 一 个 标量 和 满足 


4z= )z (4-2-16) 


则 称 为 4 矩阵 的 一 个 特征 值 ， 而 = 称 为 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 。 严 格 说 来 ，r 应 
该 称 为 4 的 右 特征 向 量 。 如 果 矩 阵 4 的 特征 值 不 包含 重复 的 值 ， 则 对 应 的 各 个 特征 向 量 
为 线性 无 关 的 ， 这 样 由 各 个 特征 向 量 可 以 构成 一 个 非 奇 异 的 矩阵 。 如 果 用 它 对 原始 矩阵 
作 相 侯 变换 ， 则 可 以 得 出 一 个 对 角 和 矩阵 。 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 由 MATLAB 提供 的 函 
数 eig() 可 以 容易 地 求 出 。 该 函数 的 调用 格式 为 
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,DrugcA 求解 特征 介 生生 疝 
其 中 ，d 特征 值 构成 的 向 量 ， 刀 为 一 个 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 上 的 元 素 为 矩阵 4 的 特 
征 值 ， 而 每 个 特征 值 对 应 的 Y 矩阵 的 列 为 该 特征 值 的 特征 向 量 ， 该 矩阵 是 一 个 满 秩 矩 
阵 。MATLAB 的 矩阵 特征 值 的 结果 满足 4AV = V, 且 每 个 特征 向 量 各 元 素 的 平方 和 
( 即 2 范 数 ) 均 为 1。 如 果 调 用 该 函数 时 只 给 出 一 个 返回 变量 ， 则 将 只 返回 矩阵 4 的 特征 
值 。 即 使 4 为 复数 矩阵 ， 也 照样 可 以 由 eig() 函数 得 出 其 特征 值 与 特征 向 量 矩阵 的 。 

前 面 介 绍 的 矩阵 特征 多 项 式 的 根 和 特征 值 是 同样 的 概念 ， 所 以 若 精确 已 知 矩阵 的 特 
征 多 项 式 系数 ， 则 可 以 调用 roots() 函数 来 计算 矩阵 的 特征 值 。 

和 矩阵 特征 值 的 求解 算法 是 多 种 多 样 的 ， 最 常用 的 有 求解 实 对 称 和 矩阵 特征 值 与 特征 向 
量 的 Jacobi 算法 ， 有 原点 平移 QR. 分 解法 与 两 步 QR 算法 。 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
的 求解 有 许多 标准 的 子 程序 或 程序 库 可 以 直接 调用 ， 如 著名 的 EISPACK 软件 包 fo 名 
等 。MATLAB 中 的 eig() 函数 是 基于 两 步 QR 算法 实现 的 ， 该 函数 也 同样 可 以 求解 复数 
和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 矩 阵 。 当 矩阵 含有 重 特征 根 时 ， 特 征 向 量 矩 阵 可 能 趋 于 奇异 ， 
所 以 在 使 用 此 函数 时 应 该 注意 。 


【 例 4.20】 求 出 例 4.7 中 给 出 的 矩阵 A 的 特征 值 与 特征 向 量 短 阵 。 
【求解 〗 可 以 调用 eig() 函数 直接 获得 短 阵 从 的 特征 值 。 
>> hc[16 2313;511108;97612;414151;eig(A) 
ang = 
33.99999999999999 
8.94427190999916 
-8.94427190999916 
0.00000000000000 
符号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 eig() 函数 ， 理 论 上 可 以 求解 任意 高 阶 答 阵 的 精确 特征 根 ， 对 于 
给 定 的 A 撼 阵 ， 可 以 由 下 面 的 命令 求 出 特征 根 的 精确 解 为 
>> eig(sym(A)) 
ang = 
[ 09] 
t 34] 
[ 4*5~(1/2)] 
[ -4*5~(1/2)] 
如 果 想 求 出 高 精度 的 数值 解 ， 则 可 以 给 出 如 下 命令 
>> vpa(ans,70) 
ang = 
[ 0.] 
[ 34.] 
[8.944271909999158785636694674925104941762473438446102897083588981642084] 
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[ -8.944271909999158785636694674925104941762473438446102897083588981642084] 
对 于 上 面 同 样 的 A 算 阵 ， 可 以 通过 下 面 的 语句 同时 求 出 短 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 为 

>> [v，d] = eig(A) 

呈 泥 
-0.50000000000000 -0.82360679774998 ”0.37639320225002 -0.22360679774998 
-0.50000000000000 ”0.42360679774998 ”0.02360679774998 -0.67082039324994 
-0.50000000000000 “0.02360679774998 ”0.42360679774998 ”0.67082039324994 
-0.50000000000000 ”0.37639320225002 -0.82360679774998 ”0.22360679774998 


d = 
33 .99999999999999 0 0 0 
0 “8.94427190999916 0 0 
0 0 -8.94427190999916 0 
0 0 0 ”0.00000000000000 
同样 ， 用 符号 运算 工具 箱 中 的 eig() 函数 也 可 以 求解 出 特征 值 和 特征 向 重 算 阵 的 解析 解 。 如 
症 
>> [v,d]=eig(sym(A)) 
V = 
[ 5 1，-8*5~(1/2)-17， 8*5~(1/2)-17] 
[ -3， 1， 4*5~(1/2)+9， -4*5~(1/2)+9] 
[ 3， 1， 1， 纪 
[ 1 1， 4*5~(1/2)+7， -4+5~(1/2)+7] 
d = 
0， 0， 0， 二 
[ 0， 34， 0， JJ] 
0， 0， 4*5~(1/2) ， 0] 
人 0， 0， 0， -4*5~(1/2)] 


可 见 ， 在 前 面 的 例子 中 两 次 调用 了 eig() 函数 ， 但 由 于 返回 参数 个 数 不 一 致 ， 所 以 
前 面 的 调用 返回 矩阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 而 后 面 的 调用 只 返回 了 矩阵 4 的 特征 值 而 
不 返回 特征 向 量 和 矩阵。 另外 ， 返 回 特征 值 的 格式 也 因 返 回 变量 个 数 不 同 而 不 同 。 
如 果 一 个 矩阵 包含 重 特征 根 ， 则 理论 上 和 矩阵 Y 将 为 奇异 矩阵 。 但 因为 MATLAB 数 
值 运算 出 现 的 误差 ， 不 一 定 能 精确 计算 出 矩阵 的 重 根 ， 这 样 将 得 出 接近 奇异 的 Y 矩阵 。 
若 想 由 C 或 Fortran 语句 从 最 底层 编程 ， 则 需要 编写 相当 大 的 程序 才 可 以 完成 特征 
值 和 特征 向 量 的 计算 ， 例 如 ，EISPACK43l 中 提供 的 子 程序 源 程序 有 500 多 条 。 


4.2.3.2 ”矩阵 的 广义 特征 向 量 问题 


_ 若 某 矩阵 4 含有 重 特征 根 ， 则 必定 会 使 得 特征 向 量 矩 阵 为 奇异 矩阵 ， 这 会 约束 特征 
向 量 矩阵 的 应 用 。 为 了 保证 特征 向 量 矩阵 非 奇 异 ， 需 要 引入 广义 特征 向 量 的 问题 。 假 设 
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存在 一 个 标量 和 一 个 非 零 向 量 =， 使 得 
4z = 和 Br (42-17) 


成 立 ， 其 中 吾 矩阵 为 对 称 正 定 矩 阵 ， 则 和 称 为 广义 特征 值 ， 而 z 向 量 称 为 广义 特征 向 
量 。MATLAB 还 提供 了 求 取 广义 特征 值 的 方法 。 事 实 上 ， 普 通 的 矩阵 特征 值 问题 可 以 看 
成 是 广义 特征 值 问题 的 一 个 特例 ， 因 为 若 假定 妃 = 工 为 单位 阵 ， 则 式 (4-2-17) 中 的 形式 
可 以 直接 转化 成 普通 矩阵 特征 值 问题 。 
如 果 妃 矩阵 为 一 个 非 奇 异 方 阵 ， 则 上 面 的 方程 可 以 容易 地 转换 成 一 般 矩 阵 吾 -14 的 
特征 值 问题 
也 -14z = Xz (4-2-18) 
即 信 和 z 分 别 为 吾 -14 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 但 一 般 情 况 下 不 能 随便 假设 瑟 阵 为 


非 奇异 的 方 阵 ， 所 以 文献 [31] 中 给 出 了 广义 特征 值 问题 的 QZ 算法 。 在 MATLAB 中 给 出 
的 eig() 函数 可 以 直接 用 来 求 取 和 矩阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 ， 这 时 的 调用 格式 为 


deig(4, 吾 ) 求解 广义 特征 值 





这 一 函数 可 以 直接 得 出 矩阵 的 广 义 特征 值 疝 量 d, 也 可 以 返回 一 个 特征 向 量 矩阵 六 
一 个 对 角 型 特征 值 矩阵 刀 ， 满 足 4AV = 妃 V 刀 。 值 得 指出 的 是 ， 该 函数 可 以 求解 互 矩 
阵 困 噶 志 了 时 的 广义 特征 人 问题 
【 例 421 】 假 设 给 出 如 下 的 短 阵 











和 2 6 -1 -3 
710 8 7 5 -1 2 3 
4=|6es 10 9| 5B=-|-s -4 1 10 
5 7 9 10 5 -3 8 


请 求 出 4, 刀 给 阵 的 广义 特征 值 与 特征 向 量 短 阵 。 
【求解 〗】 使 用 下 列 命令 可 以 求 出 短 阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 。 
>> A=[5,7,6,5; 7,10,8,7; 6,8,10,9; 5,7,9,10]; 
B=[2,6,-1,-2; 5,-1,2,3; -3,-4,1,10; 5,-2,-3,8]; 
[V，D] = eig(A，B) 
V = 
0.2224 - 0.0000i 0.5157 - 0.0188i -0.0188 + 0.51571 0.8328 + 0.0000i 
0.5985 - 0.0000i -0.1244 + 0.1375i 0.1375 - 0.1244i -0.5072 + 0.0000i 
0.4800 - 0.0000i -0.3400 - 0.5588i -0.5588 - 0.34001 -0:1929 - 0.0000i 
0.6016 - 0.0000i 0.0603 + 0.5175i1 0.5175 + 0.06031 0.1098 + 0.0000i 
D = 
4.7564 + 0.0000i 0 0 0 
0 0.0471 + 0.1750i 0 0 
0 0 0.0471 一 041750i 0 
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0 0 0 -0.0037 
>> norm(A*V-B+V*+D) 
ans = 
1.5783e-014 
再 考虑 媚 矩阵 奇异 的 情形 。 例 如 ， 媚 给 阵 为 4x 4 魔方 给 阵 ， 即 妃 =magic(4) ， 则 可 以 用 下 
面 的 MATLAB 语句 计算 出 (4, 刀 ) 短 阵 的 广义 特征 值 为 
>> B=magic(4); eig(A,B) 
ang = 
0.91539141931817 
0.00096432883641 
-0.14118127158429 
Inf 
符号 运算 工具 箱 中 的 eig() 函数 不 支持 广义 特征 值 的 运算 。 


4.3 德 阵 的 基本 变换 
4.3.1 和 抢 阵 的 相似 变换 与 正 交 和 矩阵 


对 某 方 阵 4 来 说 ， 如 果 存 在 一 个 非 奇异 的 妃 矩阵 ， 则 可 以 通过 下 面 的 方式 对 原 4 
矩阵 进行 变换 。 
天 = 也 -14 刀 (4-3-1) 


这 样 的 变换 称 为 相似 变换 ， 而 瑟 称 为 相似 变换 矩阵 。 相 似 变换 后 ， 大 矩阵 的 秩 \ 迹 、 行 
列 式 和 特征 值 等 均 不 发 生变 化 ， 其 值 和 4 矩阵 完全 一 致 。 通 过 适当 选择 变换 矩阵 五 ， 就 
能 有 目的 地 将 任意 给 定 的 4 矩阵 相似 变换 成 特殊 的 矩阵 表示 形式 ， 而 不 改变 原来 1 的 重 
要 性 质 。 

对 于 一 类 特殊 的 相似 变换 矩阵 开 ， 如 果 它 本 身 满足 -: = T" 其 中 开 " 为 了 的 
Hermite 共 权 转 置 和 矩阵 ， 则 称 工 为 正 交 和 矩阵 ， 六 将 之 记 为 Q = T; 可 见 ， 正 交 矩 阵 @ 满 
足 条 件 


QQ=T 且 QQ = (43-2) 


其 中 , 工 为 mxm 的 单位 阵 。 
MATLAB 中 提供 了 求 取 正 交 和 矩阵 的 函数 orth() ， 该 函数 的 调用 格式 为 
Q=orth(4) 
该 函数 能 求 出 4 矩阵 的 正 交 基 矩阵 Q。 若 4 为 非 奇异 矩阵 ， 则 得 出 的 正 交 基 矩阵 Q 满 
足 式 (4-3-2) 的 条 件 。 若 4 为 奇异 矩阵 ， 则 得 出 的 矩阵 Q 的 列 数 即 为 4 矩阵 的 秩 ， 且 满 
足 QrQ = TI 而 不 满足 QQ = 工 
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【 例 4.22】 求 出 下 面 给 出 的 4 矩阵 的 正 交 短 阵 。 


aa o 


3 
全 
9 
8 


【求解 】 一 个 已 知 答 阵 的 正 交 答 阵 可 以 用 orth() 函数 直接 得 出 ， 并 可 以 验证 满足 正 交 答 阵 的 性 
质 。 
>> A=[5,9,8,3; 0,3,2,4; 2,3,5,9; 3,4,5,8]; 
Q=orth(A) 
Q = 
-0.61967134014030 ”0.77381388090439 -0.02618727464494 -0.12858357039325 
-0.25484757692751 -0.15505965525406 ”0.94903028305249 ”0.10173857526022 
-0.51978106566308 -0.52982004408860 -0.15628278874693 -0.65168554886662 
-0.52998847772481 -0.31057897854511 -0.27245447039361 ”0.74055484140430 
>> norm(Q:*Q-eye(4)) 
ang = 
4.639540927399602e-016 
>> norm(Q*Q-eye(4)) 
ang8 二 
4.926988676171614e-016 
【 例 4-23 】 重 新 考虑 例 47 中 给 出 的 奇异 纸 阵 入 ， 试 求 出 其 正 交 基 短 阵 ， 并 验证 其 性 质 。 
【求解 〗 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语 白 求 取 并 检验 其 正 交 基 答 阵 。 注 意 ， 因 为 人 为 奇异 给 阵 ， 
故 得 出 的 @@ 为 长 方形 短 阵 。 
>> Ah=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1]; 
q=orth(A) 
9 = 
-0.50000000000000 ”0.67082039324994 。 0.50000000000000 
-0.50000000000000 -0.22360679774998 -0.50000000000000 
-0.50000000000000 “0.22360679774998 -0.50000000000000 
-0.50000000000000 -0.67082039324994 ”0.50000000000000 
>> norm(Q'*Q-eye(3)) 
angs = 
1.014021488513403e-015 


4.3.2 和 抢 阵 的 三 角 分 解 和 Cholesky 分 解 


4.3.2.1 “一般 矩阵 的 三 角 分 解 
和 抢 阵 的 三 角 分 解 又 称 为 LU 分 解 ， 它 的 目的 是 将 一 个 矩阵 分 解 成 一 个 下 三 角 和 矩阵 开 
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和 一 个 上 三 角 和 矩阵 UV 的 乘积 ， 亦 即 4 = ZU, 其 中 工 和 U 矩阵 可 以 分 别 写成 


is 5 
于 三 : 二 人 二 二 : (433) 
汪汪 aa 
由 这 两 个 矩阵 可 以 简单 地 写 出 一 个 矩阵 4R, 其 中 
WII 2 …” Un 
| (4-3-) 
吃 臣 an 
这 样 产 生 的 矩阵 与 原来 的 A 矩阵 的 关系 可 以 写成 
al11 三 Vll， Q12 一 12， aln 三 Win 
ao21 = la2ltu11， aq22 一 121V12 十 22， an = 12ltln 十 Wan 
， 、 (43-5) 
anl = Inlull， an2 一 fnlt12 十 In2tu22，…” amn 一 蕊 msn 十 tmn 
二 1 
由 式 (4-3-5) 可 以 立即 得 出 求 取 与 和 ui 的 递 推 计算 公式 
,- 呈 
三 = 一 所 一， (< 让 及 同 =oij 一 到 ww 6 ) > 让 (4-3-6) 
该 公式 的 递 推 初 值 为 
ai 二 2 (4-3-7) 


注意 ， 在 上 述 的 算法 中 并 未 对 主 元 素 进 行 任何 选取 ， 因 此 该 算法 并 不 一 定数 值 稳 
定 ， 因 为 在 运算 过 程 中 0 或 很 小 的 数值 可 能 被 用 作 除 数 。 在 MATLAB 中 也 给 出 了 基于 主 
元 素 的 矩阵 LU 分 解 函数 lu() ， 该 函数 的 调用 格式 为 





其 中 ， 研 , U 分 别 为 变换 后 的 MATLAB 的 lu() 函数 中 考虑 了 
主 元 素 选取 的 问题 ， 所 以 该 函数 一 般 会 给 出 可 靠 的 结果 。 由 该 函数 得 出 的 下 三 角 和 矩阵 二 
并 不 一 定 是 一 个 真正 的 下 三 角 矩 阵 ， 因 为 选取 它 可 能 进行 了 一 些 元 素 行 的 交换 ， 这 样 主 
对 角 线 的 元 素 可 能 不 是 1, 而 在 矩阵 工 内 存在 一 个 惟一 的 如 式 (4-2-1) 中 定义 的 置换 ， 其 
各 个 元 素 的 值 均 是 1。 如 果 想 获得 有 关 换行 信息 ， 则 可 以 由 后 一 种 格式 调用 lu() 函数 ， 
这 时 己 为 单位 阵 变换 出 的 置换 矩阵 ，4 矩阵 可 以 分 解 成 4 三 已 LU。 
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【 例 4-24】 再 考虑 例 47 中 短 阵 的 LU 分 解 问题 。 分 别 用 两 种 方法 调用 MATLAB 中 的 lu() 函 
数 ， 则 可 以 得 出 的 不 同 结果 。 
【求解 〗 先 输入 A 短 阵 ， 并 求 出 三 角 分 解 短 阵 。 
>> A=[16 2 3 13; 511108;97612;414151]; 
[L1,Ut]=luCA) 
L1 = 
1.00000000000000 0 0 0 
0.31250000000000 ”0.76851851851852 。 1.00000000000000 0 
0.56250000000000 “0.43518518518519 ”1.00000000000000 1.00000000000000 
0.25000000000000 ”1.00000000000000 0 0 
U1 = 
16 .00000000000000 ”2.00000000000000 ”3.00000000000000 13.00000000000000 
0 13.50000000000000 14.25000000000000 -2.25000000000000 
0 0 -1.88888888888889 ”5.66666666666667 
0 0 0 0.00000000000000 
可 见 ， 这 样 得 出 的 也 1 天 阵 并 非 下 三 角 矩阵 ， 这 是 因为 在 分 解 过 程 中 采用 了 主 元 素 交换 的 方法 。 现 
在 考虑 lu() 函数 的 另 一 种 调用 方法 。 
>> [L，U,，P] = lu(A) 


L = 
1.00000000000000 0 0 0 
0.25000000000000 “1.00000000000000 0 0 
0.31250000000000 ”0.76851851851852 ”1.00000000000000 0 
0.56250000000000 ”0.43518518518519 ”1.00000000000000 “1.00000000000000 
U = 


16.00000000000000 ”2.00000000000000 “3.00000000000000 13.00000000000000 
0 13.50000000000000 14.25000000000000 -2.25000000000000 
0 0 -1.88888888888889 “5.66666666666667 
0 0 0 0.00000000000000 


于 0 0 
0 0 0 
0 入 0 


吕 onm o 


0 0 工 
注意 ， 这 里 得 出 的 媚 矩阵 不 是 一 个 单位 短 阵 ， 而 是 单位 短 阵 的 置换 矩阵 。 结 合 得 出 的 工 ; 矩 
阵 可 以 看 出 ， 媚 短 阵 的 pz,4 一 1， 表 明 需 要 将 厂 1 超 阵 的 第 生 行 换 到 第 2 行 ，pa2 = pa 一 1 表明 
需要 将 也: 的 第 2 行 换 至 第 3 行 ， 将 原 第 3 行 换 至 第 4 行 ， 这 样 就 可 以 得 出 一 个 真正 的 下 三 角 多 阵 
到了。 将 已, 了, UJ 代入 并 检验 ， 可 以 精确 地 还 原 入 矩阵 。 
>> inv(P)*L*U 
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4 14 15 工 
4.3.2.2 ”对 称 矩 阵 的 三 角 分 解 一 Cholesky 分 解 


如 果 4 为 对 称 和 矩阵 ， 利 用 对 称 矩阵 的 特点 则 可 以 用 LU 分 解 的 方法 对 之 进行 分 解 ， 
这 样 可 以 将 原来 矩阵 4 分 解 成 


dl dl dl … ”di 
4 DrD= dl d22 da … ”dd (3.8) 
dl dm …， dr dm 


如 果 利 用 对 称 矩 阵 的 性 质 ， 则 LU 分 解 可 以 简化 成 


了 -1 
记 1 一 dxdik 
梧 二 ， oa 冯 = 一 晤 一 ,6< (43-9) 


该 分 解 算法 又 称 为 对 称 矩阵 是 Cholesky 分 解 算法 。 
MATLAB 提供 了 chol() 函数 来 求 取 和 矩阵 的 Cholesky 分 解 矩 阵 刀 ， 其 结果 为 一 个 
下 三 角 和 矩阵。 该 函数 的 调用 格式 为 
万 = chol(4) 


【 例 4.25】 考 虑 一 个 对 称 的 4 阶 久 答 阵 


2 
多 
4= 0 


四 口 提 四 





[EST> 





已 巴 避 请 


9 


用 下 面 的 语 自 可 以 对 之 进行 Cholesky 分 解 ， 得 出 刀 短 阵 。 

>> A=[9,3,4,2; 3,6,0,7; 4,0,6,0; 2,7,0,9] ; 
D=chol(A) 

D = 

3.00000000000000 “1.00000000000000 ”1.33333333333333 0 .66666666666667 

0 “2.23606797749979 -0.59628479399994 2.83235277149973 

0 0 1.96638416050035 “0.40683810217249 

0 0 0 0.60647843486312 
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4.3.2.3 正定、 正规 矩阵 的 定义 与 判定 


正定 矩阵 是 在 对 称 矩 阵 基础 上 建立 起 来 的 概念 。 在 介绍 该 概念 之 前 ， 先 给 出 主子 行 
列 式 定义 。 假 设 对 称 矩 阵 4 可 以 写成 


all | al2 | al13 | … | aln 
al2  a22 | a23 | … | a2mn 


4=| al3 az ass |… | asn (4-3-10) 








an a2n an … ann 


则 左上 角 的 各 个 子 矩阵 的 行列 式 称 为 主子 行列 式 。 如 果 一 个 对 称 和 矩阵 所 有 的 主子 行列 式 
均 为 正 数 ， 则 称 该 矩阵 为 正定 矩阵 。 

相应 地 ， 可 以 引入 对 称 和 矩阵 的 半 正 定 矩 阵 的 概念 ， 如 果 主 子 行列 式 均 为 非 负 的 数 
值 ， 则 称 为 半 正 定 矩 阵 。MATLAB 的 函数 chol() 还 可 以 用 来 判定 矩阵 的 正定 性 。 该 函 
数 的 另 一 种 调用 格式 为 

[DD,p]=chol(4) 

式 中 对 正定 的 4 矩阵 来 说 ， 返 回 的 p = 0。 所 以 可 以 利用 这 个 性 质 来 判定 一 个 对 称 和 矩阵 是 
否 为 正定 矩阵 。 对 非 正定 矩阵 ， 则 返回 一 个 正 的 p 值 , p-- 1 为 4 和 矩阵 中 正定 的 子 和 矩阵 的 
阶 次,， 亦 即 万 将 为 p - 1) 阶 方 阵 。 


如 果 复 数 方 阵 满足 
4"4=44" (4-3-11) 
则 其 中 4* 为 4 的 Hermite 转 置 ， 亦 即 苍 转 置 ， 这 样 该 矩阵 称 为 正规 矩阵 。 判 定 正规 
和 矩阵 由 定义 可 以 直接 完成 
Dorm( 太 :+*A4-4*r4')<e 


如 果 得 出 的 结果 为 1， 则 4 为 正规 矩阵 。 
【 例 4-.26 】 试 判定 下 面 的 对 称 答 阵 久 是 否 为 正定 答 阵 ， 并 求 出 其 Cholesky 分 解 答 阵 。 


4= 


疡 口 -oo 





间 虽 中 驯 





ET 
避 on 


【求解 】 用 下 面 的 语句 可 以 对 人 短 阵 进行 分 解 ， 得 出 姜 短 阵 ， 并 求 出 正定 的 阶 次 为 2， 从 而 说 明 
该 短 阵 并 非 正定 短 阵 ， 因 为 得 出 的 刀 短 阵 不 满 秩 ， 且 刀 头 0。 
>> A=[7,5,5,8; 5,6,9,7; 5,9,9,0; 8,7,0,1]; 
[D,p]=chol(CA) 
D - 
2.64575131106459 “1.88982236504614 
0 1.55838744494796 


P = 
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3 
>> norm(A*A:-A2+A)<eps 久 判定 正规 矩阵 
ang = 


1 


非 对 称 和 矩阵 也 可 以 调用 chol() 函数 ， 但 结果 是 错误 的 ， 它 将 首先 将 给 定 的 矩阵 强制 
按 上 三 角子 矩阵 转换 成 对 称 和 矩阵 。 在 严格 的 数学 意义 下 ， 非 对 称 和 矩阵 是 没有 Cholesky 分 
解 的 。 


4.3.3 和 所 阵 的 Jordan 变换 


对 含有 重 特征 根 矩阵 4 通常 不 能 直接 分 解 成 对 角 矩 阵 ， 而 用 纯 特征 根 求解 方法 必定 
能 使 矩阵 的 特征 向 量 矩阵 V 含有 若干 相同 的 列 ， 使 得 该 矩阵 为 奇异 矩阵 。 
【 例 4.27】 分 别 用 数值 方法 和 解析 方法 求 出 下 面 答 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 短 阵 。 
-71 -65 -81 -46 
75 89 117 50 
0 4 8 4 
-67 -121 -173 一 58. 
【求解 】 用 MATLAB 语言 中 的 数值 算法 可 以 求 出 该 短 阵 的 特征 根 为 
>> A=[-71,-65,-81,-46; 75,89,117,50; 0,4,8,4; -67,-121,-173,-58] ; 
D=eig(A) “特征 向 量 短 阵 从 略 
D = 
-8.00643327508056 
-7.99999975484467 + 0.00643302994896i 
-7.99999975484467 - 0.00643302994896i 
-7.99356721523009 
其 实 ， 该 给 阵 的 特征 根 为 位 于 -8 的 4 重 根 ， 所 以 用 数值 解 方法 得 出 的 特征 根 有 很 大 的 误 
差 ， 故 在 这 样 的 问题 上 不 适合 采用 数值 算法 。 
如 果 采 用 解析 算法 ， 则 可 以 得 出 如 下 结果 : 
>> [v,d]=eig(sym(A)) 


V = 


4= 


[ 17/8] 
[ -13/8] 
[ 菇 
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可 见 ， 该 给 阵 特 征 根 均 为 8， 为 4 重 根 ， 故 而 得 出 的 特征 向 量 给 阵 实际 上 是 奇异 给 阵 ， 因 为 
4 列 均 相同 ， 所 以 只 保留 了 一 列 。 

由 于 MATLAB 语言 、 其 他 数值 运算 语言 、 软 件 包 本 身 及 数值 算法 的 缺陷 ， 均 在 计算 
内 核 中 使 用 double 型 数据 结构 ， 导 致 对 某 些 有 重 根 和 矩阵 的 计算 中 间 过 程 出 现 误差 ， 所 以 
在 纯 数值 运算 上 将 有 很 大 的 误差 ， 即 使 使 用 现在 最 好 的 数值 运算 方法 ， 如 果 不 突破 双 精 
度 的 数据 结构 也 是 难以 避免 的 。 

为 解决 这 样 的 问题 ， 需 要 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 jordan() 函数 来 分 解 出 Jordan 
标准 型 ， 并 求 出 非 奇 异 的 广义 特征 向 量 和 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 

J=jordan(4) 只 返回 Jordan 矩阵 了 
[VD=jordan(4) 返回 Jordan 矩阵 ， -和 和 六 
有 了 广义 特征 向 量 矩 阵 六 ， 则 Jordan 标准 型 可 以 由 J = TV-L4V 变换 出 来 。 注 
意 ，Jordan 和 矩阵 主 对 角 线 为 矩阵 的 特征 根 ， 次 主 对 角 线 为 1。 
【 例 4-28】 试 对 例 427 中 给 出 的 短 阵 进行 Jordan 分 解 。 
【求解 〗】 符号 天 阵 的 Jordan 分 解 可 以 用 jordan() 函数 直接 进行 分 解 ， 得 出 所 需 的 短 阵 。 
>> A=[-71,-65,-81,-46; 75,89,117,50; 0,4,8,4; -67,-121,-173,-58] ; 
[V,J]=jordan(sym(A)) 


V = 
[ -18496， 2176， -63， 匡 
[ 14144， -800， 75， 0 
[ -8704， 32， 0， 0 
[ 20672， -1504， -67， 0] 
J = 


[-8，1，0，0] 
[ 0 -8，1，0] 
[0，0，-8，1] 
[ 0，0，0， -8] 
这 样 得 出 的 W 短 阵 就 是 满 秩 的 短 阵 了 ， 对 它 求 递 ， 就 可 以 实现 用 普通 数值 运算 难以 实现 的 功 
能 。 该 问题 将 在 后 面 短 阵 函数 的 例子 中 演示 。 
【 例 4-29】 已 知 具 有 复数 特征 根 的 短 阵 人 由 下 式 给 出 ， 


-10 -14 -17 -9 
10 1 18 10 
0 -< 0 0 
-9 -15 -17 -10 


4= 





试 求 出 其 Jordan 分 解 。 
【求解 〗 复数 特征 根 和 矩阵 的 Jordan 标准 型 及 广义 特征 向 量 和 矩阵 问题 也 可 以 由 jordan() 函 教 求 
取 。 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 相应 的 特征 向 量 短 阵 与 Jordan 答 阵 为 

>> A=[-10,-14,-17,-9; 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15,-17,-10]; 
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[V,J]=jordan(sym(CA)) 


V = 
[ -11+2*i，-11-2+i， -5， 23] 
[ 5-5*i， 5+5*#i， 0， -10] 
[ 5， 5， 0， -10] 
[ -6+7*i， -6-7*i， 5， 12] 


[-liyi， 0， 0， 0 
[ 0，-1-1i， 0， 0 
5 
[人 


4.3.4 矩阵 的 奇异 值 分 解 
和 矩阵 的 奇异 值 也 可 以 看 成 是 矩阵 的 一 种 测度 。 对 任意 的 ” x m 矩阵 4 来 说 ， 总 有 


4T4>0 44T >0 (4-3-12) 


且 在 理论 上 有 
rank(4T4) = rank(44T) = rank(4) (4-3-13) 


进一步 可 以 证 明 ，AT4 与 44T 有 相同 的 非 负 特征 值 Ni, 在 数学 上 把 这 些 非 负 的 特 
征 值 的 平方 根 称 作 和 矩阵 4 的 奇异 值 ， 记 ci(4) = WN(A4T4)。 
【 例 4-30】 现 在 考虑 一 个 演示 例子 ， 假 设 短 阵 入 为 


1 1 
4=|z 0 
0 上 


其 中 性 = 5epe， 试 根据 式 (43-13) 求 取 太夫 阵 的 秩 。 
【求解 〗 显然 ，A 短 阵 的 秩 为 2。 用 MATLAB 运算 也 将 得 出 同样 的 结论 。 

>> A=[1 1; 5*eps,0; 0,5*+eps]; rank(A) 

ans = 

2 
考虑 式 (4-3-13) 中 给 出 的 方法 计算 给 阵 凡 的 秩 。 例 如 ， 用 ATA 来 求解 仿 的 秩 ， 则 可 以 得 出 
1+2 1 
44=[ 本 1 

在 双 精 度数 值 运算 中 ， 由 于 1i2 为 10-30 级 数值 ， 所 以 加 到 1 上 事实 上 就 已 经 被 忽略 了 ， 所 以 
ATA 短 阵 将 退化 成 么 短 阵 ， 再 求 其 秩 显 然 为 1， 从 而 可 以 断定 原 给 阵 入 的 秩 为 1， 这 与 实际 巴 
盾 ， 故 对 这 样 的 问题 应 该 引入 一 个 新 的 重 作为 短 阵 的 测度 ， 即 需要 引入 奇异 值 的 报 念 。 
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假设 4 和 抢 阵 为 mn xmm 矩阵 ， 则 4 矩阵 可 以 分 解 为 
4= 工 41M (4.3-14) 


其 中 , 研 和 AM 为 正 交 和 矩阵 ，41 = diag(ci,… ,cn) 为 对 角 矩 阵 ， 其 对 角 元 素 满足 不 等 式 
ol > oa > … > on > 0。 如 果 存 在 cn = 0， 则 原 矩阵 4 为 奇异 矩阵 ， 这 时 和 矩阵 4 的 秩 应 
该 等 于 矩阵 41 中 非 0 对 角 元 素 的 个 数 。 

MATLAB 提供 了 直接 求 取 矩 阵 奇异 值 分 解 的 函数 svd() 其 调用 方式 为 

号 = svd(4) 入 
[了 ，41，M] -= svd(4) % 矩阵 奇异 值 -2 

其 中 ，4 为 原始 矩阵 ， 返 回 的 4i 为 对 角 和 矩阵 ， 而 工 和 RM 均 为 正 交 变换 矩阵 ， 并 满足 
4=ZI4IMT。 

和 矩阵 的 奇异 值 大 小 通常 决定 矩阵 的 性 态 ， 如 果 和 矩阵 的 奇异 值 变化 特别 大 ， 则 矩阵 中 
某 个 元 素 有 一 个 微小 的 变化 将 严重 影响 到 原 矩 阵 的 参数 ， 这 样 的 矩阵 又 称 为 病态 矩阵 或 
坏 条 件 矩阵 ， 而 在 矩阵 存在 趋 于 0 的 奇异 值 时 称 为 奇异 矩阵 。 和 矩阵 最 大 奇异 值 cmax 和 最 
小 奇异 值 cmin 的 比值 又 称 为 该 矩阵 的 条 件数 ， 记 作 cond(4), 即 cond(4) = cmax/cmin， 
和 矩阵 的 条 件数 越 大 ， 则 对 元 素 变化 越 敏 感 。 和 矩阵 的 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 还 分 别 记 作 
5(4) 和 cl(4)。 在 MATLAB 中 也 提供 了 函数 cond(4) 来 求 取 矩 阵 4 的 条 件数 。 
【 例 431】 试 对 例 4.7 中 给 出 的 驴 短 阵 进行 奇异 值 分 解 。 
【求解 】 如 有 果 调 用 MATLAB 中 给 出 的 给 阵 奇 异 值 分 解 函数 svd(),， 则 可 以 容易 地 求 出 卫 ，41 和 
AMf 矩阵 ， 并 可 以 容易 地 求 出 该 矩阵 的 条 件数 。 

>> [16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1]; 
[L，Al，M]=svd(A) 
L 。 

-0.50000000000000 “0.67082039324994 ”0.50000000000000 -0.22360679774998 

-0.50000000000000 -0.22360679774998 -0.50000000000000 -0.67082039324994 

-0.50000000000000 “0.22360679774998 -0.50000000000000 “0.67082039324994 

-0.50000000000000 -0.67082039324994 “0.50000000000000 ，0.22360679774998 






Al = 
33.99999999999999 0 0 0 
0 47.88854381999832 0 0 
0 0 “4.47213595499958 0 
0 0 0 “0.00000000000000 
M = 


-0.50000000000000 ”0.50000000000000 “0.67082039324994 “0.22360679774998 
-0.50000000000000 -0.50000000000000 -0.22360679774998 “0.67082039324994 
-0.50000000000000 -0.50000000000000 “0.22360679774998 -0.67082039324994 
-0.50000000000000 ”0.50000000000000 -0.67082039324994 -0.22360679774998 
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可 见 该 给 阵 含有 0 奇异 值 ， 故 原 短 阵 为 奇异 矩阵 。 该 给 阵 的 条 件数 可 以 由 下 面 的 语 外 得 出 ， 接 近 
于 co， 但 在 双 精 度数 值 运算 上 有 一 定 的 误差 。 
>> cond(A) 
ang = 
3.259197026649050e+016 
如 果 先 将 仿 给 阵 转 换 成 符号 给 阵 ， 则 调用 svd() 将 得 出 更 精确 的 奇异 值 分 解 给 阵 。 


【 例 4-32】 对 于 mm 头 mm 的 短 阵 人 来 说 ， 也 可 以 对 之 作 奇 异 值 分 解 。 例 如 ， 可 以 对 下 面 的 长 方形 
矩阵 进行 奇异 值 分 解 ， 并 检验 分 解 的 结果 。 


【求解 〗】 使 用 如 下 命令 则 可 以 得 出 


>> A=[1,3,5,7; 2,4,6,8] ; [L,AL,M]=svd(A) 
L = 
-0.64142302799507 -0.76718739507218 
-0.76718739507218 ”0.64142302799507 
AL = 
14.26909549926148 0 0 0 
0 ”0.62682823241754 0 0 
M = 
-0.15248323331020 ”0.82264747222566 -0.39450102228383 -0.37995913387760 
-0.34991837180796 ”0.42137528768458 。” 0.24279654570436 ”0.80065587951006 
-0.54735351030573 ”0.02010310314350 ”0.69790997544278 -0.46143435738734 
-0.74478864880349 -0.38116908139757 -0.54620549886330 ”0.04073761175487 
>> A2=L*Al*M: 久 还 原 人 阵 
A2 = 
1.00000000000000 ”3.00000000000000 ”5.00000000000000 ”7.00000000000000 
2.00000000000000 “4.00000000000000 ”6.00000000000000 ”8.00000000000001 
>> norm(A-A2) 
ang = 
9.727728986738545e-015 


对 这 个 例子 进行 弟 运 算 ， 即 开 41VT, 则 可 以 还 原 成 原来 的 人 短 阵 。 由 前 面 的 分 析 可 见 ， 这 
样 得 出 的 答 阵 误差 是 很 小 的 。 
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4.4 矩阵 方程 的 计算 机 求解 
44.1 线性 方程 组 的 计算 机 求解 


考虑 下 面 给 出 的 线性 代数 方程 
4z= 卫 
其 中 ，4 和 殖 均 为 给 定 矩阵 
a11 aq12 aln bl bn2 
a21 aq22 a2n jl bo22 
4= 人 和 1 
aml am2 …” Qmn bm bm2 


可 以 由 给 定 的 4 和 吾 矩阵 构造 出 解 的 判定 矩阵 C 


al al …， am bi bo2 

a21 aqa22 … an pb bo2 
C=| : 1 3 六 

aml am2 … amn bml bm2 …… 


这 样 可 以 不 加 证 明 地 给 出 线性 方程 组 有 解 的 判定 定理 [1 ; 


四 当 m = nm, 且 rank(4) = rank(C) = 时， 方程 组 (441) 有 惟一 解 


z= 4-1 了 


(44.1) 
bp 
(442) 
bmp 
bp 
沁 (4-4-.3) 
bmp 
(4-4.4) 


用 MATLAB 语言 可 以 立即 得 出 该 方程 的 解 为 rinv(4)* 妃 。 但 是 inv() 函数 的 调 
用 也 有 值得 注意 之 处 。 例 如 ， 若 4 矩阵 为 奇异 的 或 接近 奇异 的 ， 则 利用 此 函数 有 可 能 产 


生 错误 的 结果 。 


若 采用 符号 运算 工具 箱 ， 则 可 以 直接 使 用 inv() 函数 ， 如 果 能 得 出 方程 的 解 ， 则 解 


是 惟一 的 ， 如 果 出 现 错误 信息 ， 则 再 考虑 其 他 的 情形 。 
【 例 4-33】 求 解 下 面 给 出 的 线性 代 教 方程 组 。 

4 5 
1 4 
4| 三 = |s 
2 


【求解 】 上 述 方程 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 ， 并 验证 其 精度 。 


证 





3 
2 
2 
3 








1 
4 
1 
4 2 


>> A=<[L1234;4321;1324:4132;B-[51;42;33;i24]; 


x=inv(A)*B 
x = 
-1.80000000000000 “2.40000000000000 
1.86666666666667 -1.26666666666667 
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3.86666666666667 -3.26666666666667 
-2.13333333333333 ”2.73333333333333 
>> norm(A*x-B) 
ans = 
了 .473833782290161le-015 
将 上 面 得 出 的 解 代入 原 方程 ， 可 以 看 出 误差 是 很 小 的 ; 达到 10-15 级 。 事 实 上 ， 如 果 采 用 符 
号 运算 工具 箱 中 的 求 北 函 数 将 得 出 精确 的 解 。 
>> xl=inv(sym(A) )*B 
xl = 
[ -9/5， 12/5] 
[ 28/15，-19/15] 
[ 58/15，-49/15] 
[ -32/15， 41/15] 
>> norm(double(A*xl-B)) 
ans = 
0 
加 当 rank(4) = rank(C) = r <m 时， 方程 组 (4.4.1) 有 无 穷 多 解 ， 可 以 构造 出 线性 
方程 组 的 m 一 r 个 化 零 向 量 ri, i = 1,2,…… ,mn 一 r， 原 方程 组 对 应 的 齐 次 方程 组 的 解 公 可 
以 由 ri 的 线性 组 合 来 表示 ， 即 


多 = alZ1 十 a272 十 … 十 Gan-rZn-r (4-4-5) 


其 中 ，oapi = 1 2…… 忆 一 7 为 任意 常数 。 在 MATLAB 语言 中 可 以 由 nul1() 直接 求 出 ， 
其 调用 格式 为 
人 


0 





nul1() 函数 也 可 以 用 于 符号 变量 描述 方程 的 解析 解 问题 ， 其 中 性 的 列 数 为 丸 - r， 而 各 
列 构成 的 向 量 又 称 为 矩阵 4 的 基础 解 系 。 

求解 式 (4-4.1) 中 给 出 的 非 齐 次 方程 组 也 是 较 简单 的 ， 只 要 能 求 出 该 方程 的 任意 一 个 
特 解 zu， 则 原 非 齐 次 方程 组 的 解 为 = = 他 上 z0。 其实 ， 在 MATLAB 语言 中 求解 该 方程 
的 一 个 特 解 并 非 难事 ， 用 zo=pinv(4A)* 甩 即 可 求 出 5 
【 例 4-34】 求 解 下 面 给 出 的 线性 代数 方程 组 。 








【求解 〗 用 下 面 语句 可 以 输入 4 和 已 给 阵 ， 并 按 式 (44-3) 构造 出 C 短 阵 ， 从 而 判定 矩阵 方程 的 
可 解 性 。 籽 
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>> A=[1234;2211;2468;4422]; B=-[1;3;2;6]; 
C=[A B] ; [rank(A)，rank(C)] 
ang = 
2 2 
通过 检验 秩 的 方法 得 出 短 阵 信和 C 的 秩 相同 ， 都 等 于 2， 小 于 答 阵 的 阶 次 4， 由 此 可 以 得 出 
结论 ， 原 线性 代数 方程 组 有 无 穷 多 组 解 。 如 需求 解 原 代数 方程 组 ， 可 以 先 求 出 化 零 空 间 ， 并 得 
出 满足 方程 的 一 个 特 解 ro。 
>> Z=null(A,?r?) 久 解 出 规范 化 的 化 零 空间 
2 -= 
2.00000000000000 “3.00000000000000 
-2.50000000000000 -3.50000000000000 
1.00000000000000 0 
0 1.00000000000000 
>> xO=pinv(A)*B  % 得 出 一 个 特 解 
X0 = 
0.95419847328244 
0.73282442748092 
-0.07633587786260 
-0.29770992366412 


这 样 可 以 将 方程 全 部 的 解 表示 成 
2 3 0.95419847328244 
_。|-2.5| ，。 |-3.5|.，| 0.73282442748092 
琶 二 全 | 二 中 二 2 下 0 一 0.07633587786260| 
0 1 一 0.29770992366412 


其 中 ，aal 和 aa 为 任意 常数 。 为 验证 得 出 的 解 ， 可 以 任意 取 随机 变量 cl 和 a2 并 代入 方程 ， 则 可 
以 得 出 误差 。 从 下 面 的 结果 看 该 解 还 是 很 精确 的 。 
>> atzrandn(1); a2=rand(1); 久 取 不 同 分 布 的 随机 数 
x=alyZ(: ,1)+a2*Z(: ,2)+x0i norm(Asx-B) 
ans = 
4.965068306494546e-015 
从 解析 意义 上 看 ， 直 接 得 出 的 解 是 双 精 度 的 ， 不 其 精确， 可 以 考虑 利用 符号 运算 工具 稍 更 精 
确 地 求解 原 问题 ， 得 出 方程 组 的 解析 解 。 
>> Z=nul1(sym(A)) 


2 = 
[ 2， 3] 
[ -5/2，-7/2] 
[5 1 0] 


0， 匡 
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>> x0=sym(pinv(A)*B) 


X0 = 

[ 125/131] 

[ 96/131 

[ -10/133 

[ -39/131] 

由 上 面 结 果 可 以 写 出 方程 的 解析 解 为 

2 3 125/131 
| 有 
0 1 一 39/131 


使 用 前 面 的 验证 语句 ， 可 以 看 出 ， 得 出 的 解 没有 误差 。 
>> at=randn(1); a2=rand(1); 久 取 不 同 分 布 的 随机 数 
x=alyZ(: ,1)+a2+Z(: ,2)+x0; norm(double(A*x-B)) 
ans = 
0 
更 一 般 地 ， 可 以 设置 Ql, qa2 为 符号 变量 ， 可 以 用 下 面 的 语句 直接 写 出 通 解 的 表达 式 。 
>> syms al a2; 
x=al#Z(: ,1)+a2+Z(: ,2)+x0 


x = 
[ 2*al+3*#a2+125/131] 
[ -5/2*al-7/2*+a2+96/131] 
[ al-~1l0/131] 
[ 0 
5 7 96 10 39 
亦 即 ml = 20l +3oz+ ]， ma= 一 al 一 5022+ 131, za 一 ai 一 oa 


轩 若 rank(4) < rank(C)， 则 方程 组 (441) 为 矛盾 方程 ， 这 时 只 能 利用 Moore- 
Penrose 广义 逆 求 解 出 方程 的 最 小 二 乘 解 为 =pinv(4)* 吾 ， 该 解 不 满足 原 方程 ， 只 能 使 
误差 的 范 数 测度 ||4z -- 妃 || 取 最 小 值 。 

【 例 435】 如 果 书 短 阵 改 成 召 = [1,2,3,4T， 则 通过 求解 可 见 
>> B=[1:4]，; C=[A B]; [rank(A) ，rank(C)] 
ans = 
2 3 
这 样 ，rank(4) 天 rank(C)， 故 原始 方程 是 下 盾 方程 ， 不 存在 任何 解 。 可 以 使 用 Pinv() 函数 求 取 
Moore-Penrose 广义 着 ， 从 而 求 出 原始 方程 的 最 小 二 到 解 为 
>> x=pinv(A)*B 
守 襄 
0.54656488549618 
0.45496183206107 
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0.04427480916031 
-0.04732824427481 
>> norm(A*Xx-B) 
ans = 
0.44721359549996 


该 解 不 满足 原始 代数 方程 组 。 
如 果 线 性 方程 为 
z4= 卫 (4-4-6) 
则 可 以 对 上 式 两 端 进行 转 置 处 理 ， 得 出 
4Tz= BT (4-47) 


式 中 ，z = zT， 亦 即 可 以 得 出 形 为 式 (4-4-1) 的 新 线性 方程 ， 套用 上 述 的 几 种 情况 则 可 以 
求解 原始 线性 方程 组 。 


4.4.2 Lyapunov 方程 的 计算 机 求解 
4.4.2.1 连续 Lyapunov 方程 
连续 Lyapunov 方程 可 以 表示 成 


4X+XA4T= -C (44-8) 


Lyapunov 方程 来 源 于 微分 方程 稳定 性 理论 ， 其 中 要 求 =C 为 对 称 正定 的 mw xm 和 扼 
阵 ， 从 而 可 以 证 明 解 不 亦 为 n x mn 对 称 和 矩阵。 这 类 方程 直接 求解 是 很 困难 的 ， 不 过 有 了 
MATLAB 这 样 的 计算 机 数学 语言 ， 求解 这 样 的 问题 就 轻而易举 了 5 可 以 由 控制 系统 工具 
箱 中 提供 的 1yap() 函数 立即 得 出 方程 的 解 ， 该 函数 的 调用 格式 为 

二 
所 以 著 给 遇 Lyapunov 方程 中 的 和 和 C， 则 可 以 立即 获得 相应 Lyapunov 方程 的 数值 解 。 
下 面 将 通过 例子 演示 一 般 Lyapunov 方程 的 求解 。 
【 例 4.36】 假 设 式 (4-4-8) 中 的 A 和 C 短 阵 分 别 为 


1 2 3 10 5 4 
4=|45 6|， = 一 15 6 7 
7 8 0 4 7 9 


试 求解 相应 的 Lyapunov 方程 ， 并 验证 解 的 精度 。 
【求解 〗 输入 了 给 定 的 天 阵 ， 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 求 出 该 方程 的 解 < 
>> Ac[123;456;780]; c--[10,，5,，4; 5，6,，7; 4，7，9]; 
X=1yap(A,C) 
X -= 
-3.94444444444445 。 3.88888888888889 “0.38888888888889 
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3.88888888888889 -2.77777777777778 ”0.22222222222222 
0.38888888888889 ”0.22222222222222 -0.11lllilililililitlilli 
>> Dorm (从 *XX+XF 妥 ?+C) 
ang8 王 
2.647423139608994e-014 
从 和 最 后 一 个 语句 可 见 ， 得 出 的 方程 解 大 基本 满足 原 方程 ， 且 有 较 高 精度 。 
4.4.2.2”Lyapunorv 方程 的 解析 解 


为 方便 叙述 ， 可 以 将 Lyapunoyv 方程 的 各 个 矩阵 参数 表示 为 


Z1 TZ2 | cl C2 0 
Zm+l Zm+2 ”Tom cm+1 cm+2 0 com 

天 一 人 xz CC= 2 : 
Zn-l)m+l Zn-Dm+2 …” Tnm. Cln-l)m+1 cn-1)m+2 cnm. 


利用 Kronecker 乘积 的 表示 方法 ， 可 以 将 Lyapunoyv 方程 写成 
(4e@r+Ie4jz=-c (4L49) 


可 见 ， 这 样 的 方程 有 惟一 解 的 条 件 并 不 局 限于 -C 为 对 称 正定 矩阵 ， 形 如 式 (448) 
的 方程 只 要 满足 (4 @T+T@ 4) 为 非 奇异 的 方 阵 即 可 保证 惟一 解 。 
【 例 4-.37】 仍 考虑 例 4.36 中 给 出 的 Lyapunov 方程 ， 试 求 出 其 解析 解 。 
【求解 〗 由 下 面 的 语 折 可 以 求 出 其 解析 解 ， 将 其 解 代入 原 方程 可 以 验证 这 一 点 。 
>> AO=sym(kron(A,eye(3))+kron(eye(3) ,A)); 
c=reshape(C' ,9,1); x0=-inv(AO)*c;i x=reshape(x0,3,3) 
xz 
[ -7l/18， 35/9， 7/18] 
[ 35/9， -25/9， 2/9] 
[ 7/18， 2/9， -1/9] 
>> norm(double(A*Xx+XxryA2+C)) 
angB 一 
D 
【 例 4.38】 传 统 Lyapunov 方程 的 条 件 (C 为 实 对 称 正定 矩阵 ) 能 否 突破 ? 
【求解 】 受 微 分 方程 稳定 性 影响 ， 以 前 的 传统 观念 似乎 Lyapunov 类 方程 有 惟一 解 的 充分 必要 条 
件 是 -C 短 阵 为 实 对 称 正定 和 矩阵。 事实 上 ， 式 (4.4 10) 中 给 出 的 线性 矩阵 方程 在 不 满足 该 条 件 的 
情况 下 仍 有 惟一 解 。 例 如 ， 例 4.36 中 给 出 的 入 短 阵 不 变 ， 将 C 短 阵 改 为 复 教 非 对 称 答 阵 
本 3+3j 冯 引 
C=- 


2+5 6 11+6j 
5+2j 11+j 2+19j 


用 上 述 方法 可 以 输入 A 和 C 短 阵 ， 可 以 立即 解 出 满足 该 方程 的 复数 解 为 
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>> A=[12 3;456;780]; 
C=-[l+li，3+3i，12+10i; 2+51，6，1ll+6i; 5+21，11+11，2+12i]; 
AO-sym(kron(A,eye(3))+kron(eye(3) ,A)); 
c=reshape(C: ,9,1); x0=-inv(AO)*c;i x=reshape(x0,3,3)” 
x = 
[ -5/102+1457/918*i， 15/17-371/459*i，-61/306+166/459*i] 
[ 4/17-626/459*i， -10/51+160/459*i，115/153+607/459*#i] 
[ -55/306+166/459*i，-26/153-209/459*i，203/153+719/918*i] 
>> norm(double(A*X+XyA+C) ) 
ang = 
0 
得 出 的 解 经 验证 确实 满足 原始 Lyapunoyv 方程 。 故 可 以 得 出 结论 ， 如 果 不 考虑 Lyapunov 方 
程 稳定 性 的 物理 意义 和 Lyapunov 函 教 为 能 量 的 物理 原型 ， 完 全 可 以 将 Lyapunov 方程 进一步 扩展 
成 能 处 理 任 意 C 矩阵 的 情形 。 
4.4.2.3 ”离散 Lyapunoyv 方程 


离散 Lyapunov 方程 的 一 般 表 示 形 式 为 
4XA4T- 天 +Q=0 (4-4-10) 


该 方程 可 以 由 MATLAB 控制 系统 工具 箱 的 dlyap() 函数 直接 求解 。 该 函数 的 调用 格式 为 





其 实 ， 如 果 4 和 矩阵 是 非 奇 异 矩阵 ， 则 等 式 两 端 同时 右 乘 (4T)-:+， 就 可 以 将 其 变换 成 
连续 的 Sylvester 方程 ， 可 以 用 第 4.4.3 节 给 出 的 算法 求解 其 解析 解 。 


【 例 4-39】 求 解 下 面 的 离散 Lyapunoyv 方程 


816] [sl167 16 4 1 
357|xlsa5 ?7 -x+|99 3i|=o 
492j |l492 4 ,2.1 


【求解 〗】 该 方程 可 以 直接 用 dlyap() 方程 求解 出 来 - 

>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; q=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1; 
X=dlyap(A,Q) 

X = 
-0.16474425474467 ”0.06914962254340 -0.01678480975888 
0.05284289907609 -0.02978496276628 -0.00615417767726， 
-0.10197836412080 “0.04495899142813 -0.03054065826545 

>> norm(A*X*A:-X+qQ) 义 精 度 验证 

ans = 


2.777775429957891e-014 


4.4 矩阵 方程 的 计算 机 求解 125 





4.4.3 Sylvester 方程 的 计算 机 求解 
Sylvester 方程 的 一 般 形式 为 
4 十 天 瑟 = 一 C (4-411) 


其 中 ，4 为 mxa 矩 阵 ， 吾 为 站 x 浆 矩阵 ，C 和 大 均 为 nxm 和 矩阵。 该 方程 又 称 为 广 
义 的 Lyapunoyv 方程 ， 式 中 4 为 mxmn 抵 阵 ， 瑟 为 m xmm 和 矩阵。 仍 可 以 利用 MATLAB 
控制 系统 工具 箱 中 的 1yap() 函数 直接 求解 该 方程 。 该 函数 的 一 般 调用 格式 为 


矶 
该 函数 采用 的 是 Schur 分 解 的 数值 解法 求解 方程 。 如 果 想得到 解析 解 ， 类 似 于 前 述 的 一 般 
Lyapunov 方程 ， 可 以 采用 Kronecker 乘积 的 形式 将 原始 方程 进行 如 下 变换 ， 


(4@ 了 n+meBTiz=c (44-12) 


如 果 (4@ 匣 + 五 @ BT) 矩阵 为 非 奇 异 矩阵 ， 则 Sylvester 方程 有 惟一 解 。 
综合 上 述 的 算法 ， 可 以 编写 出 Sylvester 型 方程 的 解析 解 求解 程序 lyap.mE， 将 其 置 于 
@synm 目录 下 ， 以 后 再 求解 时 只 需 将 4, 互 , C 矩阵 之 一 设置 成 符号 变量 ， 就 可 以 直接 调用 
该 函数 了 。 这 样 改 写 的 函数 清单 为 
function X=1yap(A,B,C) % 注意 应 该 辕 于 sym 目录 下 
if nargin==2，C=B; B=A'; end 
[nr,nc]=size(C); 
AO=kron(A,eye(nc))+kron(eye(nr),B?); 
try 
Cl=C，; x0=-inV(AO)*C1(:) 3 
X=reshape(x0,nc,nr)?; 
catch，error(;singular matrix found.)，end 
考虑 式 (4 和 10) 中 给 出 的 离散 Lyapunov 方程， 两 端 同时 右 乘 (AT)-1， 则 原来 的 离 
散 Lyapunoyv 方程 可 以 变换 成 


4 天 十 天 (4 = -Q(4I) 


故 令 互 = -(4D)-1，C = Q(4T)， 则 可 以 将 其 变换 成 式 (44.11) 所 示 的 Sylvester 方 
程 ， 故 也 可 以 通过 新 的 1yap() 函数 求解 该 方程。 该 函数 的 具体 调用 格式 为 







【 例 4-40】 求 解 下 面 的 Sylvester 方程 。 


是 ti 进 16 4 1 1 2 下 
3 5 7|TfXI9 3 1|=|4 5 6 
4 9 2 4 2 1 7 8 0 
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【求解 】 调用 1yap() 函 教 可 以 立即 得 出 原 方程 的 数值 解 为 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1]; 
C=-[1,2,3; 4,5,6; 7,8,0]; X=1yap(A,B,C) 
X = 
0.07487187370025 “0.08991343376264 -0.43292000329628 
0.00807164473631 “0.48144176804999 -0.21603391285553 
0.01957708262984 “0.18264382872543 ”1.15792143917653 
>> norm(A*X+X*B+C) 
ans = 
4.531536518319095e-015 
经 检验 可 见 该 解 精度 较 高 。 如 果 想 获得 原 方程 的 解析 解 ， 则 可 以 使 用 下 面 的 语 向， 并 可 验证 得 出 
的 解 确实 满足 原始 方程 。 
>> x=1lyap(sym(A) ,B,C) 


= 
[ 1349214/18020305， 648107/7208122，-15602701/36040610] 
[ 290907/36040610， 3470291/7208122， -3892997/18020305] 
[ 70557/3604061 ， 1316519/7208122， 8346439/7208122] 
>> norm(double(A*x+x*#B+C) ) 
ans = 
0 


【 例 4-41】 重 新 考虑 例 4-39 中 给 出 的 离散 yapunoyv 方程 ， 试 求 取 其 解析 解 。 
【求解 〗 该 方程 可 以 通过 下 面 的 语句 求解 出 解析 解 - 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; q[16,4,1; 9,3,1; 4,2, 菇 ; 
X=1yap(sym(A) ,-invV(A:) ,Q*inv(A7)) 
x = 
[ -22912341/139078240， 48086039/695391200， -11672009/695391200] 
[ ”36746487/695391200，-20712201/695391200， -4279561/695391200] 
[ -70914857/695391200， 31264087/695391200， -4247541/139078240] 
>> norm(double(A*x*A'-xtQ)) % 可 以 证 明 这 样 的 解 没有 误差 
ans = 
0 
【 例 4-42】 求 解 下 面 的 Sylvester 方程。 


8 1 6 2 3 1 2 
4=|3 5 7|, 瑟 = 5|， C=|3 4 
4 9 2 5 6 
【求解 〗 Sylvester 方程 能 解决 的 问题 中 并 未 要 求 C 和 矩 阵 为 方 阵 ， 利 用 上 面 的 语 扣 仍 然 能 求 出 此 方 


程 的 解 煌 解 ， 这 里 还 可 以 涯 试 上 面 编写 的 Lyapunov 方程 解析 解 求 解 的 新 函 教 17ap() ， 可 以 直接 
求解 上 述 的 方程 。 
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>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[2,3; 4,5]; C=-[1,2; 3,4; 5,6]; 
X=l1yap(sym(A) ,B,C) 
X = 
[ -2853/14186，-11441/56744] 
[ -557/14186， -8817/56744] 
[ 9119/14186 ， 50879/56744] 
>> norm(double(A*X+X*B+C)) 久 经 检验 没有 误差 
ans = 
0 


4.4.4 Riccati 方程 的 计算 机 求解 
Riccati 方程 是 一 类 很 著名 的 二 次 型 矩阵 方程 式 ， 其 一 般 形 式 为 


4TX 二 天 A 天 BX+C=0 (4-4-13) 


由 于 含有 未 知 矩阵 X 的 二 次 项 ， 所 以 Riccati 方程 的 求解 数学 上 要 比 Lyapunov 方 程 
更 难 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 中 提供 了 现成 函数 are()， 可 以 直接 求解 式 (44-13) 
中 给 出 的 方程 ， 该 函数 的 具体 调用 格式 为 

=are(4, 瑟 ,C) 


【 例 4-43】 考 虑 式 (4-4-13) 中 给 出 的 Riccati 方程 ， 其 中 


攻 1 习 2 习 一 4 
4=|-1 0 -2|,B=|-15 -| C=|1 0 4 
0 -1 - -LI 1 -1 5 
试 求 出 该 方程 的 数值 解 ， 并 验证 解 的 正确 性 。 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求解 该 方程 。 
>> A=[-2,1,-3; -1,0,-2; 0,-1,-2]; B=[2,2,-2; -15 -2; -1 1 2]; 
C=-[5 -44; 104;1-15]); X=are(A,B,C) 
= 
0.98739490849791 -0.79832769688830 0.41886899662564 
0.57740564955473 -0.13079233649093 0.57754776836148 
-0.28404500018051 -0.07303697833280 0.69241148830571 
>> norm(double(AsX+XsA-X*B+X+C))  X 验证 结果 可 见 ， 结 果 很 精确 
angs = 
1.860508358348165e-014 
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4.5 非 线性 运算 与 矩阵 函数 求 什 
45.1 面向 矩阵 元 素 的 非 线性 运算 


MATLAB 提供 了 大 量 函 数 ， 人 允许 用 户 对 矩阵 进行 处 理 ， 前 面 介 绍 的 主要 是 矩阵 的 线 
性 变换 ， 本 节 将 介绍 如 何 对 矩阵 进行 非 线性 运算 。 
事实 上 ，MATLAB 提供 了 两 类 函数 ， 其 中 一 类 是 对 矩阵 的 各 个 元 素 进行 单独 运算 
的 ， 而 另 一 类 是 对 整个 矩阵 进行 运算 的 。 前 面 曾 经 用 到 了 sin() 函数 ， 该 函数 属于 第 
一 类 ， 是 对 和 矩阵 的 各 个 元 素 单独 运算 的 ， 而 不 是 对 整个 矩阵 进行 运算 的 。 这 类 常用 的 
MATLAB 函数 在 表 4-2 中 列 出 来 ， 它 们 的 调用 方法 是 很 显然 的 ， 其 标准 调用 格式 为 
瑟 = 函数 名 (4); 例如 刀 =sinC4)3 


表 4-2 面向 矩阵 元 素 的 非 线性 函数 表 





函数 名 意 义 函数 名 意 义 
abs() 求 模 (绝对 值 ) 函数 。 | aain() ，acoa() ，atan() 。 | 反正 玫 、 余 弦 、 正 切 函数 
aqrt() 求 平方 根 函 数 1ogO，logl00 自然 和 常用 对 数 
exp() 指数 函数 real() ，imag() ，conj() 。 | 求实 虚 部 及 共 瑟 复数 


ain() ，cos() ，tan() | 正弦 、 余 弦 、 正 切 函数 | round() ，floor()，ceil() | 取 整 数 函数 





【 例 444】 考 虑 例 4-7 中 给 出 的 AA 短 阵 ， 调 用 其 中 的 一 些 函 数 ， 其 结果 在 下 面 给 出 。 

>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15;1]; exp(A) 

angs = 
1.0e+006 * 

8.88611052050787 ”0.00000738905610 ”0.00002008553692 ”0.44241339200892 
0.00014841315910 ”0.05987414171520 ”0.02202646579481 “0.00298095798704 
0.00810308392758 ”0.00109663315843 ”0.00040342879349 “0.15275479141900 
0.00005459815003 ”1.20260428416478 “3.26901737247211 “0.00000271828183 

>> sin(A) 

ang = 

-0.28790331666507 ”0.90929742682568 ”0.14112000805987 0.42016703682664 
-0.95892427466314 -0.99999020655070 -0.54402111088937 “0.-98935824662338 
0.41211848524176 ”0.65698659871879 -0.27941549819893 -0.53657291800043 
-0.75680249530793 ”0.99060735569487 ”0.65028784015712 “0.84147098480790 


4.5.2 矩阵 函数 求 值 
4.5.2.1 矩阵 指数 的 运算 


除了 对 和 矩阵 的 单个 元 素 进行 单独 计算 以 外 ， 一 般 还 常常 要 求 对 整个 矩阵 做 这 样 的 
非 线性 运算 。 例 如 ， 想 求 出 一 个 矩阵 的 e 指数 ， 就 需要 特殊 的 算法 来 完成 了 文献 [53] 
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中 叙述 了 求解 矩阵 指数 的 19 种 不 同方 法 ， 每 一 种 方法 都 有 自己 的 特点 及 适用 范围 。 
在 MATLAB 中 提供 了 4 个 求 取 和 矩阵 指数 的 函数 ， 分 别 expm()，expm1()，expm2() 和 
expm3()。 其 中 ，expm() 为 内 在 本 数 ， 其 调用 格式 为 











该 函数 采用 Padk 近似 技术 来 求 取 和 矩阵 的 指数 。 而 expm1() 函数 是 expm() 函数 的 
M- 函 数 实现 。 函 数 expm2() 采用 Taylor 级 数 展开 方法 来 求 取 矩 阵 的 指数 ， 该 方法 比较 直 
观 ， 直 接 对 矩阵 指数 作 朝 级 数 展 开 。 


哆 -中 站 4 半生 + + 商 名 4 (45.) 
可 以 看 出 ， 这 样 的 运算 可 以 由 while 循环 结构 来 编程 ， 当 寡 级 数 累加 项 的 范 数 满足 
误差 要 求 时 退出 循环 即 可 。 
expn3() 采用 特征 值 特征 向 量 的 方法 求 出 憩 阵 的 指数 矩阵 。 其 数学 原理 为 ， 首先 求 出 
矩阵 A 的 特征 值 = diag(it, 2,… ,mm) 及 相应 的 特征 向 量 矩 阵 六 ， 然 后 对 该 对 角 矩 阵 
求 取 矩 阵 指 数 ， 即 对 每 个 对 角 和 矩阵 元 素 求 指数 ， 这 时 原 矩阵 4 的 指数 矩阵 为 


e4 = 了 允 V (4-5-2) 








enm 


这 种 方法 看 似 简单 ， 但 有 很 大 的 局 限 性 ， 它 一 般 要 求 原 矩阵 没有 重 根 ， 否 则 往往 得 
出 的 特征 向 量 矩 阵 趋 于 奇异 ， 因 而 可 能 得 出 错误 的 结果 。 对 这 样 的 问题 将 引入 广义 特征 
向 量 的 概念 。MATLAB 7.0 版 本 中 取消 了 expm2() 和 expm3() 函数 ， 避免 了 这 两 个 不 能 
保证 可 靠 性 的 函数 使 用 。 下 面 将 给 出 演示 矩阵 指数 求 取 的 例子 。 


【 例 4-.45】 考 虑 下 面 给 出 的 短 阵 


试 求 出 该 矩阵 的 指数 和 对 数 ， 即 ea 和 也 从 。 
【求解 】 如 果 对 此 答 阵 进行 指数 运算 和 对 数 运 算 ， 则 可 以 获得 以 下 的 结果 
>> A=[[-2 1 0; 0 -2 1; 0 0 -2] ，zeros(3,2); zeros(2,3) [-5 1; 0 -5]]); 
expma(A) 久 数 值 解 求解 


ans = 


0.1353 0.1353 0.0677 0 0 
0 0.1353 0.1353 0 0 
0 0 0.1353 0 0 


0 0 0 0.0067 0.0067 
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0 0 0 0 ”0.0067 
>> logm(ans) 负数 值 解 求 对 数 
ans = 
-2.0000 ”1.0000 ”0.0000 -0.0000 ”0.0000 
0.0000 -2.0000 “1.0000 ”0.0000 ”0.0000 
-0.0000 “ -0.0000 -2.0000 ”0.0000 ”0.0000 
0.0000 “0.0000 “ -0.0000 -5.0000 ”1.0000 
0.0000 “0.0000 -0.0000 “0.0000 -5.0000 
>> norm(ans-A) 
ans = 
2.6762e-014 
对 得 出 的 指数 结果 进行 对 数 运 算 可 以 按 相当 高 的 精度 还 原 原 始 给 阵 ， 从 而 表明 ， 矩 阵 对 数 运 
算 还 是 很 精确 的 。 
原始 问题 还 可 以 调用 解析 解 函 教 expm() ， 直 接 求 解 et。 注 意 ， 这 里 包含 了 变量 t， 所 以 这 
是 数值 算法 无 法 解 出 的 。 
>> syms 七 expm(A*t) 


ang = 
[ exp(-2#t) ，t*exp(-2*4t) ，1/2*#t~2+exp(-2+t) ， 0， 0] 
[ 0， exp(-2yt)， t*exp(-2*+t) ， 0， 0] 
[ 0， 0， exp(-2*#t) ， 0， 0] 
[ 0， 0， 0，exp(-5*t) ， t*exp(-5*t)] 
[ 0， 0， 0， 0， exp(-5*t)] 


同样 的 问题 利用 MATLAB 下 的 expm3() 函数 求 数值 解 ， 将 出 现 问题 。 
>> format short; expm3(A) % 显示 精度 降低 ， 利 于 排版 
Warning: Matrix is close to singular or bad1y scaled. 
Results may be inaccurate.RCOND = 1.972152e-031. 
> In C:NMATLAB6p5p1NtoolboxNmatlabNdemosNexpm3.a at line 13 


ang = 
0.1353 0 0 0 0 

0 0.1353 0 0 0 

0 0 0.1353 0 0 

0 0 0 0.0067 0 

0 0 0 0 0.0067 


究 其 原因 ， 会 发 现 该 算法 由 于 使 用 了 特征 向 量 短 阵 ， 故 对 有 重 根 答 阵 的 运算 因 特 征 向 量 矩 阵 
接近 奇异 而 出 现 数值 错误 ， 故 这 样 的 问题 不 适合 用 该 算法 求解 。 





4.5 非 线 性 运算 与 矩阵 函数 求 值 131 





由 于 该 短 阵 已 经 由 Jordan 短 阵 形式 给 出 ， 所 以 可 以 直接 写 出 


-2 te-2t te-z/2 0 0 


8 本 0 0 
e4t=|0 0 e2 0 0 

0 0 0 er&t te 中 

0 0 0 下 人 


【 例 4-.46】 已 知 给 阵 A， 试 求 出 e4。 


上 =-3 ~1 一 
4=|10 -3 -1!1 
1 2 0 


【求解 〗 如 果 Jordan 标准 型 不 那么 明显 ， 则 不 能 采用 直接 写 出 的 方法 求解 e4: ， 而 应 该 采用 广义 
特征 向 量 答 阵 的 方式 进行 变换 。 现 在 考虑 
>> syms ti A=[-3,-1,-1; 0,-3,-1; 1,2,0]; simple(expm(A*t)) 


ang = 

-exp(-2*#t)*(-1+t) ， -~t*exp(-24t) ， -t*exp(-2#t)] 
[ -1/2yt~2*exp(-24t) ,-1/2*exp(-24t)*(-2+2+t+t“2) ，。 -1/2*tyexp(-24t)*(t+2)] 
[1/2*t*exp(-29+t)*#(t+2) ， 1/2*t*exp(-2yt)*(t+4) ,1/2+exp(-24t)#(2+t-2+44t)] 


下 面 演示 基于 Jordan 答 阵 变换 的 e4t 和 矩 阵 处 理 方法 。 
>> [V,J]=jordan(A)  % Jordan 矩阵 变换 


V = 
0 二 工 
三 0 0 
1 要 0 
了 = 
= 必 1 0 
0 -2 
0 0 “人 


可 以 得 出 Jordan 答 阵 J 和 广义 特征 向 重 短 阵 V。 由 Jordan 短 阵 可 以 写 出 evt 的 表达 式 为 
>> Jl= [exp(-24t) ，t*#exp(-2#t) ，1/2+t-2*exp(-24t) 
0， exp(-2*t) ， t*eXP(-2*t) 1 
从 0， exp(-2*#t)]; 
这 样 ， 原 答 阵 的 指数 短 阵 可 以 由 下 面 的 指令 求 出 ， 其 结果 与 直接 求解 的 结果 是 完全 一 致 的 。 
>> Al=simple(V*Jl*invCV)) 
AT = 
[ -exp(-2*t)*#(-1+t) ， 一 t+exp(-2#t) ， -t*#exp(-2*yt)] 
[ -1/2*t-“2rexp(-24t) ,-1/2+exp(-2+t)#*(-2+2#t+t 2) ， -1/2*t*exp(-2#t)#*(t+2)] 
[1/2*t*#exp(-2#+t)*(t+2) ， 1/2*t*exp(-2+t)*(t+4) ,1/2+exP(-2+t)*(2+t“2+44t)] 


132 第 4 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 





其 实 ， 用 这 样 的 方法 求解 给 阵 指 数 不 是 此 例子 的 目的 ， 因 为 用 符号 运算 工具 箱 中 的 expm() 
函数 可 以 立即 得 出 所 需 的 结果 。 后 面 将 通过 例子 演示 其 他 函 教 ， 如 正弦 等 函数 如 何 用 Jordan 短 阵 
的 方法 求解 。 
4.5.2.2 矩阵 的 三 角 函 数 运算 

MATLAB 下 没有 对 和 矩阵 进行 三 角 函 数 运算 的 现成 函数 ,求解 其 数值 解 可 以 通过 
funm() 函数 。 该 函数 的 目的 是 求 出 矩阵 的 任意 函数 ， 其 调用 方法 为 

nm( 信 ， 函数 名 

其 中 ， 丽 数 名 应 应 该 由 单 引号 括 起 来 。 例 如 ， 若 想 求 出 矩阵 4 的 正 喜 矩阵 ， 则 可 以 使 用 命 
令 瑟 =funm(4,sin?)。 值 得 指出 的 是 ， 这 里 给 出 的 矩阵 函数 运算 是 基于 和 矩阵 特征 值 特征 
向 量 而 完成 的 ， 类 似 于 expm3() 的 效果 ， 故 在 一 些 特殊 但 很 常见 的 场合 (如 有 重 根 矩 阵 ) 
下 仍 将 出 现 错误 。 
【 例 447】 重 新 考虑 例 4.45 中 给 出 的 短 阵 ， 如 果 起 对 其 中 的 从 天 阵 进 行 正 弦 运 算 ， 则 将 得 出 如 
下 的 错误 结论 。 

>> A=[[-2 1 0; 0 -2 1; 0 0 -2] ，zeros(3,2); zeros(2,3) [-5 1; 0 -5]]; 

funm(A, sin?) 所 

Warning: Result from FUNM may be itaccurate，esterr = 1. 

(Type "warning off MATLAB:funm:PossibleInaccuracy”to suppress thise Warning.) 

> In C:NMATLAB6p5pl\toolboxvmatlab\matfun\funm.m at line 76 


ans = 
-0.9093 0 0 0 0 

0 -0.9093 0 0 0 

0 0 -0.9093 0 0 

0 0 0 0.9589 0 

0 0 0 0 0.9589 


MATLAB 7.0 修改 了 funm() 中 的 算法 ， 改 用 Taylor 旱 级 数 展 开 的 方式 计算 短 阵 函数 ， 可 以 
得 出 正确 的 结果 ， 但 这 样 要 求 函数 有 Taylor 旱 级 教 展开 表达 式 。 

事实 上 ,矩阵 的 非 线性 函数 运算 可 以 通过 朝 级 数 的 方法 简单 地 求 出 。 例 如 ， 正 弦 函 
数 可 以 由 下 面 的 每 级 数 展开 式 求 出 。 


六 二 关于 9 下 六 (53) 
各 本 + 可 全 可 


可 以 用 MATLAB 实现 正弦 函数 笑 级 数 的 展开 。 
function E=sinml(A) 
E = zeros(size(A));F= AiK= 13; 
While norm(E+F-E,1) > 0 

E=E+F; F= -A-2+F/((k+r2)#(k+l))3 KK = k+2; 
end 
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【 例 4-.48】 由 上 面 的 程序 可 以 看 出 ， 看 起 来 比较 复杂 的 短 阵 正弦 函数 的 时 级 数 展 开 运 算 可 以 由 几 
条 MATLAB 语句 容易 地 编写 出 来 。 利 用 该 函 教 可 以 容易 地 求 出 原 短 阵 和 的 正弦 给 阵 为 
>> E=sinml(A) 


下 = 
-0.9093 -0.4161 0.4546 0 0 
0 -0.9093 “ -0.4161 0 0 
0 0 -0.9093 0 0 
0 0 0 0.9589 0.2837 
0 0 0 0 0.9589 


可 以 测 出 ， 该 函数 一 共 进 行 了 39 次 重 加 运算 。 对 上 面 的 结果 和 瑜 阵 再 进行 反正 弦 运算 ， 不 难得 
出 这 样 的 结论 ， 这 种 运算 可 以 还 原 出 原来 的 答 阵 入， 而 这 样 的 结果 光 靠 MATLAB 提供 的 funm() 
函数 是 不 可 能 得 出 的 。 所 以 在 使 用 funm() 函数 时 应 该 格外 注意 ， 如 果 确实 不 能 得 出 正确 的 结果 ， 
则 建议 采用 因 级 数 的 方法 编写 程序 来 直接 求 出 。 

再 考虑 矩阵 三 角 函 数 的 解析 解 求解 方法 。 先 考虑 标量 三 角 函 数 的 运算 公式 ， 根 据 著 
名 的 Euler 公 式 eiae = cosa+jsina 与 eria = cosa 一 jsina 可 以 立即 推导 出 





sin a 一 局 一 erija)，cosa = ze 十 eria) (4-5-4) 


此 公式 可 以 直接 用 于 o 为 矩阵 的 形式 。 下 面 通过 例子 演示 一 般 矩阵 的 正弦 和 余弦 函数 的 
解析 解 运算 。 
【 例 4-49】 仍 考虑 例 4-45 中 给 出 的 短 阵 ， 试 求解 sin 4。 
【求解 〗 可 以 利用 现成 的 expm() 函 教 求 出 给 阵 的 正 孩 函 教 。 
>> A=s[[-2 1 0; 0 -2 1; 0 0 -2]，zeros(3,2); zeros(2,3) [-5 1; 0 -5]]; 


j=sqrt(-1); 
Al=(expm(A*+j)-expm(-A+j))/(2+j) ， 
AL = 

-0.9093 -0.4161 0.4546 0 0 
0 -0.9093 -0.4161 0 0 
0 0 -0.9093 0 0 
0 0 0 0.9589 0.2837 
0 0 0 0 0.9589 


可 见 ， 精 确 的 解 与 例 4.48 完全 一 致 ， 证 明 该 解 是 正确 的 。 
【 例 4.50】 假 设 给 出 如 下 的 短 阵 

-7 2 0 于 

1 -4 2 1 

2 -1 -6 - 

-1 -1 0 -4 

已 知 该 给 阵 有 重 特征 和 娄 ， 试 求 出 该 和 隆 的 正弦 函数 sin At 和 余 孩 函数 co8 At。 
【求解 】 根据 式 (4-5-4) 可 以 由 下 面 的 语句 求解 矩阵 的 正弦 和 余弦 函数 


4= 
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>> 各 [-7,2.0,-13 1.-4.2,1; 2.-1.-6,-13 -1-1.0,- 匀 ; 
syms ti; j=sym(sqrt(-1)); 
Al=simple((expm(A*jt)-expm(-Asjst))/(2+j)) ， 
A2=simple((expm(A+j#t)+expm(-A*#j*#t) ) /2) 
由 于 结果 过 于 完 长 ， 这 里 只 列 出 其 IIEX 表示 的 结果 如 下 : 
-2/9sin3t+ (已 一 7/9)sin6t 一 5/3tcos6t ”一 1/3sin3t 十 1/3sin6t 十 tcos6t 
一 2/9sin3t 二 ( 弓 十 2/9)jsin6t 二 1/3tcos6t 一 1/3sin3t 一 2/3sin6t 十 tcos6t 


一 2/9sin3t 十 (-2t2 + 2/9)sin6t 十 4/3tcos6t 一 1/3sin3t 十 1/3sin6t 一 2tcos6t 
4/9sin3t 二 (经 一 4/9)sin6t + 1/3tcos6t 2/3sin3t 一 2/3sin6t 十 tcos6t 


一 2/9sin3t 二 (2/9+tz)sin6t -- 2/3tcos6t 。 1/9sin3t 十 (-1/9+t2)sin6t 一 2/3tcos6t 
此 


sin 4t 一 





一 2/9sin3t 二 (2/9+t2) sin 6t + 4/3tcos6t 。 1/9sin3t 十 (一 /9 十 2) sin 6t 十 4/3tcos6t 
一 2/9sin3t - (7/9+2t2)sin6t 一 2/3tcos6t 1/9sin3t 一 (1/9 十 2t2) sin 6t 一 2/3tcos6t 
4/9sin3t 二 (-4/9+t2)sin6t 十 4/3tcos6t 一 2/9sin 3t 十 (-7/9+t2)sin6t 十 4/3tcos6 


219cos3t - ( 妈 十 219) cos(6 * 胃 十 1/3tsin6t 。 1/3cos3t 十 2/3cos6t 十 tsin6t 
2/9cos3t+ (212 一 2/9) cos6t 十 4/3tsin6t 。 1/3cos3t 一 1/3cos6t 一 2tsin6t 
一 4/9cos3t 十 (- 友 十 4/9) cos6t 十 1/3tsin6t 一 2/3cos3t 十 2/3cos6t 十 tsin6t 


2/9cos3t -- (2/9+ 好 ) cos6t 一 2/3tsin6t 一 1/9cos3t 十 (1/9 一 纪 ) cos6t 一 2/3tsin6t 
2/9cos3t 一 (2/9+tz) cos6t 十 4/3tsin6t 一 1/9cos3t 十 (1/9 一 世 ) cos6t 十 4/3tsin6t 
2/9cos3t + (7/9+2t2) cos6t 一 2/3tsin6t 一 1/9cos3t 十 (1/9 十 2t2) cos6t 一 2/3tsin6t 
-4/9cos3t 十 (4/9 一 好 ) cos6t 十 4/3tsin6t 2/9cos3t+ (7/9 一 好)cos6t 十 4/3tsin6t 


4.5.2.3 “一般 矩阵 函数 的 运算 


除了 对 整个 矩阵 求 取 和 矩阵 指数 之 外 ，MATLAB 还 允许 求 取 和 矩阵 的 其 他 非 线性 函数 ， 
其 中 常用 的 函数 还 有 logm() (矩阵 求 对 数 ) 、sqrtm() (矩阵 求 平方 根 ) 和 funm() (矩阵 求 
任意 函数 ) 等 。 可 以 看 出 ， 这 里 的 函数 名 很 有 特点 ， 每 个 函数 名 在 标准 函数 名 的 后 面 加 了 
一 个 后 级 m， 表 示 对 和 矩阵 而 不 是 对 矩阵 元 素 进 行 运算 。 

遗憾 的 是 ， 现 有 的 funm() 函数 是 基于 特征 值 和 特征 向 量 矩 阵 的 ， 所 以 矩阵 有 重 根 
时 ， 由 于 特征 向 量 矩 阵 奇 异 ， 故 得 出 的 结果 是 不 可 靠 的， 甚至 是 错误 的 。 这 里 将 介绍 基 
于 Jordan 矩阵 的 矩阵 函数 求解 方法 bg。 

首先 可 以 将 rmi 阶 Jordan 块 天 写成 厂 = XI+ 本 mw ， 其 中 ，Xi 为 Jordan 矩阵 的 重 
特征 值 ， 百 w, 为 蹇 零 拭 阵 ， 即 上 > mi 时 本 A, = 0。 这 样 可 以 证 明 ， 和 矩阵 函数 %(Ji) 可 以 
由 下 式 求 出 。 


2/9cos3t+(- 引 上 十 7/9)cos6t 一 5/3tsin6t 。 1/3cos3t 一 1/3cos6t 十 tsin6t 
cos 4t = 





UDCAiD) mi-1 


弛 (有 ) = 网 (Ai) Ts 十 内 (Ai) En 十 … 十 0 (4-5-5) 
如 果 通 过 Jordan 矩阵 分 解 的 方法 可 以 将 任意 矩阵 4 分 解 成 
邦 
2 吃 交 V-i (45-6) 


mm 
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这 样 ， 该 矩阵 的 任意 函数 (4) 可 以 最 终 如 下 求 出 。 如 果 通 过 Jordan 矩阵 分 解 的 方法 可 
以 将 任意 矩阵 4 分 解 成 
(JI) 
志 
(4) = 普 0) V-! (45.7) 


2(Jm) 


根据 上 面 的 算法 可 以 立即 编写 出 新 的 funmm() 函数 ， 应 该 置 于 esym 目录 下 ， 可 以 推导 任 
意 矩 阵 函 数 的 解析 解 。 该 函数 的 清单 为 


function F=funm(A,fun,x) 
[V,J]=jordan(A); vl=[0,diag(J,1)?]; v2=[find(vl==0) ，length(vl)+1] ; 
for i=1:length(v2)-1 
v_lambda(i)=J(v2(i),v2(i)); v-n(i)=v2(i+1)-vV2(i); 
end 
m=length(v_lambda) ; F=sym([]); 
for i=1:m 
Jl=J(v2(i):v2(i)+v_n(i)-1,v2(i):v2(i)+v_n(i)-1); 
fJ=funJ(J1,fun,x); F=diagm(F,fJ); 
end 
F=V*#F*inv(CV) ; 
function fJ=funJ(J,fun,x) 
lam=J(1,1); fl=fun; fJ=subs(fun,x,1am)*eye(size(J)); 
H=diag(diag(J,1) ,1); Ht=H; 
for i=2:length(J) 
fl=diff(f1,x); al=subs(f1,x,1am); 了 J=fJ+al#H1; Hil=H1*H/i; 
end 


该 函数 的 调用 格式 为 

4i=funm(A，funx，z7) 
其 中 ，z 为 符号 型 自 变 量 ，funx 为 z 的 函数 表示 。 例 如 ， 若 想 求 出 e4， 则 可 以 将 funx 
填写 成 exp(x)。 其 实 ，funx 参数 可 以 描述 任意 复杂 的 函数 ， 如 exp(x*t) 表示 求 取 e 仿 ， 
其 中 + 也 应 该 事先 设置 成 符号 变量 。 另 外 ， 该 函数 还 可 以 表示 成 exp(x#cos (xst)) 型 的 
复合 函数 ， 表 示 需 要 求 取 炒 (A) = e4cest40。 
【 例 4.51】 已 知 给 定 短 阵 A， 试 求 出 答 阵 函数 WA) = easo(49 5 


7 0 一 
1 -4 2 1 
AI 一: 
= 0 -一 


【求解 】 可 以 用 下 面 的 语句 将 其 输入 到 MATLAB 环境 中 
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>> A=[-7,2,0,-1; 1,-4,2,1; 2,-1,-6,-1; -1,-1,0,-4] ; 
如 果 想 求 出 %(A) = e4cos(40 ， 分 析 题 意 ， 可 以 用 下 面 的 语句 
>> syms x ti Al=funm(sym(A) ,exp(x*ycos(xyt)) ,x) 

得 出 的 结果 是 很 兄长 的 ， 根 本 无 法 显示 全 部 内 容 ， 这 里 只 给 出 其 中 一 项 为 


,1(A) = 2/9e-3cosst + (2tsin 6t 十 6t2cos 6t)je-6cos6t + (cos 6t 一 6tsin 6t)2e-6cos 人 一 
5/3(cos6t -6tsin 6t)e-6cos6t 十 7/9e-6coet 


可 见 ， 这 样 得 出 的 Wi,i(t) 有 很 多 项 均 是 e -6cos6t 的 系数 项 ， 故 可 以 通过 合并 同类 项 的 化 简 方法 手 
动 给 出 下 面 的 命令 : 

>> collect(Al(1,1) ,exp(-6*cos(6*#t))) 
则 可 以 得 出 如 下 的 化 简 结果 : 


Wi(4) = |12tsin6t 二 6t2cos6t+ (cos6t 一 6tsin6t)? 一 Seoset 十 引 ea 3 


进一步 地 ， 若 令 t = 1， 则 可 以 求 出 eco" A 的 精确 数值 解 为 
>> subs(Al,t,1) 
ang = 
4.35831539990954 ”6.50441091578582 “4.36346744190690 -2.13264353819237 
4.37176737759345 ”6.50755880947501 ”4.38006731328000 -2.11604366681927 
4,26528707638475 ”6.47951110872617 “4.25183509870084 -2.24742377508763 
-8.62045458260509 -12.98392202451199 -8.61215464691854 ”4.38321520696919 


4.6 ”本章 要 点 简介 
。 线 性 代数 问题 的 有 关 MATLAB 函数 如 下 表 给 出 。 


-一 














函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
ones 0) 生成 么 矩阵 ， 即 矩阵 全 部 元 素 均 为 1 的 矩阵 MATLAB 85 
zeros() | 生成 零 矩阵 MATLAB 85 
rand() 生成 |0, 1] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 矩 阵 MATLAB 85 
randn() | 生成 标准 正 态 分 布 N(0, 1) 的 随机 数 矩 阵 MATLAB 85 
diag() 生成 对 角 和 矩阵 或 由 一 般 矩阵 提取 对 角 线 元 素 的 函数 MATLAB 86 
diagm() 生成 对 角 块 矩阵 自 编 87 
hankel() “| 生成 Hankel 和 矩阵， 编写 了 同名 符号 函数 ， 见 90 页 MATLAB 87 
vander() “| 生成 Vandermonde 和 矩阵， 编写 了 同名 符号 函数 见 90 页 MATLAB 89 
hilbO) 生成 Hilbert 和 矩阵 MATLAB 88 
invhilb() | 生成 Hilbert 逆 矩 阵 MATLAB 88 
compan() “| 由 多 项 式 构造 伴随 矩阵 ,编写 了 同名 符号 函数 ， 见 90 页 MATLAB 89 
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续 表 
函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
7 将 已 知 矩 阵 转换 成 符号 算 阵 符号 运算 90 
det() 求 矩阵 的 行列 式 ， 同 桩 支持 符号 运算 MATLAB 91 
trace() “| 求 矩 阵 的 迹 ， 同 样 支持 符号 运算 MATLAB 92 
rank0) | 求 算 阵 的 秩 ， 同 样 支持 符号 运算 MATLAB | 
norm() 求 矩阵 的 各 种 范 数 ， 不 支持 符号 运算 MATLAB 94 
poly(O) 求 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 由 于 算法 原因 建议 采用 新 间 名 函数 ， 见 95 页 MATLAB 95 
polyvalm() | 和 矩阵 的 多 项 式 运算 ， 同 样 支持 符号 运算 MATLAB 96 
polyval() | 矩阵 的 多 项 式 点 运算 ， 同 样 支持 符号 运算 MATLAB 96 
poly2sym() | 数值 向 量 转换 成 符号 多 项 式 符号 运算 97 
aym2po1y() | 符号 多 项 式 转换 成 数值 向 量 符号 运算 97 
inv(O) 和 矩阵 求 着 ， 同 样 支持 符号 运算 MATLAB 98 
pinv() 矩阵 的 Moore-Penrose 广义 逆 ， 不 支持 符号 运算 MATLAB 101 
eig() 求 取 和 矩阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 或 广义 特征 值 ， 同 样 适合 于 符号 运算 MATLAB | 104,106 
orth() 和 矩阵 的 正 交 基 计算 ， 不 支持 符号 运算 MATLAB 107 
la0 甜 阵 的 LU 分 解 ， 不 支持 符号 运算 MATLAB 109 
chol(0) 对 称 矩 阵 的 Cholesky 分 解 ， 不 支持 符号 运算 MATLAB | 111,112 
jordan() 符号 矩阵 的 Jordan 和 矩阵 转换 符号 运算 114 
avd() 和 扼 阵 的 奇异 值 分 解 ， 支 持 符号 运算 MATLAB 116 
null0) 矩阵 的 化 鹤 空 间或 基础 解 系 计算 ， 支 持 符号 运算 MATLAB 119 
1yap() 求解 连续 Lyapunoyv 方程 、Sylvester 方程 的 数值 解 控制 系统 122 
dyap() 求解 离散 Lyapunov 方程 的 数值 解 控制 系统 124 
1yap() 求解 连续 、 离 散 Lyapunoyv 方程 、Syivester 方程 的 解析 解 自 编 124 
are() 求解 Riccati 方程 的 数值 解 控制 系统 127 
abe() 面向 矩阵 元 素 的 模 运 算 ， 类 似 的 函数 还 有 aqrt()，sxp()，sin()，| MATLAB | 128 
cog()，tan()，asin()，acos()，atan()，atan2()，1og()，1og10()，real()， 
imag()，conj()，ceil()， floor(), round()，fix() 等 
expa() 。 | 矩阵 的 指数 运算 ， 支 持 符号 运算 ， 其 他 函数 为 expml()，expa2()，expa3() | MATLAB | 129 
等 ， 但 不 支持 符号 运算 
funm() 和 矩阵 函数 计算 ， 可 以 求 取 任意 非 线性 矩阵 函数 ， 不 能 由 于 符号 运算 MATLAB 132 
funm() 和 矩阵 函数 计算 ， 可 以 用 符号 方法 求 取 任意 非 线性 矩阵 函数 自 编 135 


。 介绍 了 零 矩 阵 、 么 矩阵 、 单 位 矩阵 、 随 机 数 矩 阵 、 对 角 和 矩阵、Hilbert 和 矩阵、 伴随 
矩阵 、Vendermonde 矩阵 及 Hankel 矩阵 等 特殊 矩阵 的 MATLAB 函数 ， 并 介绍 用 
MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 语句 编写 输出 符号 矩阵 的 方法 。 

。 可 以 利用 MATLAB 语句 对 给 定 矩 阵 进行 数值 解 与 解析 解 分 析 ， 如 计算 矩阵 的 行列 
式 、 迹 、 秩 、 范 数 、 特 征 多 项 式 、 逆 矩阵 和 广义 逆 和 矩阵 、 特 征 值 与 特征 向 量 等 。 
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se 还 介绍 了 和 矩阵 的 分 解 方法 ， 如 LU 分 解 、 正 交 分 解 、 对 称 矩 阵 的 Cholesky 分 
解 、Jordan 分 解 、 奇 异 值 分 解 等 ， 介 绍 利用 MATLAB 语言 直接 对 和 抢 阵 分 解 的 数 
值 解 和 解析 解 方法 。 


e 分 析 了 线性 代数 方程 可 解 的 条 件 ， 分 别 对 惟一 解 、 无 穷 解 和 无 解 等 问题 进行 处 理 ， 给 
出 了 基于 MATLAB 语言 的 无 穷 解 的 基础 解 系 与 通 解 求 取 方 法 ， 还 介绍 了 无 解 方程 的 
最 小 二 乘 求 解 方法 等 。 


。 分 析 了 连续 、 离 散 Lyapunov 方程 及 Sylvester 方程 的 数值 解法 和 基于 Kronecker 乘积 
的 解析 解 算法 ， 并 给 出 了 解析 解 函数 实现 ， 还 研究 了 基于 MATLAB 语言 的 二 次 型 
Riccatti 方程 的 数值 解法 。 


。 引 入 了 逐 点 函数 求 值 和 和 矩阵 函数 求 值 的 概念 ， 并 对 指数 函数 、 三 角 函 数 等 矩阵 函数 求 
值 给 出 了 基于 MATLAB 语言 的 解析 解 、 数 值 解 方法 ， 并 给 出 了 基于 Jordan 分 解 的 
和 矩阵 一 般 和 矩阵 函数 求 值 方法 和 MATLAB 程序 ， 可 以 推出 诸如 e4eo 4 型 的 任意 矩阵 
函数 求 值 MATLAB 解析 程序 ， 理 论 上 可 以 求解 任意 复杂 的 矩阵 函数 求 值 问题 。 


4.7 习 
1 Jordan 和 阵 是 矩阵 分 析 中 一 类 很 实用 的 矩阵 ， 其 一 般 形式 为 
-a 1 0 0 -5 1 0 0 0 
0 -al.… 0 0 -5 1 0 0 
J=|:，，，:. :|， 便 加 mn=|0 0 -5 1 0 
0 0 0 0 -5 1 
台 -Qa 0 0 0 0 -5 
试 利用 diag() 函数 给 出 构造 册 的 语句 。 
2 等 零 矩 阵 是 一 类 特殊 的 矩阵 ， 其 基本 形式 为 
010.… 0 
001.… 0 
| 
000. 1 
000:… 0 


亦 即 ， 拭 阵 的 次 主 对 角 线 元 素 为 1， 其余 均 为 0， 试 验证 对 指定 阶 次 的 香 零 矩阵 ， 有 HE = 0 
对 所 有 的 宇 疡 于 成 立 。 


3 试 从 矩阵 的 显示 格式 区 分 符号 矩阵 和 数值 矩阵 ， 明 确 它们 的 含义 和 应 用 场合 。 若 A 矩阵 为 数 
值 和 阵 ， 媚 为 符号 矩阵 ，C- 4* 媚 运算 得 出 的 C 拭 阵 是 符号 矩阵 还 是 数值 矩阵 ? 
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4 请 将 下 面 给 出 的 矩阵 4 和 媚 输入 到 MATLAB 环境 中 ， 并 将 它们 转换 成 符号 矩阵 。 


5 765165 3 瑟 
2 31001 4 3 2 
64206 4 4 和 2 
4=|3 9%63662|,，B=|3 5 
10760077 4 1 
下 -3 一 4 
4867217 
人 
史 有 妈 51 
5 试 求 出 Vandermonde 珑 阵 4= |c cc ec 1 
出 加 中 dd 1 
人 


5 0 
5 4 
1 1 
1 5 
0 1 
-7 3 


ownbeowc 
omebeb 


mbaoaew 


的 行列 式 ,并 以 最 简 的 形式 显示 结果 。 


6 利用 MATLAB 语言 提供 的 现成 函数 对 习题 4 中 给 出 的 两 个 矩阵 进行 分 析 ， 判 定 它们 是 否 为 
青 异 矩阵 ， 得 出 矩阵 的 秩 、 行 列 式 、 迹 和 逆 矩 阵 ， 检 验 得 出 的 逆 矩 阵 是 否 正确 。 


7 试 求 出 习题 4 中 给 出 的 入 和 已 矩阵 的 特征 多 项 式 、 特 征 值 与 特征 向 量 ， 并 验证 Hamilton- 


Caylay 定理 ， 解 释 并 验证 如 何 运算 能 消除 误差 。 


8 试 对 习题 4 中 给 出 的 信和 书 矩阵 进行 奇异 值 分 解 、LU 分 解 及 正 交 分 解 和 阵 。 


9 试 求 出 下 面 婚 阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 、 奇 异 值 。 


人 703 795 
74933 547 957 
4=|39838|, 瑟 =|445 523 
5963 6 695 880 
26854 621 173 


980 137 
271 12 

252 894 
876 199 
737 299 


661 
284 
469 
65 
988 


10 试 判定 下 面 矩 阵 是 否 为 正定 答 阵 ， 如 果 是 ， 则 得 出 其 Cholesky 分 解答 阵 。 


9 2 1 2 3 16 17 
24333 17 12 
4=|13734|,， 刀 =|9 12 
2335 4 12 2 
2 3 4 4 5 12 18 


-2 05 -05 0.5 


9 12 
12 2 
18 7 了 
7 18 
13 12 


12 
18 
13 
12 
10. 


11 试 对 短 阵 人 = | 0 5 0.5。 0.5| 进行 Jordan 变换 ， 并 得 出 变换 给 阵 。 


2 05 -45 0.5 
2 生 -2 ， 一 2 


12 试 求 下 面 齐 次 方程 的 基础 解 系 。 


6zl + zz 十 47s 一 77z4 一 3z5 一 0 
-2zl 一 7zz 一 8rs+6z =0 


一 471 十 5rz 十 zs 一 6z4 十 875 一 0 
一 34zl 二 36z2 十 9zs 一 21z4 十 49zs = 0 
一 26zl - 12za 一 27zs + 27z4 十 17z5 = 0 
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13 试 求 下 面 线性 代数 方程 的 解析 解 与 数值 解 ， 并 检验 解 的 正确 性 。 


2 -9 3 -2 -1i -1 -4 0 
10 -1 10 5 0 太一 二 二 8 
8 -2-4-6 3|<=-|o 3 3 
-5 -6 -6 -8 -4 9 -5 3 
14 试 判定 下 面 的 线性 代数 方程 是 否 有 解 。 
16 2 3 13 1 
5 1 10 8|v_|3 
9 7 6 12|x=|14 
4 1 145 1 了 
15 试 求 出 线性 代数 方程 的 解析 解 ， 并 验证 解 的 正确 性 。 
2 9 412 5 8 6 1 9 
1 5 12 
3 035 7 5 10 4 12 
31166 9 9 1|x=|i 9 
Il2146 8 7 0 5 
5 -8 1 -9 1 -1 18 10 18 
26 -27 -1 0 -15 -13 18 -20 2 
16 试用 数值 方法 和 解析 方法 求 取 下 面 的 Sylvester 方程 ， 并 验证 得 出 的 结果 。 
3 -6-4 0 5 2 
1 4 2 -2 4 3 
-6 3 -6 7 3|x+Xxl-2 -92|=|5 -6 1 
-13 10 0 -1 0 -2 -19j |6 -4 -4 
0 40 3 4 -6 6 -3 
17 假设 某 Riccati 方程 的 数学 表达 式 为 刀 A 十 AT 已 一 尸 BR-LBTP+Q=0， 且 已 知 
-2 6 -3 9 0 3 65 31 
2 -6 -2 ,-6 16 4 |5634 
4=|-5 0 -5 -2|' 妃 2 人 -3 人 [3 
10 3 4 -1 9 6 4 .426 
试 求解 该 方程 ， 得 出 媚 炬 阵 ， 并 检验 得 出 解 的 精度 。 
18 假设 已 知 某 Jordan 块 拭 阵 4 及 其 组 成 部 分 为 
4 0 和 二 
4=| 4 UUSEE = ,=[ 司 ,4= 0 
4 四 WW 人 


试用 解析 解 运算 的 方式 得 出 eat，sin (24t 十 3) ,ee42 +sin(h204t 二 en 人 


19 假设 已 知 矩 阵 入 如 下 ， 试 求 出 eat sin At eatsin (42e4tt) 。 

-45 0 05 一 1.5 

-0.5 -4 05 -0.5 
1.5 2.5 1.5 
0 一 1 一 -3 


人 = 
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积分 变换 技术 可 以 将 某 些 难以 分 析 的 问题 通过 映射 的 方式 映射 到 其 他 域内 的 表达 式 
后 再 进行 分 析 。 例 如 ，Laplace 变换 可 以 将 时 域 函 数 映射 成 复 域 函数 ， 从 而 可 以 将 某 时 
域 函 数 的 微分 方程 映射 成 复 域 的 多 项 式 代数 方程 ， 使 得 原 微分 方程 在 诸多 方面 ， 如 稳定 
性 、 解 析 解 等 方面 更 便于 分 析 ， 这 样 的 变换 方法 构成 了 经 典 自 动 控制 理论 的 基础 。 在 实 
际 应 用 中 ，Fourier 变换 、Mellin 变换 及 Hankel 变换 都 是 有 其 应 用 领域 的 。 如 何 利用 计算 
机 求解 积分 变换 的 解析 解 是 本 章 主要 介绍 的 问题 之 一 。 第 5.1 节 将 首先 介绍 Laplace 变换 
与 反 变换 的 定义 及 基本 性 质 ， 然 后 介绍 用 MATLAB 语言 中 的 符号 运算 工具 箱 函 数 求 取 
Laplace 变换 及 反 变 换 问 题解 析 解 方法 。 第 5.2 节 将 介绍 Fourier 变换 及 反 变 换 的 定义 、 
性 质 和 变换 问题 的 MATLAB 解法 ， 并 介绍 Fourier 余弦 变换 、 正 弦 变 换 等 问题 的 计算 机 
求解 方法 。 第 5.3 节 将 介绍 Mellin 变换 、Hankel 变换 等 问题 的 MATLAB 语言 的 求解 算 
法 ， 可 以 得 出 函数 的 相应 变换 及 反 变换 。2 变换 是 另 一 类 实用 的 变换 方法 ， 该 变换 方法 也 
是 离散 控制 理论 的 数学 基础 。 第 5.4 节 将 介绍 Z 变换 及 其 反 变换 的 定义 和 性 质 ， 并 介绍 基 
于 MATLAB 语言 符号 运算 工具 箱 的 Z 变换 问题 的 计算 机 辅助 求解 方法 。 本 章 的 另 一 个 主 
要 问题 是 复 变 函 数 问题 及 其 MATLAB 语言 求解 ， 可 以 用 第 5.5 节 中 介绍 的 方法 计算 复 变 
函数 的 奇 点 ， 进 行 部 分 分 式 展 开 等 运算 ， 并 介绍 利用 相关 方式 求解 封闭 区 域 积分 问题 的 
方法 。 


5.1 Laplace 变换 及 其 反 变 换 


法 国 数学 家 Pierre-Simon Laplace (1749-1827) 引入 的 积分 变换 可 以 巧妙 地 将 一 般 常 
系数 微分 方程 映射 成 代数 方程 ， 莫 定 了 很 多 领域 ， 如 电路 分 析 、 自 动 控 制 原理 等 的 数学 
模型 基础 。 本 节 将 首先 介绍 Laplace 变换 及 其 反 变 换 的 定义 与 性 质 ， 然 后 介绍 利用 计算 机 
数学 语言 MATLAB 求解 Laplace 变换 及 其 反 变换 的 方法 与 应 用 。 


5.1.1 Laplace 变换 及 反 变 换 定义 与 性 质 
一 个 时 域 函 数 ft) 的 Laplace 变换 可 以 定义 为 
ZU- 全 ygeat= Pa (11) 
0 


式 中 ，2[f(G] 为 Laplace 变换 的 简单 记号 。 
下 面 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Laplace 变换 的 性 质 。 
@ 线性 性 质 若 。 与 5 均 为 标量 ， 则 乡 [of(t) 士 bg(b] = a2[f(bj 士 blg(b]。 
@ 时 域 平移 性 质 2[Flt 一 oj] = eeF(s)。 
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人 s- 域 平移 性 质 Ze = Fls+oa)。 
图 微分 性 质 [djf(t)/di = sF(s) - F(0+)， 一 般 地 ，m 阶 微分 可 以 由 下 式 求 出 。 


二 | 生 79| -Pa-eyoD- or G65-19) 





若 假设 函数 ft) 及 其 各 阶 导 数 的 初 值 均 为 0， 则 式 (5-1-2) 可 以 简化 成 
2[dnj(t/dtm] = s"F(s) (5-1-3) 


此 性 质 事实 上 是 微分 方程 映射 成 代数 方程 的 关键 式 子 。 
加 积分 性 质 若 假设 零 初始 条 件 ，.2[ 有 f(r)dr] = F(s)/s， 一 般 地 ， 函 数 fb) 的 
重 积分 的 Laplace 变换 可 以 由 下 式 求 出 。 


[7 jadn] 攻 于 (5-1-4) 


(@ 初 值 性 质 jiny 7(b) 一 JimssF(s)。 
人 @ 终 值 性 质 如果 F(s) 没有 s > 0 的 极点 ， 则 im fb) = limysF(s)。 
因 卷 积 性 质 .2[F(t) * g(b] = 2[Fb]2[g(b]， 式 中 ， 卷 积 算 子 *# 的 定义 为 





J(D*gtb) = 了 Jr)ot -rdr= 人 jl 一 rjglr)dr (5-1-5) 


@@ 其 他 性 质 
lnjO] = (DnYEG <[ 名 | - 广 广 r Flajden (51.6) 


don 


如 果 已 知 函 数 的 Laplace 变换 式 忆 (s)， 则 可 以 通过 下 面 的 反 变 换 公式 求 出 其 Laplace 
反 赤 换 
加 让 十 jco 
7J0=22eol= 赤 三 ,Fed (517) 


其 中 大 于 F(s) 奇 点 的 实 部 ， 奇 点 的 概念 将 在 后 面 给 出 。 


5.1.2 Laplace 变换 的 计算 机 求解 


求解 已 知 函 数 的 Laplace 变换 用 数值 编程 的 方式 是 无 法 实现 的 ， 如 果 需 要 采用 计 
算 机 来 求解 这 样 的 问题 ， 必须 借助 于 计算 机 数学 语言 ， 如 本 书 介 绍 的 MATLAB 语 
言 。MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 轻松 地 求解 Laplace 变换 问题 。 具 体 的 变换 及 
反 变 换 问题 的 求解 步骤 为 : 

全 定义 符号 变量 t+， 这 样 就 能 描述 时 域 表 达 式 Fun 了 。 和 前 面 介 绍 的 内 容 一 样 ， 申 明 
符号 变量 可 以 用 syms 命令 实现 。 
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@) 直接 调用 laplace() 函数 ， 就 可 以 求解 出 所 需 的 时 域 函数 Laplace 变换 式 子 。 该 
函数 的 调用 格式 为 
F=laplace(Fun) ”采用 默认 的 苇 为 时 域 变量 
F=laplace(Fun,u,aD) 人 
还 可 以 考虑 采用 simple() 等 郴 数 对 其 进行 化 简 。 
图 对 复杂 的 问题 来 说 ， 得 出 的 结果 形式 通常 难以 阅读 ， 所 以 需要 调用 pretty() 函数 
或 latex() 函数 对 结果 进行 进一步 处 理 。 可 以 在 屏幕 上 或 利用 IATEX 的 强大 功能 将 结果 
用 可 读 性 更 强 的 形式 显示 出 来 。 
如 果 已 知 Laplace 变换 式 子 ， 则 应 该 首先 给 出 Laplace 变换 式 子 Fun， 然 后 采用 符号 
运算 工具 箱 中 的 ilaplace() 函数 对 其 进行 反 变换 。 该 函数 的 调用 格式 为 





获得 变化 直子 之 后 也 可 以 对 之 进 一 下 化 向 和 址 变 显示 入 式 - 
【 例 5-1】 已 知 函 教 jlt) = t2e-2tsin(t 十 xz)， 试 求 取 该 函数 的 Laplace 变换 。 
【求解 〗 分 析 原 题 ， 可 以 先 申 明 t 为 符号 变量 ， 再 用 MATLAB 语句 表示 给 定 的 ft) 函数 ， 然 后 
就 可 以 用 下 面 的 语 自立 即 得 出 该 函数 的 Laplace 变换 为 

>> syms tt;i f=t~2*+exp(-2+t)*sin(ttpi); laplace(f) 

ang = 

-8/((s+2) “2+1)~3*(s+2) “2+2/((s+2) “2+1) “2 
上 述 结果 的 可 读 性 不 是 很 好 ， 所 以 可 以 考虑 采用 Pretty() 函数 修改 显示 形式 为 


>> Pretty(ans) 


((s+2) +1) (e+2) +1) 
如 果 用 户 采用 IYIEX 排版 语言 进行 文字 处 理 ， 则 可 以 调用 latex(ans) 函 教 进行 处 理 ， 并 将 
结果 嵌入 IYIEX 排版 语言 。 可 以 得 出 下 面 的 排版 效果 : 
(s 十 2)2 中 
(eroP+ 相 (e+2p+ 
【 例 5-2】 假 设 给 出 的 原 函 数 为 f(z) = zze-2sin(z 十 如 ， 试 求 其 Laplace 变换 ， 并 对 结果 进行 
Laplace 反 变 换 ， 看 是 否 能 变换 回 原 函数 。 


【求解 】〗 同样 可 以 采用 Iaplace() 。 
>> syms x Wi f=x~2*+exp(-2+Xx)+sin(x+pI)i 





F=laplace( 了 ,xyvw) 
F = 
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-8/((w+2) “2+1) “3* (w+2)-2+2/((w+2)~2+1) -2 
可 见 ， 这 样 的 结果 和 上 面 的 例子 是 完全 一 致 的 ， 但 需要 按 要 求 做 一 下 变量 替换 。 
使 用 Laplace 反 变换 的 函数 ilaplace() 得 出 原 函 教 ， 因 为 sin(t 十 x) = 一 sint。 
>> ilaplace(F) 
ans = 
-t“2*exp(-2#t)*sin(t) 
【 例 5-3】 试 求 出 下 面 函 数 的 Laplace 反 变 岳 。 


上 一 17z5 一 7z4 十 2z3 十 Z2 一 工 十 1 
25 十 11z5 十 48z4 十 106z3 十 125z2 十 757 十 17 
【求解 】 从 原来 给 出 的 问题 ， 似 乎 用 下 面 的 语句 就 能 直接 求解 出 所 需 结果 。 
>> 8yms X ti 

G=(-17*x~5-7T*x~4+2+x~3+x~2-X+l1)/(x-6+11*x~5+48+Xx~4+106+Xx~3+125#X~2+75#X+17) 1 

feilaplace(G,x,t) 

zt 。 
-1/31709*sum((39275165+45806941*_alpha~4+156459285*_alPha+5086418*+-alPha “5+ 
149142273*_alpha“3+221566216*_alpha~2)*exp(-alphaft) ， 
_alpha = Root0f(_Z-6+11+_Z-5+48*_Z~4+106*_Z~3+125*-Z~2+75*-Z+17)) 

而 事实 上 ， 该 方法 并 不 能 求 出 有 意义 的 结果 。 这 是 因为 分 母 多 项 式 对 应 的 方程 的 解 不 存在 解 
析 解 ， 所 以 导致 原 问题 不 存在 解析 解 。 若 利用 MATLAB 的 变 精度 算法 ， 则 可 以 得 出 高 精度 的 数 
值 解 。 

>> vpa(f,16) 

得 出 的 结果 可 以 用 IATEX 表示 成 


g(t) = 一 556.2565306869612e-3.261731010738519 二 0.2125567969626323e-0 520859605793 00 十 
537.2850440376093e-2.530945820048848t cos (0.3997631054498554t) 一 
698.2462189990537e-2.530945820048848t sin (0.3997631054498554t) 一 
0.00003153678766280867j (11070344.67912050e-?.5309458200488484 cos (0.3997631054498554t) 

十 8518385.730694274e-2.530945820048848t sin (0.3997631054498554t)) 一 
0.00003153678766280867j (一 11070344.67912050e-2.530945820048848+ co8 (0.3997631054498554t) 
一 8518385.730694274e-2.530945820048848t sin (0.3997631054498554t)) 十 
1.758929852389242e-1.077758871935292t cos (0.6021065910607615t) 十 
10.99415251571466e-1077758871935292t sin (0.6021065910607615t) 一 
0.00003153678766280867j (一 174306.7910603980e 1.0777588719352924 cos (0.6021065910607615 上 ) 
十 27886.95334470523e-1077758871935292t sin (0.6021065910607615b)) 一 
0.00003153678766280867j (174306.7910603980e -107775887198529" cos (0.6021065910607615b) 
一 27886.95334470523e-1.077758871935292t sin (0.6021065910607615t) 


CG(z) 





注意 ， 由 于 这 里 涉及 高 阶 多 项 式 方程 的 求解 ， 而 该 方程 本 身 并 没有 解析 解 ， 所 以 这 个 问题 也 
只 能 求 出 高 精度 的 教 值 解 ， 但 无 法 求 出 解析 解 ， 因 为 解析 解 根本 不 存在 。 
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【 例 5-4】 对 例 5-1 给 出 的 原 函 数 f(t)， 试 得 出 .2[d5f (tj/dtsl 和 s522[j(t)] 之 间 的 关系 。 
【求解 】 如 果 想 求 解 这 样 的 问题 ， 可 以 利用 符号 运算 工具 箱 中 的 diff() 函数 对 函数 f(t) 求 五 阶 
导数 ， 再 进行 Laplace 变换 ， 则 
>> syms 上 t si f=t“2*exp(-2*+t)*sin(t+pi) 
F=simple(laplace(diff(f,t,5))) 
ang = 
-2* (3000+6825*s+110*+s~5+6660*+s-2+960*+s~4+3471+s~3)/(s-2+4+s+5) “3 
对 jlt) 进行 Laplace 变换 ， 并 将 变换 结果 乘 以 855， 将 得 出 的 结果 与 前 面 直接 得 出 的 结果 相 减 ， 可 
以 得 到 
>> FO0=laplace(f); simple(F-s~5*FO) 
ang = 
6*s-48 
由 于 二 者 之 差 不 为 0， 所 以 看 起 来 和 式 (5-1-3) 是 不 同 的 。 这 是 因为 1(t) 函数 有 J(0) 一 
Jr(0) = 0， 但 其 高 阶 导数 在 上 = 0 处 的 值 不 为 0， 故 不 满足 式 (5-1-3)， 而 满足 式 (5-1-2)。 由 式 
(5-1-2) 直接 可 见 ， 考 虑 初始 条 件 后 ， 得 出 的 差 和 上 述 的 差 完全 一 致 
>> ss=0; fl=fi 
for i=4:-1:0 
ss=ss-s~i*ysubs(fl,t,0); fl=diff(fl,t); 
end 
SS8 一 
6*s-48 
【 例 5-5】 试 推导 出 2 [d2f(t)/dt2] 的 微分 公式 。 
【求解 】 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 还 可 以 进行 一 些 简单 的 Laplace 变换 公式 推导 。 假 设想 导出 
ji(t) 的 二 阶 导数 的 Laplace 变换 ， 首 先 应 该 先 定义 一 下 ft) 函数 ， 这 可 以 通过 如 下 语句 实现 ， 并 
推导 出 二 阶 导数 的 Laplace 变换 公式 。 
>> syms ti y=sym('f(t)') 久 定义 原 函 数 
laplace(diff(y,t,2)) 
ang = 
s*+(8#+1aplace(f(t),t,s8)-f(0))-D(f)(CO) 
当然 ， 该 功能 可 以 进一步 引申 ， 求 出 函数 8 阶 导 数 的 Laplace 变换 。 
>> laplace(diff(y,t,8)) 
ang = 
s*(s+(sy(sy(8*+(s*+(S*#(s+laplace(f(t),t,s)-f(0))-D(f)(0))-@@(D,2)(f)(0))- 
@e(D,3)(f) (0))-@e(D,4) (f)(0))-@@(D,5)(f)(0))-@6(D,6)(f)(0))-60(D,7)(f) (0) 
【 例 56】 已 知 ft) =e-stcos(2t 十 1) 十 5， 试 求 出 到 [d5f(t)/dt5]。 
【求解 】 这 个 例子 是 上 个 例子 的 引申 。 若 已 知 某 具 体 函 数 ft)， 则 可 以 将 diff() 函数 与 
laplace() 函 教 结合 起 来 使 用 ， 这 样 用 下 面 的 MATLAB 命令 则 可 以 得 出 所 需 的 结果 。 
>> syma ti f=exp(-5*#t)*cos(2+t+1)+5; 
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F=laplace(diff(f,t,5)); F=simple(F); latex(F) 
则 其 结果 可 以 在 ISTPX 环境 中 显示 为 
1475 cosls 一 1189 cos1 一 24360 sin 1 一 4282sin 1s 
3s2 十 10s 十 29 
对 化 简 后 的 结果 其 实 还 可 以 采用 其 他 化 简 方法 微调 。 例 如 ， 想 将 分 子 多 项 式 合并 同类 项 ， 则 可 以 
给 出 如 下 语句 : 
>> Byms s; collect(F); latex(ans) 
则 将 得 出 如 下 的 显示 结果 : 
{1475 cosl -- 4282 sin 1) s 一 1189 cosl 一 24360 sin 1 
s2 十 10s 十 29 








5.2 Fourier 变换 及 其 反 变 换 
5.2.1 Fourier 变换 及 反 变 换 定义 与 性 质 
Fourier 变换 的 一 般 定义 为 
史 [f(= 户 了 ed = 下 (w) (5-2-1) 
如 果 已 知 Fourier 变换 式 子 F(w)， 则 可 以 由 Fourier 反 变 换 公式 反 演 出 f(t) 函数 为 
f() = 史 -1[F(w)] = 二 / 忆 下 (w)eivtdw (5-2-2) 
这 里 仍 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Fourier 变换 的 性 质 。 
人 @@ 线性 性 质 若 a 与 5 均 为 标量 ， 则 多 [ajf (tb 土 zg(b] = a 多 [fb 土 b8[gG]。 
@) 平移 性 质 Z[jLt 土 ao] = etiweF(w)。 
@ 复 域 平移 性 质 多 [etie:j(b] = 下 (w 干 ao)。 
轩 微 分 性 质 史 [djf(t)/di = jwF(e)， 一 般 地 ，m 阶 微分 可 以 由 下 式 求 出 。 


| 中 fg| =oorzugl (6.2.3) 


@@ 积分 性 质 赤 | 厂 ydr| -= Po)/Go)， 一 般 地 ， 函 数 ft) 的 呈 重 积分 的 
Fourier 变换 可 以 由 下 式 求 电 站 
[太太 roeo] -型 字 全 2 区 


@@ 尺 度 变 换 2[/(obl = 二 (人 。 
人 @) 卷 积 性 质 玫 [F(t) * 5 是 = 一 史 [f(b]8[g( 芍 ， 其 中 ， 卷 积 定义 仍 为 式 (5-1-5)。 
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5.2.2 Fourier 变换 的 计算 机 求解 
和 Laplace 变换 一 样 ， 应 该 先 申 明 符号 变量 ， 并 定义 出 原 函 数 为 Fun， 这 样 就 可 以 按 
如 下 的 格式 调用 Fourier 变换 求解 函数 fourier()， 得 出 该 函数 的 Fourier 变换 式 。 
Ftourier(Fun) 按 默 认 变量 进行 Fourier 变换 
F-fourier(Fun，u，t) 将 的 函数 变换 成 v 的 函数 
注意 ， 和 式 (5-2-1) 不 同 ，MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 fourier() 函数 定义 的 连续 
信号 f(z) 的 Fourier 变换 定义 为 


1- 太 yerirdz 一 三 () (5-2.5) 


可 见 ， 二 者 相差 是 V 殉 的 关系 。 得 出 了 MATLAB 定义 的 Fourier 变换 五 (w)， 就 能 
用 玉 (w)/V 殉 得 出 信号 的 Fourier 变换 表达 式 。 
给 出 了 Fourier 变换 表达 式 ， 则 可 以 通过 ifourier() 函数 求解 该 函数 的 Fourier 反 变 
换 问 题 。 该 函数 的 具体 调用 格式 为 
Jifourier(Fun) 
frifourier(Fun， 2 切 ， 将 ， 
同样 ， 该 工具 箱 中 定义 的 Fourier 变换 的 反 变 换 公 式 也 和 式 (5-2-2) 有 区 别 。MATLAB 
中 给 定 函 数 FE(w) 的 Fourier 反 变换 公式 为 


j 四 =rIRO= 去 六 有 sendu (2.6) 





可 见 ， 该 公式 和 式 (5-2-6) 中 给 出 定义 完全 一 致 。 所 以 在 使 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 
求解 时 应 该 注意 二 者 的 差异 ， 以 免 出 现 不 必要 的 错误 。 
从 上 面 的 语句 可 以 看 出 ， 如 果 定 义 了 已 知 函数 ， 则 可 以 用 一 个 语句 求解 出 其 Fourier 
恋 换 或 反 恋 换 式 子 ， 变 换 函 数 的 调用 和 Laplace 变换 一 样 简单 。 所 以 如 果 已 知 数学 定 
义 下 的 Fourier 变换 式 子 F(w)， 则 可 以 将 其 先 除 以 V2x， 再 进行 变换 。 如 果 已 知 的 是 
MATLAB 得 出 的 Fourier 变换 式 子 ， 则 可 以 直接 使 用 ifourier() 函数 进行 变换 。 
【 例 5.7】 考 虑 ft) = 1/(t2 十 az),a > 0， 试 写 出 该 函数 的 Fourier 变换 式 。 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 原 函 数 的 Fourier 变换 。 
>> syms twi syms a potitive 
f=1/(t-2+a"2); F=fourier(f,tyo) 
F = 
pi* (exp(-a*#w)*Heaviside(w)+expP(atw) *Heaviside(-w))/a 
其 中 得 出 的 Heaviside(w) 函数 为 由 的 阶 中 函数， 又 称 为 Heaviside 函数 ， 当 书 0 时 ， 该 函 教 的 
值 为 1， 和 否则 为 0， 而 当 w 和 0 时 ，Heaviside( 一 w) 的 值 为 1， 否则 为 0。 很 设 由 > 0， 则 了 可 以 
简化 成 re-m/ja， 若 由 < 0， 则 了 可 以 简化 成 ke/a， 故 可 以 将 上 述 结果 写成 


四 


呆 [f(G] = 
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然而 ， 这 样 的 最 简 表 达 式 是 通过 MATLAB 语言 的 自动 化 简 功能 无 法 得 出 的 。 对 得 出 的 结果 
进行 Fourier 反 变 换 ， 则 将 还 原 出 原 函 数 。 
>> syms t Wi syms a Positive 
f=pi*exp(-ayabs(w))/a;i ifourier(f) 
ans = 
1/(a"2+x~2) 
即使 不 手工 化 简 ， 仍 可 以 直接 对 前 面 得 出 的 函 教 进行 反 变换 ， 仍 将 得 出 原 函 教 。 
>> ifourier(F) 
angs = 
41/(a “2+x“2) 
【 例 58】 假 设 时 域 函数 为 f(t) = sin2(at)/t，a > 0， 试 求 出 其 Fourier 变换 。 
【求解 】 由 给 定 的 式 子 ， 可 以 用 下 面 的 语句 获得 原 函 教 的 Fourier 变换 。 
>> syms 世 Wi 8yms a positivVe 
f=sin(ayt) “2/t; fourier(f,t,w) 
angs = 
1/2*i*pi*(Heaviside(w-2*a)+Heaviside(w+2+a)-2*Heaviside(w)) 

可 见 ， 该 结果 仍然 依赖 于 Heaviside() 函数 ， 所 以 理解 Heaviside() 函 雪 将 使 得 用 户 能 得 到 
更 简单 的 形式 。 当 w > 24， 则 3 个 Heaviside() 函数 的 值 均 为 1， 故 下 (w) = 0。 若 ww 和 -2a， 
则 3 个 函数 的 值 均 为 0， 故 下 (w) = 0。 若 0< 岂 < 2a， 则 第 2 和 3 个 Heaviside() 的 值 为 1， 故 
F(w) = -jr/2。 当 0> w > -2a， 则 下 (w) = 这 /2。 综 上 所 述 ， 原 函数 的 Fourier 变换 可 以 化 简 成 


0， lw| > 2a 


2 -{ -jxsign(w)/2，lol < 2a 


【 例 5-9】 再 考虑 一 个 稍微 复杂 的 例子 。 假 设 函 数 为 f(t) = eeltl/VI， 试 用 MATLAB 提供 的 现 
成 函数 和 直接 积分 的 方法 分 别 求解 Fourier 变换 问题 。 
【求解 】 先 考 虑 用 现成 的 函数 fourier() 对 给 出 的 原 函 数 进 行 变换 ， 可 以 采用 下 面 的 语句 求 取 其 
Fourier 变换 。 
>> syms w ti syms a positive 
f=exp(-a*+abs(t))/sqrt(abs(t)); F=fourier(f,t,w) 
PF = 
fourier(exp(-ayabs(t))/abs(t)~(1/2),t,W) 

很 遗 帖 ， 该 函数 无 法 求 取 原 函数 的 Fourier 变换 式 子 。 还 可 以 考虑 从 底层 进行 积分 计算 ， 
将 式 (5-2.1) 给 出 的 积分 式 分 成 两 段 分 别 求 积分 ， 亦 即 人 = 人 w+ 闻 ， 这 样 可 以 给 出 如 下 的 
MATLAB 命令 ， 但 这 样 的 方法 也 无 法 得 出 该 函数 的 Fourier 变换 。 

>> fl=exp(ayt)/sqrt(-t); f2=exp(-att)/sqrt(t); j=sym(sqrt(-1)) 3 
F=int (fl*exp(-j*wst) ,-inf,0)+int(f2+exP(-j*ywst) ,0,inf) 

ang = 
undefined 
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事实 上 ， 上 述 原 函数 是 有 有 限 Fourier 变换 的 ， 但 由 于 MATLAB 和 Maple 本 身 存在 的 困难 ， 
目前 无 法 求 取 该 函数 的 Fourier 变换 。 


5.2.3 Fourier 正弦 和 余弦 变换 
Fourier 正弦 变换 的 一 般 定义 为 


鸭 HOI= 人 7 四 smebdt= 斑 O) (52.7) 
Fourier 余弦 变换 的 一 般 定 义 为 

疯 UOI= 人 ycasCadt= 忆 O) (2.8) 
相应 地 ， 还 可 以 如 下 定义 Fourier 正弦 和 余弦 反 变 换 为 

BO- 2 Oancbdn (5.2.9) 

和 HIROI=2 人 Ro)oslobdw (5-2.10) 


类 似 于 Fourier 变换 ， 还 可 以 定义 出 对 称 的 Fourier 正弦 和 余弦 变换 。 在 正 变换 中 应 
该 乘 以 V237f， 反 变换 应 该 除 以 V2/r， 故 若 能 得 到 前 面 定义 的 变换 ， 就 可 以 转换 成 对 称 
定义 的 变换 。 

MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 直接 提供 余弦 Fourier 变换 的 函数 ， 所 以 可 
以 考虑 采用 符号 积分 的 方法 直接 求 取 余 弦 Fourier 变换 。 下 面 将 提供 具体 例子 演示 正弦 和 
余弦 Fourier 变换 的 推导 方法 。 

【 例 5-10】 试 求 出 ft) = tne-ot,a > 0, 几 = 1,2,…… ,8 的 余弦 Fourier 变换 。 
【求解 〗】 解决 这 样 的 问题 可 以 采用 循环 结构 ， 对 不 同 的 让 值 ， 可 以 用 直接 积分 的 算法 求 取 Fourier 
余弦 变换 ， 并 将 得 出 的 结果 进行 化 简 ， 再 转换 IYTFX 格式 列 出 ， 如 表 5-1 所 示 。 
>> syms t Vi syms a Positive 
for i=1:8 
f=tr~i#exp(-ayt); F=int(f*cos(wtt),t,O,inf); latex(simple(F)) 

end 

其 实 ， 按 照 数学 手册 I 匀 中 给 出 的 公式 ， 对 整数 LP， 可 以 得 出 


m+l [mn/2| 


) 3 DC ( ” (2.11) 





[tre- 呵 = 吕 人 


a2 十 w2 


MATLAB 语言 并 未 直接 提供 Fourier 正弦 、 余 弦 变换 的 现成 函数 ， 而 Maple 提供 了 
Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 的 函数 ， 故 可 以 用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 直接 调用 Maple 
中 的 现成 函数 。 具 体格 式 为 
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表 51 m 取 不 同 值 时 Fourier 余弦 变换 结果 




















m 什 [ft 
14 | 呈 -o2 (2 十 au?)a 6( 一 轨 十 2aw 十 wz)( 一 o2 一 2aw 十 oj) ao 一 10a2w2 + 5u4) 
(+w2)2 (2+w2) (+ 2 (2 十 wo)5 
二 20(Ca+wjla+wjlaz -oa+w2)(a2 二 ua+o2)，_7o0(a9 十 21otw2 一 35u4a2 十 To)a 
(ao 二 wo2)5 (o2 十 o2)7 
7 ol 过 十 4a3uw -6a2uw2 一 4au3 十 w4) (a4 一 4a3w 一 6a2w2 + 4au3 十 w4) 
(+ 





8 40320: 





a(-a2 十 3u2) (as 十 33auw2 一 27a2u4 十 3uw6) 
末 





-maple(?invfouriersin， 站 解 卫 

J=maple(?invfouriercos' :ii apple 
其 中 ,maple() 函数 是 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 函数 ， 人 允许 用 户 直 接 调用 Maple 中 
的 有 关 函 数 ，,fouriersin' 等 是 Maple 中 的 函数 各， 其 余 参数 是 Maple 中 参数 的 格式 。 
【 例 5-11】 重 新 考虑 例 5-10 中 给 出 的 分 段 函 数 ， 令 中 = 6 采用 Maple 中 提供 的 现成 函数 求解 
Fourier 余弦 变换 问题 ， 并 试 着 对 结果 进行 Fourier 余弦 反 变 换 。 
【求解 】 利用 Maple 中 的 Fourier 余 综 变 换 函 数 和 反 变 拉 函 数 可 以 得 出 如 下 的 结果 : 

>> syms t Wi syms a positive 
f=t“6*exp(-ayt); F=maple(fouriercos',f,tyw); latex(F) 

该 结果 可 以 直接 表示 为 


7 4 6 
5[fG] -mV 5 站 和 +35 扣 -7 后) 

和 表 5-1 的 结果 相 比 可 见 ， 由 这 种 方法 得 出 的 不 是 式 (5-2-8) 中 络 出 的 变换 ， 而 是 对 称 处 理 的 
变换 结果 ， 亦 即将 该 式 得 出 的 结果 条 以 V3/K 后 得 出 的 结果。 使 用 反 变换 调用 函数 则 可 以 还 原 成 
原 函 数 。 

>> fl=maple(invfouriercos:,F,Wt) 

于 

invfouriercos(720*2~(1/2)/pi~ CI/2)#a”7/(a248 “2) ”7 本 
(t-21*+w~2/a”2+35+w~4/a~4-7*W “6/a-6) Wit 
遗 幅 的 是 ， 用 其 中 提供 的 反 变 换 函 数 仍 无 法 得 出 相应 的 反 朗 接 式 子 。 
【 例 5-12】 试 求 取 下 面 分 段 函 数 的 Fourier 余弦 变换 。 
cos(t)，0<z<a 
J/ 和 = { 0， 其 他 
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【求解 】 用 Maple 中 变换 方法 的 难处 在 于 表达 分 段 函 教 ， 所 以 仍 可 以 考虑 直接 通过 定义 进行 变换 
的 方法 。 研 究 定义 式 子 可 以 立即 发 现 ， 式 (52-8) 的 被 积 函 教 在 t E (a, oo) 区 间 的 值 为 0， 这 样 ， 
其 积分 亦 为 0， 故 整个 积分 问题 就 变 成 tE (0,a) 区 间 的 积分 问题 了 ， 故 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 该 
函数 的 Fourier 余弦 变换 为 
>> syms t Wi syms a positive 
f=cos(t); F=simple(int(f*cos(wst),t,0,a)); latex(F) 
下 面 列 出 得 出 的 结果 为 


_GL+w)sin(-ae+aw)+(-1+w)sin(ae 十 aw) 
罗 [OI= 的 
该 式 子 还 可 以 进一步 手工 化 简 为 


[fb = 





sin( 一 a 十 aw) 衬 sin(a 十 aw) 
2(1+w) 2(1-w) 


5.2.4 离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 


离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 又 称 为 有 限 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 ， 和 前 面 介 绍 的 
Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 相 比 ， 其 积分 区 间 从 t e (0, co) 变 成 了 te (0,a)， 故 其 定义 为 


oo _ Art 
书 ( 有 = 站 Jsm 盾 th 玉 R= 人 Jeos 于 dt (5-2.12) 
相应 地 ， 可 以 定义 出 有 限 Fourier 正弦 、 余 弦 反 变换 为 
jb) = 2 寺 忆 Ra(k)sin 乞 (5-2-13) 
大 = 
1 2 馆 rt 
j= Re(O)+T 天 Re 二 (5-2-14) 


和 前 面 定义 的 不 同 ， 反 变换 不 再 是 积分 式 子 ， 而 是 无 穷 级 数 的 求 和 。 下 面 通过 例子 
介绍 如 何 用 MATLAB 及 其 符号 运算 工具 箱 求 取 给 定 函数 的 有 限 变换 。 


【 例 5-13】 考 虑 下 面 的 分 段 函数 


at t>a/2 


mo={ t t< a/2 


其 中 ，Qa > 0， 试 求 其 离散 Fourier 正 孩 变换 。 
【求解 〗】 函数 的 离散 Fourier 正弦 变换 可 以 由 下 面 的 语 折 直接 求 出 。 
>> syms 七 Ki syms a Positive 
fl=ti f2=ar-ti 
Fs=int(flysin(k*pi#t/a) ,t,0,a/2)+int(f2+sin(k#pi#yt/a) ,t,a/2,a); 
simple(Fs) 
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因为 符号 运算 工具 箱 不 直接 支持 整 教 变 重 ， 所 以 该 方程 只 能 最 终 化 简 成 


2(2sin(1/2kr) 一 sin(kr 
鸭 [] = 开 EanQA 尖 一 an) 


考虑 到 上 为 整数 ， 故 有 sin(kr) 三 0， 该 式 可 以 手工 化 简 为 
2 2 
克 UOI- ssm 生 


5.3 ”其 他 积分 变换 问题 及 求解 


除了 Laplace 变换 和 各 种 Fourier 变换 外 ， 在 不 同 的 领域 还 需要 各 种 各 样 其 他 的 变 
换 ， 如 Mellin 变换 、Hankel 变换 等 。 标 准 的 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 未 直接 提供 求 
解 这 些 变换 的 现成 函数 ， 所 以 解决 这 些 问题 仍然 有 两 种 方法 ， 其 一 是 采用 直接 积分 的 方 
法 ， 另 一 种 是 采用 Maple 语言 中 的 相应 函数 直接 求解 。 


5.3.1 Mellin 变换 
Mellin 变换 可 以 定义 为 
AIGI= 三 Joerraz= MGO) (3.0) 
0 
相应 地 ，Mellin 反 变换 可 以 定义 为 
je)= -hriM(G= 工 / Marzdz (53.2) 
本 ”到 /oo 


MATLAB 符号 运算 工具 箱 并 没有 直接 可 用 的 Mellin 正 反 变换 的 函数 ， 但 仍 可 以 通过 
积分 的 形式 计算 Mellin 变换 。 下 面 将 通过 例子 解决 这 类 问题 。 
【 例 5-14】 考 虑 时 域 函 数 flt) = lnt/ 人 t+a)， 其 中 a> 0， 试 求 其 Mellin 变换 。 
【求解 】 根据 定义 可 以 用 下 面 语句 求 取 该 函 教 的 Mellin 变换 。 
>> syms t Z; 8yms a positivei 
f-log(t)/(t+a); M=simple(int(ft"(z-1) ity0inf))，latex(N) 
经 过 化 简 ， 可 以 立即 得 出 如 下 结果 。 


_A[1(b] = oz-Ir[mnasin(rz) 一 rcos(rz]l cscz(rz) 


【 例 5-15】 假 设 给 定 函数 ft) = 1/(t 十 aj",(a > 0)， 对 若干 个 冉 值 求 取 Mellin 变换 ， 并 总 结 出 对 
一 般 风 值 的 规律 。 
【求解 】 下 面 的 语 自 将 给 出 屎 = 1)2,… ,8 时 Mellin 变换 的 结果 。 
>> syms t zi syms a posiFive 
for i=1:8 
f=1/(t+a)~i; disp(int(fst~(z-1),t,0,inf)) 
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end 

a“(z-1)*piycsc(Pi#yZ) 

-a ”~(-2+z)*piy(Z-1)*cac(pi*rz) 

1/2*a`(-3+Z)*pi*#(-2+Z)#(Z-1)*csc(Ppi*yZ) 

-1/6*a” (Z-4)*pi*y(Z-1)*(-2+Z)*(-3+Z)*CSc(PiyZ) 

1/24*a~ (-5+Z)#pi*y(Z-4)*(-3+Z) 让 (-2+Z) 证 (Z-1)#CSc(PiyZ) 

-1/120*a~(-6+Z)*Piy(-5+Z)#(Z-4)*(-3+Z) 本 (-2+Z)*(Z-1)*Csc(PiyZ) 

1/720*a~ (-7+Z)*#pi#(-6+Z)#(-5+Z)*(Z-4) 主 (3+Z)#(-2+Z)#(Z-1)*+Csc(PizyZ) 

-1/5040*a ~ (-8+Z)*#Piy#(-7+Z)(-6+Z) 本 (一 5+Z) 机 (Z- 人 4) 本 (一 3+Z) 站 (2+Z)#(Z-1)#CSC(PiryZ) 
所 以 ， 可 以 总 结 出 一 般 的 Mellin 变换 规律 为 

_T)k-1 ml1 

再 末 | 一 十 5 II 一 ?csc(rz) 


记 1 





4 


Mellin 正 反 变换 问题 还 可 以 考虑 利用 Maple 语言 中 的 函数 mellin() 和 invmellin() 
求解 ， 这 些 函数 在 符号 运算 工具 箱 中 未 给 出 MATLAB 实现 ， 但 可 以 通过 其 支持 的 语句 直 
接 调用 Maple 语言 中 现成 的 函数 得 出 所 需 的 结果 。 这 两 个 函数 的 具体 调用 格式 为 


【 例 5-16】 仍 考虑 例 5-15 中 给 出 的 函数 ， 若 妹 王 8， 试 利用 Maple 中 的 相应 函数 求 取 该 函数 的 
Mellin 变换 ， 并 对 结果 进行 反 变 换 。 
【求解 】 利用 Maple 语言 中 提供 的 函数 ， 可 以 用 下 面 的 语 各 直接 得 出 该 函数 的 Mellin 变换 。 
>> syms t Z; syms a Positive 
F=maple(mellin7,1/(t+a) “8,tyZ) 
F = 
-1/5040*pi*(Z-1)1/(-8+z) !*a~(-8+Z)*csc(PiyZ) 
>> fl=maple(invmellin:',F,z,t) 
这 里 的 反 变 换 命令 得 出 了 一 个 很 长 的 结果 ， 但 仍 无 法 变换 回 原来 给 定 的 函 教 i 也 无 法 得 出 原 
问题 的 有 意义 的 解 。 


5.3.2 ”Hankel 变换 及 求解 
Hankel 变换 是 另 一 类 常用 的 数学 变换 ， 阶 Hankel 变换 的 数学 表达 式 为 


51]= 全 tOTeadt= 轧 思 ) (53.3) 
其 中 ， 风 (.) 为 Bessel 函数 。 还 可 以 定义 阶 Hankel 反 变换 公式 为 


Jp-1[H(wj] = (于 (obdw (53.4) 
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可 以 借助 于 Maple 中 的 hankel() 和 invhankel() 函数 求 取 给 定 函 数 的 Hankel 正 反 
变换 ， 其 调用 格式 为 
FaapleC'hankel ， 丰 四 放 ee - 
1 maple('inyhankel，, 严 。 ee 
【 例 5-17】 求 取 jJt) 一 妇 函数 的 0 阶 Hankel 交换 。 

【求解 】 利用 Maple 语言 中 的 现成 函数 ， 可 用 用 下 面 语 自在 MATLAB 环境 中 立即 写 出 Hankel 变 
换 的 结果 。 
>> syms t Wi syms a Positive 
f=t-ai F=maple('hankel',f,tw,O) 
即 可 以 得 出 如 下 的 变换 结果 : 









we 


ef] ur-l-asin (1/4x(20 十 3))2a+l/2(P(1/2a 十 3/4))2 
民 
利用 Maple 中 现 有 的 Hankel 变换 功能 ， 目 前 只 适合 于 求解 拉 型 函 教 的 正 Hankel 变换 ， 其 他 

函数 的 Hankel 变换 用 现 有 的 函数 不 一 定 能 计算 出 最 简 的 解 新 结 采 。 钢 如 了 人 () = Gy/(a2 十 如 )342 这 
样 的 函数 用 现 有 的 函数 求解 0 阶 Hankel 变换 ， 则 有 

>> syms 七 X ai 

F=maple()hankel,a/(a`2+t“2)~(3/2) tw0) 

将 得 出 如 下 的 结果 : 


-9VBHyp ([3/4,[1/4,1],1/4a2w2?) ([ (3/4) 疙 一 一 orprHyp(B/2h AT14oun) ai 
VEVRGRGA4) 
其 中 ，Hyp(.) 为 广义 超 几何 函数 ， 其 内 容 超出 本 书 范围 ， 在 此 不 于 详细 介绍 * 而 事实 上 ，j 用 b) 本 
数 的 0 阶 Hankel 变换 即 为 eraw ， 故 在 得 出 的 结果 上 有 很 大 的 差距 。 所 以 无 论 是 利用 MATLAB 语 
言 ， 还 是 利用 现 有 的 Maple 等 计算 机 数学 语言 ， 目前 尚 不 具备 进行 Hankel 正 反 变换 的 能 力 ， 应 该 
用 查 表 的 方法 得 出 所 需 的 结果 。 








5.4 2 变换 及 其 反 变 换 
5.4.1 2 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
离散 序列 信号 f(k) 的 Z 变换 可 以 定义 为 


2Y[f(D]= > jz 三 (2) (5-4.1) 
i=0 


类 似 于 前 面 介绍 的 Laplace 变换 和 Fourier 变换 ，Z 变换 也 有 很 多 很 多 性 质 ， 仍 不 加 
证 明 地 列 出 一 些 性 质 如 下 : 

@D 线性 性 质 若 。 与 5 均 为 标量 ， 则 余 [af( 各 士 ig(b] = a 字 [有 ] 士 12 。 

加 时 域 平移 性 质 和 [二 加] 二 2 


5.4 Z 变换 及 其 反 变换 155 





图 s- 域 比例 性 质 衬 [r-*jF(b)] = 下 (rz)。 

图 频 域 微分 性 质 裤 [Kj(b)] = 一 zdF(z)/dz。 

@@ 频 域 积 分 性 质 区 [F(k)/ 昌 = Js F(w)/wdw。 

(@ 初 值 性 质 加 JUD = Jim.FG)。 

人 终 值 性 质 如 果 下 (z) 无 单位 圆 外 的 极点 ， 则 im JU = 各 (z 一 DF(z)。 

人 @@) 卷 积 性 质 空 [f(k) * g()] = 空 [f(] 安 [9( 0 这 中 离散 信息 的 卷 积 算 子 *# 定义 为 


(UP* 9(k) = fo- (5-4-2) 
1I=0 
给 定 Z 变换 式 子 F(z)， 则 其 Z 反 变 换 的 数学 表示 为 
/内 =2:UUOI= 直 乡 Fr(z)zk-ldz (54.3) 


5.4.2 2Z 变换 的 计算 机 求解 
利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 ， 则 Laplace 变换 、Z 变换 及 其 反 变 换 可 以 很 容易 
地 求 取出 来 ， 掌 握 这 样 的 工具 可 以 免除 复杂 问题 的 手工 推导 ， 既 节省 时 间 也 能 避免 底层 
的 低级 错误 。 利 用 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 ,ztrans() 和 iztrans() 函数 可 用 得 出 给 定 酚 
数 的 正 反 Z 变换 。 这 机 个 函数 的 调 呈 式 为 
ztrans(Fun， 大 2) 
Ca 地 内 于 
各 有 个 娄 时 则 调用 时 无 需 给 出 大 和 z- 
【 例 5-18】 求 解 f(KT) = akT 一 2 二 (akT 十 2)e-ekz 函数 的 Z 变换 问题 。 
【求解 】 原 函 教 的 Z 变换 可 以 用 下 面 的 语句 来 宛 成 。 
>> syms aTKk 久 声明 符号 变量 
f=ayk*T-2+(a+k*+T+2)*exp(-atk#T); 义 定义 离散 函数 
F=ztrans(f); latex(F) 勾 求解 Z 变换 ， 并 得 出 其 YIEX 显示 结果 


该 结果 可 以 直接 由 IYIEX 排版 程序 显示 如 下 : 





a7z 和 aTze 2 
2UUnI= -25 1 后 


【 例 5-19】 考 虑 F(z) = q/(z-! 一 p)jm 函 教 的 台 反 变 接 问题 ; 这 里 可 以 对 不 同 的 mm 值 进行 反 变 
换 ， 并 总 结 出 一 般 规律 。 
【求解 】 根据 要 求 ， 可 以 用 符号 运算 工具 箱 求 出 各 二 1,2… 8 的 2 反 变 换 5 
>> syms P q Z 
for i=1:8 
disp(simple(iztrans(q/(1/z-Pp) ~i))) 可 迁 
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end 
-q/p*(1/P) “mn 
q/p-2*(1+n)*(1/P)~a 
-1/2*q*(1/P) ~n*(1+n)*(2+n)/P~3 
1/6*q* (1/P) ~n*(3+n)*(2+n)*(1+n)VP 4 
-1/24*q*(1/P) ~n*(4+n)*(3+n)*(2+n)*(1+n)/P “5 
1/120*q* (1/P) ~n*(5+n)*(4+n)*(3+n)*(24n)*(1+n)VP ”6 
-1/720*q* (1/P) ~n#(6+n)*(5+n)*(4+n)#(3+n)*(2+n)*(1+n)/P-7 
1/5040*q* (1/P) ~n*(7+n)*#(6+n)*(5+n)*#(4+n)*#(3+n)#(2+n)*(1+n)VP~8 
总 结 上 述 结果 的 规律 ， 可 以 写 出 一 般 的 Z 反 变 换 结 果 为 


了 9 1 
[Er] - 玩 =DDm 下 o 


5.5 复 变 函数 问题 的 计算 机 求解 
5.5.1 留 数 的 概念 与 计算 


在 介绍 留 数 概念 之 前 ， 应 该 先 介绍 一 下 复 变 函数 解析 的 概念 。 若 函数 f(z) 在 复 平面 
的 区 域内 各 点 处 均 为 单 值 ， 且 其 导数 为 有 限 值 ， 则 称 7(z) 在 复 平面 内 为 解析 的 ， 这 样 就 
将 单 值 函数 上 不 解析 的 点 称 为 奇 点。 假设 z = a 为 f(2) 函数 上 的 奇 点 ， 若 存在 一 个 最 小 
整数 mm 使 得 乘积 (> - aojmjF(z) 在 z = 4 点 处 解析 ， 则 称 : = 为 癌 重 奇 点 。 

若 z = a 为 'F(z) 函数 的 单 奇 点 ， 则 可 以 计算 出 函数 在 该 奇 点 处 的 留 数 (residue) 为 


Res[1lahz= 可 = 台 人 91 人 GE5) 


若 z = a 为 函数 fj(z) 的 mm 重 奇 点 ， 则 该 点 的 留 数 为 


Res[fcjz= 呈 = 了 区 而 声 坏 : 机 总 


求 取 这 样 的 留 数 方法 很 简单 ， 假 设 已 知 奇 点 a 和 重 数 m， 则 用 下 面 的 MATLAB 语句 
自然 可 以 3 应 的 留 数 = 


二 [rae-o] (655 






【 例 5-20】 试 求 出 函数 f(z) 一 (ze 的 留 数 。 
【求解 】 对 原 画 数 的 分 析 可 见 ，z 一 0 是 三 重 奇 喜 ; 为 三 工 是 单 奇 点 ; 故 可 以 直接 使 用 下 面 的 
MATLAB 语句 将 这 两 个 奇 点 处 的 留 数 分 别 求 出 。 
>> syms Z 
f=sin(z+pi/3)*exp(-2+Z)/(z~3*+(Z-1D) 53 


JE 
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1limit(diff(f#*z-3,z,2)/prod(1:2),z,0) 
ang8 = 
-1/4*3~(1/2)+1/2 
>> limit(f*#(zZ-1),Z,1) 
ang = 
1/2*exp(-2)*sin(1)+1/2+exp(-2)*cos(1)*3~(17/2)7 
【 例 5.21】 试 求 画 数 (z) = 2 的 留 数 。 
【求解 〗 乍 看 该 函数 很 容易 认定 z 一 0 为 6 重 奇 点 ， 所 以 用 下 面 的 语句 很 容易 就 可 以 求 出 该 点 处 
的 留 数 值 。 
>> syms zi f=(sin(Z)-Z)/z“6; 
1limit(diff(f*z“6,z,5)/Prod(1:5),z,0) 
amn8 = 一 
1/120 
其 实 这 里 说 z 一 0 为 6 重 奇 点 有 些 太保 守 ， 不 严格 地 说 ， 从 大 一 开始 尝试 ， 能 够 使 得 


dk-1 的 
晤 7 < 


成 立 的 大 就 是 最 小 的 四， 可 以 考虑 大 一 2， 可见 导数 为 无 穷 大 ， 所 以 再 试验 更 大 的 上 值 。 对 此 例 
子 来 说 ，m 的 最 小 值 为 m = 3， 留 数 的 值 仍然 为 1/120。 试 凑 更 大 的 大 值 ， 如 大 一 20， 也 不 会 改 
变 求 出 的 留 数值 。 
>> syms zi f=(sin(Z)-Z)/Z 6; 
limit(difft(f*z-2,z,1)/prod(1:1),z,0) 
ang = 
Inf 
>> limit(diff(f*z-3,Z,2)/prod(1:2) ,z,0) % 再 增加 阶 次 
angs = 
1/120 
>> limit(diff(f*z-20,z,19)/prod(1:19),z,0) % 再 进一步 增加 阶 次 
an8 = 一 
1/120 
可 见 ， 若 选择 的 几 值 大 于 或 等 于 奇 点 的 实际 重 数 ， 则 可 以 正确 得 到 该 函数 的 留 数 。 在 一 般 应 
用 时 可 选择 一 个 较 大 的 站 全 末 了 全 。 
【 例 5-22】 试 求 出 f(z2) = 307 函数 的 留 数 。 
【求解 】 分 析 该 函 教 ， 因 为 sinz 在 z = 0 点 的 收效 过 度 和 z 是 一 祥 的 ， 显 杖 ，z 一 0 点 为 j(2) 的 
二 重 奇 点 ， 这 时 ， 相 应 的 留 数 可 以 用 下 面 语句 求 出 。 
>> syms z; f=1/(z#ysin(Z)); 
cO0=limit(f+z~2,Z,0) 
c0 = 
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工 
进一步 分 析 给 定 函 数 f(z) ， 可 以 发 现 该 函数 在 z = 士 Kr 处 均 不 解析 ， 其 中 大 为 正 整数 ， 且 这 
些 点 是 原子 数 的 单 奇 点 ， 由 于 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 并 未 给 出 整数 的 定义 ， 所 以 这 里 只 能 
对 一 些 炎 值 进行 试探 ， 求 出 它们 的 留 数 ， 和 最 后 将 结果 归纳 成 所 需 的 公式 。 
>> k=[-44-33-22-11]; c=0D; 
for kk=k; c=[c,limit(f*(z-kk*pi) ,z,kkspi)]; end; c 
二 旺 


[ -1M4/pi， 1/M4/Pi， 1/3/pi，-1/3/Pi，-1/2/pi， 1/2/pi， 1/pi， -1/pi] 
综 上 ， 可 以 归纳 出 Res[/(z),z 一 二 ka 一 2(-Dt- 


5.5.2 ”有理 函数 的 部 分 分 式 展开 
考虑 有 理 函数 


二 号 (CC) 2 由 十 把 zm 十 .全 填 罗 CHHbmHiL 

国王 4(z) xzn 二 alzn-l 十 aaZn-2 十.… 十 an-17 十 an (553) 
其 中 ，oai 和 户 均 为 常数 。 有 理 函 数 的 互 质 概念 是 一 非常 重要 的 概念 。 所 谓 互 质 ， 就 是 指 
多 项 式 4(z) 和 B(z) 没有 公约 数 。 对 一 般 给 定 的 两 个 多 项 式 来 说 ， 用 手工 方式 判定 多 项 
式 互 质 还 是 比较 困难 的 ， 但 可 以 利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 gcd() 函数 可 以 直接 
求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 。 该 函数 的 调用 方法 为 

Ce=gcd(4, 瑟 ) 

其 中 ，4 和 已 分 别 表 示 两 个 多 项 式 ， 该 函数 将 得 出 这 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 C， 若 得 
出 的 C 为 多 项 式 ， 则 两 个 多 项 式 为 非 互 质 的 多 项 式 ， 这 时 两 个 多 项 式 可 用 约 简 为 47JC 和 
B/C。 
【 例 5-23 】 给 出 两 个 多 项 式 


4(z) =z4 十 7z3 十 13z2 + 19z 十 20 
B(z) = z7 十 16z6 十 103z5 十 346z4 填 65573 二 700z2 十 3937 十 90 


试 判定 它们 是 否 互 质 。 
【求解 〗 求解 这 样 的 问题 可 用 采用 MATLAB 语言 提供 的 gcd() 数 完成 。 
>> syms Xi A=x~4+7*+Xx~3+13*+X~2+19*+X+20; 
B=x~7+16*+x~6+103+x~5+346*x~4+655+x~3+700+X~2+393+x+90; 
dgcd(A,B) 
d = 
X+5 
可 见 ， 两 个 多 项 式 具有 最 大 公约 教 (十 5)， 故 两 个 多 项 式 不 是 互 质 的 ， 这 两 个 多 项 式 可 用 进 
一 步 简化 为 
>> simple(A/d) 
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ans = 
X~3+2*+X~2+3*+X+4 
>> simple(B/d) 
ans = 
(x+2)* (x+3) “2*# (x+1) “3 
若 互 质 多 项 式 4(z) = 0 的 根 均 为 相 异 的 值 -Pi,i = 1,2,…-: ,ma， 则 可 以 将 G(z) 函数 
写成 下 面 的 部 分 分 式 展开 形式 。 








G(z) = 人 二 让 (55-4) 
其 中 ri 称 为 留 数 ， 简 记 作 Res[CG(--pi)]， 其 值 可 以 由 下 面 的 极限 式 求 出 。 
诗 王 ReslG( 一 2] 一 lim G(s)(z 十 Di) (5-5-5) 


如 果 分 母 多 项 式 中 含有 (z 十 zk* 项 ， 亦 即 -六 为 杰 重 根 ， 则 相对 这 部 分 特征 根 的 部 
分 分 式 展开 项 可 以 写成 


但 Ti1 Ti 二 类 一 1 
证 宙 型 5.5-6 
于 矶 十 区 +P7 [3 


这 时 ，ri+j-1 可 以 用 下 面 的 公式 直接 求 出 。 





1 总 由 
Ti+7 一 1 一 人 大 -1 - 1 2 ZI 


MATLAB 语言 中 给 出 了 现成 的 数值 函数 residue() 求 取 有 理 函 数 G(z) 的 部 分 分 式 
展开 表示 ， 该 函数 的 调用 格式 为 
[r，P，k]=residue(b，a) 
其 中 ，a =[l,alyaz,…… ,an] ,日 =[b,b,…… :bm]， 返 回 的 > 和 卫 向 量 为 式 (5-5-4) 的 六 
系数 ， 若 有 重 根 则 应 该 相应 地 由 式 (5-5-6) 中 给 出 的 系数 取代 。 大 为 余 项 ， 对 mm < 的 函 
数 来 说 该 项 为 空 矩 阵 。 该 函数 并 未 给 出 -- 产 是 否 为 重 根 的 自动 判定 功能 ， 所 以 部 分 分 式 
展开 的 结果 需要 手动 写 出 。 
【 例 5-24】 试 求 下 面 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 。 
cg)= 53 十 2s52 十 38 十 4 
中 十 1185 十 48s4 十 106s3 十 125s2 十 75s 十 18 
【求解 】 用 下 面 的 语句 可 以 求 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 为 
>> n=[1,2,3,4] ; d=[1,11,48,106,125,75,18]; format 10ng 
[r,p,x]=residue(n,d); [n,dl]=rat(r); [n,dl,P] 
angs = 


-17.00000000000000 “8.00000000000000“-2.99999999999995 


[ce + 了 一 2 [5-5-7) 
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-7.00000000000000 
2.00000000000000 
工 .00000000000000 

-1.00000000000000 


4.00000000000000 
工 .00000000000000 
8.00000000000000 
2.00000000000000 


-2.99999999999995 
-2.00000000000016 
-0.99999999999998 
-0.99999999999998 


1.00000000000000 ”2.00000000000000 -0.99999999999998 
其 中 ， 思 为 奇 点 向 量 ，ma， di 为 每 个 万 值 对 应 系数 的 分 子 和 分 母 数值 。 由 数值 方法 直接 求 出 的 分 
母 多 项 式 的 根 为 小 数 ， 有 一 些 误差 。 事 实 上 ， 该 分 母 多 项 式 的 特征 根 为 ; -3 为 二 重 奇 点 ， 一 2 为 
单 奇 皮 ， 一 1 为 三 重 奇 点 。 分 析 坷 点 的 情况 ， 可 以 写 出 部 分 分 式 展开 为 
17 了 2 1 业 1 
一 配 + 可 15++35+8GTUJ 26+7 61 


【 例 5-25】 写 出 下 面 式 子 的 部 分 分 式 展 开 。 





Ge) = 


Ge) = 2s7 十 2s83 十 8 
吕 十 3087 十 38635 十 2772s5 十 12093s4 十 32598s3 十 52520s2 十 45600s 十 16000 
【求解 】 采用 MATLAB 自 带 的 residue() 函 教 ， 则 只 能 求解 得 出 数值 解 ， 对 本 例 给 出 的 问题， 
可 以 用 下 面 的 语 犁 直接 求 出 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展 开 式 子 为 
>> n=[2,0,0,0,2,0,0,8]; 
d= [1,30,386,2772,12093,32598,52520,45600,16000] ; 
[r,p]=residue(n,d) 





ang8 一 
1.08+004 让 
4 .99959030930686 
2.84885832580441 
1.30409999762507 
-5.04731527861460 
2.14495555022347 
-0.54818333201362 
0.00012222222224 
0.00000023148148 


从 得 出 的 结果 较 难 判定 重 根 情况 ， 故 难以 准确 写 出 部 分 分 式 展开 式 子 。 由 得 出 的 数据 ， 假 定 
Di = 一 5 为 三 重 实 根 ，pa = -4 为 三 重 实 根 ，ps = 一 2, pa = 一 1 为 单个 实 根 ， 故 可 以 写 出 部 分 分 式 


展开 的 表达 式 为 


49995.9030930686 ，28488.5832580441 


-0.00050000000003 
-0.00050000000003 
-0.00050000000003 
-0.00039999999997 
-0.00039999999997 
-0.00039999999997 
-0.00020000000000 
-0.00010000000000 


13040.9999762507 ”50473.1527861460 





(s 十 5) 


21449.5555022347 ”5481.3333201362 


(s 十 5)2 


(s 十 5)3 
1.2222222224 ，0.0023148148 





(s 十 4)2 


(s 十 4)3 


应 该 指出 ， 这 样 的 展开 方式 在 分 母 上 作 了 近似 ， 另 外 这 些 特征 根 假定 为 重 根 也 是 
一 种 令 人 不 大 放心 的 假设 ， 所 以 对 这 样 的 问题 ， 可 以 考虑 编写 更 好 的 解析 算法 。 利 用 


(s+2) 
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MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 定义 的 精确 求 根 功能 和 式 (5-5-5) 与 (5-5-7) 的 留 数 计算 公 
式 ， 可 以 立即 编写 出 如 下 的 扩展 函数 residuel() 。 该 函数 仍 应 该 置 于 esym 目录 下 ， 其 
清单 为 
function f=residuel(F,s) 
f=sym(0); if nargin==1，syms si end 
[num,den]=numden(F); 
X=solve(den); [x0,ii]=sort(double(x)); x=[x(ii);irand(1)]; 
k-vec=find(diff(double(x)) -=0); ee=x(k_vec); 
kx_vec=[k_-vec(1); diff(k_-vec(:,1))]; 
for i=1:length(k_vec) ， 
for j=1l:k_vec(i)，m=k_vec(i); s0=ee(i); 
k=limit(diff(F*(s-s0)`m,s,j-1),s,s0); 
f=f+k/(s-s0)~(m-j+1)/factorial(j-1); 
end，end 


该 函数 的 调用 格式 为 


7 
其 中 ,下 为 有 理 函 数 的 解析 表达 式 ，s 为 自 变量 。 返 回 的 结果 f 是 部 分 分 式 展开 的 表达 
式 。 
【 例 5-26】 考 虑 例 5-24 中 给 出 的 函数 (5)， 用 解析 方式 求 出 其 部 分 分 式 展 开 。 
【求解 】 用 下 面 的 语句 可 立即 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 式 ， 如 下 所 示 ， 该 结果 与 原 例 中 数值 结 
果 完 全 一 致 
>> syms 8; 
G=-(s-~3+2*+s~2+3+s+4)/(s~6+1l*s~5+48+s~4+106*s~3+125*S~2+75*s+18) 3 
Gl=residuel(G,s) 
G1 = 
-7/4/ (x+3) -2-17/8/ (x+3)+2/ (x+2)+1/2/(x+1) “3-1/2/(x+1) ”2+1/8/(x+1) 
【 例 5-27】 仍 考虑 例 5-25 中 给 出 的 有 理 函数 G(s)， 试 用 解析 方法 写 出 其 部 分 分 式 展开 。 
【求解 】 由 于 前 面 例子 中 使 用 的 方法 是 数值 方法 ， 所 以 未 必 很 准确 。 利 用 新 编写 的 residuel() 函 
数 ， 则 可 以 用 下 面 的 语 自 对 之 进行 部 分 分 式 展开 。 
>> syms S 
G=(2*s~7+2*s-3+8)/... 其 中 ... 表示 续 行 
(s-~8+30*s~7+386*s~6+2772+s-~5+12093*s-~4+32598*+8~3+52520*+8~2+45600*#8+16000) ; 
f=residuel(G); latex(f) 
这 样 ， 可 以 得 出 原 分 式 的 部 分 分 式 展开 为 
13041 341863 7198933 16444 193046 1349779 11 工 
[TH55+IGT55+I4e+5 30 十 95+508 十 人 7 末 6 十 条 9+ 可 “520 二 1 


若 将 得 出 的 部 分 分 式 展 开 减 去 原 函 数 并 化 简 ， 则 结果 为 0， 表 示 得 出 的 结 采 是 正确 的 = 
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>> simple(f-G) 


0 
对 比例 5-25 中 给 出 的 结果 ， 这 时 得 出 的 结果 更 令 人 信服 。 
【 例 5-28】 考 虑 例 5-23 中 的 非 互 质 多 项 式 构成 的 有 理 函 数 G(z) = 4(z)/B(z)， 试 用 数值 方法 和 
解析 方法 写 出 其 部 分 分 式 展开 。 
【求解 】 用 数值 方法 进行 部 分 分 式 展开 将 得 出 如 下 的 结果 。 
>> syms xi A=x-4+7#Xx~3+13+X ~“2+19*#X+20; 
B=x-“7+16*x~6+103+X~5+346*+Xx~4+655*+X~3+700*X~2+393+X+90; 
D=sym2poly(A) ; d=sym2poly(B); 
[r,p,k]l=residue(n,d); [nl,dl]=rat(r); [nl,dl,p] 


0 1.00000000000000 -4.99999999999977 
-17.00000000000000 “8.00000000000000 -3.00000000000015 
-7.00000000000000 ”4.00000000000000 -3.00000000000015 
2.00000000000000 ”1.00000000000000 -1.99999999999976 
1.00000000000000 “8.00000000000000 -1.00000000000005 
-1.00000000000000 “2.00000000000000 -1.00000000000005 
,00000000000000 “2.00000000000000 -1.00000000000005 
然而 ，rl 的 值 为 一 个 很 小 的 数值 ， 由 数值 方法 不 能 完全 得 出 0， 所 以 数值 方法 将 产生 误差 。 
>> r(1) 
ans = 
-2.605785957382269e-014 
用 前 面 介绍 解析 解 方法 可 用 得 出 和 z= 一 5 奇 点 完全 无 关 的 解析 解 ， 亦 即 residuel() 函数 同 
样 适合 于 非 互 质 有 理 函 教 的 部 分 分 式 展 开 。 
>> residuel(A/B,x) 
ang 一 
-7/4/ (x+3)~2-17/8/(x+3)+2/(x+2)+1/2/(x+1) “3-1/2/ (x+1) “2+1/8/ (x+1) 
【 例 5-29】 求 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 。 
一 17z5 一 7z4 十 273 十 22 一 了 十 1 
2z5 十 11z5 十 48zr4 + 106z3 十 125z2 十 757 十 17 
【求解 】 可 以 先 试用 residue() 函 教 。 
>> syms xi G=(-17*x“5-7*x~4+2+X~3+x~2-x+1) . 
/7(x~6+11*x~5+48*+Xx~4+106*X~3+125*X~2+75*X+17) 3 
Gl=latex(residuel(G,x))， 
G1 = 
0. 
显然 ， 得 出 的 部 分 分 式 展 开 式 是 错误 的 。 





G(z) = 
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前 面 编写 的 residuel() 函数 一 个 已 知 的 错误 ， 该 函数 要 求 有 理 函 数 分 母 多 项 式 方程 
Df(z) = 0 的 解 必 须 能 精确 求 出 ， 否 则 不 能 进行 正确 转换 。 这 是 因为 采用 式 (5-5-2) 求 取 留 
数 算法 的 原因 。 如 果 原 有 理 函 数 分 母 D(z) 的 某 无 理 数 根 为 zo， 通 过 任何 的 求 根 算法 根本 
不 有 和 是， 只 和 和 和， 所 以 民 人 雪人 再 

herGol= 是 瑟瑟 袜 Uoe 一 ao G65.9) 
这 时 ， 因 为 fo 不 是 原 方程 的 根 ， 所 以 f(io) 为 有 限 数值 ， 故 整个 极限 等 于 0， 从 而 得 出 
错误 的 结论 ， 该 项 的 留 数 等 于 0。 

基于 此 问题 ， 可 以 考虑 对 原 算法 加 以 改进 。 假 设 用 vpa() 函数 能 求 出 多 项 式 方程 所 
有 的 根 ribi = 1,2,… ,mn， 可 以 由 这 些 根 重组 多 项 式 的 分 母 而 取代 原来 的 分 母 ， 则 能 得 出 
新 的 函数 户 (z) 来 取代 式 (5-5-8) 中 的 f(z)， 这 样 就 能 确保 户 (z) 和 (z 一 fo)m 在 ?0 处 能 
真正 相 销 ， 得 出 原 函数 的 留 数 。 修 改 后 的 函数 内 容 为 


function f=residue(F,s) 
f=sym(0); if nargin==1，syms si end 
[num,den]=numden(F); x0=solve(den); 
[x,ii]=sort(double(x0)); x0=x0(ii); x=[x0;rand(1)]; 
kvec=find(diff (double(x))-=0); ee=x(kvec); 
kvec=[kvec(1); diff(kvec(:,1))]， 
a0=limit (den/s~length(x0),s,inf); % 求 分 母 首 项 系数 
Fl=num/(a0*prod(s-x0));  % 重组 f(z) 函数 的 分 母 ， 得 出 新 函数 户 (z) 
for i=1:length(kvec)， 
for j=1:kvec(i)，m=kvec(i); s0=ee(i); 
k=limit(diff(F1#y(s-80)m,s,j-l),s8,s0); 色 这 里 用 户 (z) 
f=f+k/(s-s0)~(m-j+1)/factorial(j-t); 
end 


end 


【 例 5-30】 试 用 新 编写 的 residue() 函数 求 出 例 5 -29 中 有 理 函 教 的 部 分 分 式 展 开 。 
【求解 】 用 前 面 的 residuel() 函数 得 出 的 部 分 分 式 展开 式 子 是 错误 的 。 采 用 residue() 函数 将 
得 出 如 下 结果 : 
>> Gl=latex(residue(G,x)) ， 
其 展开 结果 如 下 
0.21255679696263229441850086860134 556.25653068696104169476059663445 
ZT 十 0.52085960529320052117318089465757 ”并 十 3.2617310107385187021102903315402 
0.87946492619462065986610768905313 十 二 .4970762578573277245912249310211 
工 十 1.0777588719352924223318783254230 十 j0.60210659106076148559345309506389 
0.87946492619462065986610768905313 一 j5.4970762578573277245912249310211 
工 十 10777588719352924223318783254230 一 j0.60210659106076148559345309506389 
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268.64252201880458404030494019387 一 j 雪 49.12310949952681814422714893079 
Z 十 2.5309458200488479660263860614781 + j0.39976310544985541814054726451926 
268.64252201880458404030494019387 十 j349.12310949952681814422714893079 
Z 十 2.5309458200488479660263860614781 一 j0.39976310544985541814054726451926 


该 算法 的 精度 大 大 高 于 MATLAEB 自身 的 数值 residue() 函数 。 


5.5.3 ”基于 部 分 分 式 展开 的 Laplace 变换 


符号 运算 工具 箱 中 提供 的 Laplace 反 变 换 函 数 ilaplace() 可 以 较 好 地 解决 一 般 函 数 
的 Laplace 反 变换 问题 。 但 一 类 问题 ， 例 如 带 有 复 特征 根 的 有 理 函数 的 Laplace 反 变换 问 
题 不 适合 由 该 函数 直接 求解 ， 这 已 经 在 例 5-3 中 说 明了 ， 直 接 用 该 函数 求解 出 的 解 可 读 性 
很 差 。 

观察 例 5-30 的 结果 可 以 立即 发 现 ， 若 某 项 部 分 分 式 展开 式 子 为 (a 十 jb)/(s +c+ja)， 
则 一 定 会 含有 其 巷 项 (a 一 塘 )/(s + c 一 jd)， 这 样 就 需要 对 下 面 的 式 子 进行 化 简 。 








(a+jb)elcriat 十 (a 一 jb)etcidt = aessin(dt 十 只 (5-5-9) 


其 中 ，a = -2Vaz 十 丈 , 且 四 = -tan-l(b/a)。 
有 了 这 样 的 算法 ， 则 可 以 用 MATLAB 语言 编写 出 实现 上 述 算法 的 数值 函数 
pfrac() 。 该 函数 基于 MATLAB 的 原始 residue() 函数 ， 其 内 容 为 


function [R,P,K]=pfrac(num,den) 
[R,P,K]=residue(num,den); 
for i=1:length(R) ， 
if imag(P(i))>eps 
a=real(R(i)); b=imag(RCi)); 
R(i)=-2+sqrt(a-~2+b-2); R(i+t)=-atan2(aib) 
elseif abs(imag(P(i)))<eps 
R(i)=real(R(i)); 
end，end 


该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 , p 和 天 的 定义 和 residue() 函数 一 致 ，r 稍 有 不 同 ， 若 相应 的 za 项 为 实数 ， 则 六 
和 residue() 也 一 致 ， 若 某 个 疡 的 值 为 复数 ， 则 ri ri+l 项 分 别 为 相应 的 w 和 少 值 。 
【 例 5-31】 重 新 考虑 例 所 30 中 的 问题 ， 可 以 用 MATLAB 数值 算法 得 出 如 下 结果 : 
>> num=[-17,-7,2,1,-1, 菇 ;den=[1,11,48,106,125,75,17]; 
[r,p,k]=pfrac(nmum,den); format 1ong ei Tryp] 
ans = 
-5.562565306867494e+002 -3.261731010738623e+000 
2.125567969626306e-001 。 -5.208596052932000e-001 
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-8.810351870908827e+002 -2.530945820048808e+000 +3.997631054499472e-001i 
-6.558508770732739e-001 -2.530945820048808e+000 -3.997631054499472e-001i 
-1.113396711708849e+001 -1.077758871935285e+000 +6.021065910607617e-001i 
-2.982949324280423e+000 -1.077758871935285e+000 -6.021065910607617e-001i 
这 样 ， 可 以 写 出 有 理 函 数 的 可 读 性 更 好 的 Laplace 反 变 摘 为 
-1[P(s]] = 一 556.2565306867494e-3.261731010738623+ 十 2.125567969626306e 0 09 
一 881.0351870908827e-2.530945820048808t sin(0.3997631054499472t -0.6558508770732739) 
一 11.13396711708849e-1.077758871935285t sin(0.6021065910607617t 一 2.982949324280423) 


比较 此 结果 与 例 5-3 中 的 结果 ， 显 而 易 见 这 个 结果 更 简洁 。 


5.5.4 封闭 曲线 积分 问题 计算 


考虑 如 下 定义 的 曲线 积分 
丰 redz (5.10) 


其 中 ，T 为 二 维 平面 内 的 走行 方向 为 逆 时 针 的 封闭 曲线 ， 如 果 积 分 线 为 顺 时 针 的 ， 则 应 
该 将 被 积 函数 乘 以 -1。 这 时 假设 该 封闭 曲线 内 包围 m 个 奇 点 ，Pm，(G = 1 2，…… ,m)， 则 
可 以 分 别 用 前 面 的 算法 求 出 这 些 奇 点 上 的 留 数 为 Res[f(pij， 这 时 封闭 曲线 积分 的 值 等 于 
2rj 乘 以 这 些 留 数 的 和 ， 即 


rode= 芭 并 ae (5-5-11) 


如 果 曲 线 的 走行 方向 是 顺 时 针 的 ， 则 可 以 将 得 出 的 结果 反 号 。 
【 例 5.32】 试 求 (z) 函数 在 |z| = 6 曲线 上 的 曲线 积分 。 其 中 ，(z) 函数 为 
sa 2z7 十 2z3 十 8 

7 一 三 十 30z27 十 386z5 十 2772z5 十 12093z4 十 32598z3 十 52520z2 十 45600z 十 16000 

【求解 】 可 以 用 例 5-27 中 给 出 的 方法 求 出 其 部 分 分 式 展开 为 
13041 341863 7198933 加 16444 十 193046 1349779 十 11 可 1 

人 5 + 12GT55 + 14C+ 可 “36+45 ”9 人 26+ 和 96+ 人 432(e+1) 

可 见 ， 该 函数 的 奇 点 为 : pl = 一 1 为 单 奇 点 ，pa 一 一 2 亦 为 单 奇 点 ，pa 一 一 4p4 一 一 5 均 为 3 
重 奇 点 。 由 上 面 的 部 分 分 式 展开 式 子 可 知 ， 各 个 奇 点 的 留 数 为 部 分 分 式 展开 的 一 次 项 的 分 子 什 ， 
这 样 可 以 得 出 所 需 的 曲线 积分 值 为 











1798933 ”1349779 11 ，1 4 
一 本 
外- 芭 | 瑟 144 刀 击 ] 史 


【 例 5-33】 试 求 出 下 面 的 曲线 积分 E) 





开 
大 EaGEDC- 
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其 中 ， 工 为 |z|=2 的 北 时 针 国 周 。 
【求解 】 经 过 简单 观察 原 函 数 ， 可 以 发 现 该 函数 在 z = 1,z 一 3 处 有 单个 奇 点 ， 在 z 一 一 j 处 有 10 
重 奇 点 ， 又 因为 给 定 的 工 为 |z| 一 2 园 周 ， 所 以 z 一 1,z== 一 j 在 该 国 周 的 范围 内 ，z 一 3 在 该 区 域 
外 ， 所 以 不 必 计算 该 留 数 ， 所 以 原 曲线 积分 的 值 可 以 用 下 面 的 语 白 直接 求 出 。 
>> i=sym(sqrt(-1)); syms Z 
f=1/((z+i)~10*(z-1)*(z-3)); 久 定义 被 积 函 教 
Trl=limit(diff(f*(z+i)~10,z,9)/prod(1:9) ,z,-i); 
IT2=1limit(f*(Z-1) ,Z,1) ; a=2*+pPi*yi#(T1+T2) 
a = 
(237/312500000+779/78125000*i)*#Pi 
根据 文献 [50] 中 给 出 的 方法 ， 手 工 求解 时 建议 先 计算 z = 3 的 留 数 ， 故 得 出 整个 环 路 积分 值 
为 -jj/(3 十 j)10。 下 面 可 以 证 明 二 者 是 完全 一 致 的 。 
>> a+pi*i/(3+i) ~10 
ans = 
0 
若 曲线 工 的 方程 为 |z| = 4， 则 该 曲线 将 z = 1,3,j 三 个 奇 点 均 包 围 在 内 ， 这 时 曲线 积分 应 该 
和 这 三 个 留 数 的 和 有 关 ， 故 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 曲线 积分 的 值 为 
>> r3=1limit(f#(Z-3) ,Z,3); b=2*pi*yiy(rl+r2+r3) 
b = 
0 
取 然 用 符号 运算 的 方法 计算 留 数 特别 简单 ， 所 以 没有 必要 在 用 间接 的 方法 计算 了 ， 可 以 通过 
式 (5-5-11) 中 给 出 的 算法 直接 求 出 。 
利用 变量 替换 的 方法 可 以 将 开 区 间 积 分 变换 成 封闭 曲线 积分 。 例 如 ， 有 的 书 上 用 变 
换 的 方法 求解 flz) = sin z/z 在 (0,co) 区 域 的 无 穷 积 分 。 而 事实 上 ， 这 样 的 积分 直接 用 
MATLAB 中 的 int() 函数 就 可 以 求解 ， 所 以 本 书 不 介绍 这 类 方法 。 


5.6 本章 要 点 简介 
。 本章 有 关 的 MATLAB 函数 及 自 编 函 数 由 下 表 给 出 。 















函数 名 本 书页 码 
laplace() 。 | 函数 的 Laplace 变换 143 
lLaplace() 函数 的 Laplace 反 变 换 143 
fourier() 函数 的 Fourier 变换 147 
ifourier() | 函数 的 Fourier 反 变换 147 
fouriersin 函数 的 Fourier 正 芝 变 换 ， 还 可 以 通过 符号 积分 求解 150 
fouriercos ”| 函数 的 Fourier 余 总 变换 150 





函数 的 Fourier 正 艾 反 变换 





invfouriersin 
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续 表 

函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
mellin 函数 的 Mellin 变换 Maple 二 误 
invaellin 。 | 函数 的 Mellin 反 变换 Maple 153 
hankel 函数 的 Hankel 变换 Maple 154 
imvbankel 函数 的 Hankel 反 变 换 Maple 154 
ztrans() 函数 的 Z 变换 符号 运算 155 
ftztrane() 函数 的 2 反 变换 符号 运算 155 
语句 求 取 函 数 单 奇 点 和 重 奇 点 的 针 数 自 编 156 
gcd(O) 函数 的 最 大 公约 数 ，1cd() 可 以 求 最 小 公 倍数 符号 运算 158 
restidue() 有 理 函数 的 部 分 分 式 展开 ， 数 值 方法 MATLAB 159 
residuel() 利用 符号 运算 的 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 自 编 161 
residue() 利用 符号 运算 的 有 理 函数 的 部 分 分 式 展 开 (改进 版 ) 自 编 163 


。Laplace 变换 是 一 种 很 重要 的 积分 变换 方法 。 本 章 中 介绍 了 Laplace 变换 及 其 反 变 换 
的 定义 和 性 质 ， 并 着 重 介绍 了 正 反 Laplace 变换 的 MATLAB 求解 方法 。 


。Fourier 变换 是 另 一 类 常用 的 积分 变换 方法 ， 可 以 用 于 信和 号 的 频 域 分 析 。 本 章 介绍 了 
Fourier 正 反 变 换 的 定义 和 性 质 ， 介 绍 了 利用 MATLAB 语言 求解 Fourier 变换 的 方 
法 ， 还 探讨 了 几 种 特殊 的 Fourier 变换 及 MATLAB 求解 方法 ， 如 正弦 、 余 弦 Fourier 
变换 、 离 散 Fourier 正 余弦 变换 等 ， 并 介绍 了 直接 积分 方法 和 用 MATLAB 调用 Maple 
语言 现成 变换 函数 的 方法 。 


。 本 章 还 介绍 了 两 种 不 太 常用 的 积分 变换 一 Mellin 变换 和 Hankel 变换 ， 这 些 变换 在 
MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 没有 直接 对 应 的 函数 ， 但 可 以 通过 符号 运算 工具 箱 中 
积分 功能 直接 计算 ， 也 可 以 从 MATLAB 调用 Maple 语言 的 相应 函数 计算 。 本 章 同时 
还 指出 了 这 些 正 反 变换 的 有 些 函 数 是 不 难 用 计算 机 数学 语言 求解 的 ， 只 能 通过 手工 扒 
导 或 查阅 数学 手册 向 ] 的 方式 求解 。 


。 在 离散 系统 研究 中 一 类 很 重要 的 变换 -一 Z 变换 的 定义 和 性 质 等 也 在 本 章 中 给 出 ， 在 
此 基础 上 着 重 介绍 了 2 变换 及 其 反 变换 的 MATLAB 求解 方法 ， 并 通过 例子 演示 了 各 
类 函数 Z 变换 的 实际 求解 。 


。 复 变 函 数 中 一 类 重要 的 问题 是 奇 点 与 留 数 的 概念 与 求 取 。 本 章 介绍 了 利用 MATLAB 
语言 进行 留 数 运算 的 方法 ， 并 以 其 为 基础 编写 了 有 理 函 数 部 分 分 式 展开 的 求解 函 
数 ， 比 MATLAB 自己 提供 的 residue() 函数 更 进 了 一 步 。 本 章 还 讨论 了 有 理 函 数 
Laplace 反 变 换 的 求解 方法 和 化 简 方法 ， 基 于 留 数 定理 还 探讨 了 封闭 曲线 积分 的 求解 
方法 。 
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5.7 习 题 


1 对 下 列 的 函数 f(t) 进行 Laplace 变换 。 
@@ 记 的 = 严 时 加 帮 的 =t5sinot, 图 大 的 = 如 cosat 轩 凡人 一 te 
@ jb = ertt ge 方 攻 =eptsin(at+ 有 @ 访 昌 一 e 十 6e 





2 对 下 面 的 已 (s) 式 进行 Laplace 反 变 换 。 


工 徊 
@ 瓦 (s) = PT @ 有 is)=vVsa-v5 二 5 @@ Ra) = me 
1 Ts 
@Ra=AGEOD ORGO= 2 2 
82 十 Q2 52 十 3s 二 8 1s 十 a 
O Ra- 号 Ri OAO-i 


3 Laplace 变换 的 一 个 重要 应 用 是 求解 常 系数 线性 微分 方程 ， 可 以 利用 当 函 数 具 有 零 初 始 值 和 各 
阶 导数 的 零 初始 值 下 .drjf(b)/dtn] = sn2[f(b)] 这 一 性 质 对 微分 方程 进行 Laplace 变换 的 方 
法 其 求解 微分 方程 。 试 使 用 这 样 的 方法 求解 下 面 的 微分 方程。 

名 的 +3y+2y 罗 =e 5 (0)=V(O=0 

4 试 求 出 下 面 函数 的 Fourier 变换 ， 对 得 出 的 结果 再 进行 Fourier 反 变 换 ， 观 察 是 否 能 得 出 原来 
函数 。 

@ jlz)=z2(3r-2lz))0<z<2r，Q@ jg=t 一 2 0<ts2r 
@J=ere -Ist<l，@ HU =terIl -rctsr 

sin(ng/2] cosl(n 二 1)6/3] 
sn 

6 试 求 出 下 面 函数 的 Fourier 正弦 和 余 纺 变换 ， 并 用 Fourier 正 纺 、 余 改 反 变换 对 得 出 的 结果 进 
行 处 理 ， 下放 民居 从 本 和 


0y 提 -enb 四 人 四 = 一 @ / 国 =n- 


5 试 证 明 cosb 十 cos2b 十 … 十 cosnb 一 


7 试 求 下 面 函数 的 离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 。 
Ofe)=e  Q@1z)= 


8 试 对 下 面 的 函 孝 进 行 Mellin 变换 。 


sin(alnz)，Z 和 1 
/四 = 人 2 


9 请 将 下 述 时 域 序列 函数 f(KT) 进行 忆 变 换 ， 并 对 结果 进行 反 变 换 检验 。 
@ j(kKT) = cos(kaT)，@ 用 (ET) = (MT)?e 图 j(T) 一 zkT 一 ee 
四 Ja(km) =ereM 一 ea， 回 帮 (KT)=sin(akT),@ 廊 (KT)=1-e (+akT) 
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10 已 知 下 述 各 个 也 变换 表达 式 正 (z)， 试 对 它们 分 别 进行 忆 反 变换 。 
10z 








ia 芯 2 了 
QRO=E-TUC- 林 OORO-E-09C-0T' @ PR EC 二 玉 
到 zi(1 一 eaT) _ 4zlzcos 有 8 一 cos(aT 一 有 
国 丽 GD0 二 ie @ 交 人 225609CTJTT 


1 已 知 其 信 号 的 Taplace 变 罗 为 3， 试 天马 变 捷 ， 并 验证 结果 。 


12 试用 计算 机 证 明 
z(4z 十 B) 
z 一 1)(22 一 2e-7 cos(bT)z 十 e-2a7 ) 





多 了 一 erekT [eesxm+f sinCokZ)] } =1 


式 中 ，4= TereT cos(bT) 一 和 sin(bT)， 忆 = er-2a7 十 和 sin(b7) - eraT cos(bT)。 


13 试 求 出 flz) = 二 下 二 42 十 3。 -sz 的 末 点 、 麻 点 重 数 及 各 个 奇 点 处 的 留 数 
”下 十 42z4 十 3z5 十 272 十 57 十 2 “ 


14 试 求 出 下 面 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 ， 并 用 ITEX 的 形式 比较 好 地 显示 得 出 的 结果 。 


3 十 喇 
G() = 两 +557 二 6196 十 玖 065 十 33094 十 410855 十 46205 十 9005 十 1000 


15 求 下 面 的 封闭 环 路 积分 。 
15 
o T (22 十 1)2(24 十 2)3 


2 1/z 号 
@ 引 二 se dz， 其 中 ，T 为 |z| = 2 正 向 轩 周 





dz， 其 中 , 工 为 |z| = 3 正 向 图 周 
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方程 求解 问题 是 科学 与 工程 研究 中 经 常 遇 到 的 问题 。 线 性 代数 方程 可 以 用 第 4 章 中 介 
绍 的 方法 直接 求解 ， 非 线性 方程 或 一 般 多 项 式 方程 的 求解 将 在 第 6.1 节 中 介绍 ， 在 该 节 中 
将 先 介绍 一 元 或 二 元 方程 的 图 解法 ， 然 后 将 介绍 基于 MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 多 项 式 
方程 或 一 类 可 以 化 成 多 项 式 方程 的 代数 方程 的 解析 解 方法 ， 再 介绍 一 般 非 线性 方程 组 的 
数值 解法 。 

最 优化 技术 是 当前 科学 研究 中 的 一 类 重要 的 手段 。 所 谓 最 优化 就 是 找 出 使 得 目标 函 
数值 达到 最 小 或 最 大 的 自 变量 值 的 方法 。 从 其 分 类 看 有 无 约束 最 优化 问题 和 有 约束 最 优 
化 问题 。 第 6.2 节 详细 介绍 了 无 约束 最 优化 问题 以 及 MATLAB 求解 方法 ， 介 绍 了 图 解法 
和 -~- 般 的 数值 算法 ， 并 引入 了 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 的 概念 。 第 6.3 节 介绍 了 有 约束 最 
优化 的 概念 ， 引 入 了 约束 可行 区 域 的 概念 ， 并 就 线性 规划 问题 、 二 次 型 规划 问题 和 一 般 
非 线性 规划 问题 的 MATLAB 语言 求解 进行 了 详细 的 介绍 。 第 6.4 节 进 一 步 引 申 了 最 优化 
问题 ， 引 入 了 整数 规划 的 概念 ， 并 介绍 了 如 何 用 MATLAB 语言 求解 混合 整数 线性 规划 问 
题 ， 并 介绍 了 基于 “分 枝 定 界 法 ”的 一 般 整数 规划 问题 及 其 MATLAB 实现 。 通 过 本 章 内 
容 的 学 习 ， 读 者 应 该 能 掌握 一 般 非 线性 方程 及 非 线性 最 优化 问题 的 实际 求解 方法 。 


6.1 代数 方程 的 求解 
6.1.1 代数 方程 的 图 解法 


MATLAB 提供 了 很 强 的 一 元 、 二 元 隐 函 数 绘制 功能 ， 充 分 利用 这 些 功能 就 可 以 将 一 
元 、 二 元 的 方程 用 曲线 表示 ， 并 由 曲线 的 交点 读 出 方程 的 实数 根来 。 然 而 ， 方 程 的 图 解 
法 是 有 局 限 性 的 ， 仅 适用 于 一 元 、 二 元 方程 ， 多 元 方程 是 不 能 用 图 解法 直接 求解 的 。 本 
节 将 通过 例子 演示 一 元 、 二 元 方程 的 求 根 问题 。 
6.1.1.1 ”一 元 方程 的 图 解法 


用 ezplot () 函数 可 以 绘制 出 给 定 的 隐 函 数 f(z) = 0 曲线 ， 所 以 可 以 用 图 解法 从 给 出 
的 曲线 和 y = 0 线 的 交点 上 读 出 所 有 的 实数 解 。 
【 例 6-1】 用 图 解法 求解 方程 e-3tsin(4t 十 2) + 4e0 玉 cos(2t) = 0.5。 
【求解 】 用 ezplot () 函数 可 以 绘制 出 如 图 6-1 (a) 所 示 的 曲线 ， 该 曲线 与 横 轴 的 所 有 交点 均 是 原 
一 元 方程 的 解 。 

>> ezplot (exp(-3+t)*sin(4+t+2)+4*exp(-0.5+t)*Ccos(24t)-0.5,[0 5]) 

hold on，line([0,5] , [0,0])% 同时 绘制 横 轴 

从 得 出 曲线 可 以 看 出 ， 该 方程 可 能 有 多 个 实 根 ， 如 果 想 用 图 解法 得 出 某 个 根 ， 则 可 以 对 该 点 

附近 局 部 放大 ， 直 到 曲线 穿越 0 线 ， 且 t 轴 给 出 的 各 个 标点 的 数值 完全 一 致 时 ， 则 可 以 断定 原 方 
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程 的 解 即 为 t 轴 标 度 ， 如 图 6-1 (b) 所 示 ， 即 该 方程 的 一 个 解 为 夺 = 3.5203。 将 其 代入 方程 则 
>> 8yms x;i t=3.5203; vVPa(exp(-3+t)*sin(4+t+2)+4*+exp(-0.5+t)*#*cos(2+t)-0.5) 
ans = 

-.43167073997540938989914138801396e-4 























exp(-3t) sin(4t 十 2) 十 4exp(-0.5t) coe(2t) 一 0.5 xl08 exp(C3t) sin(4t 十 2) 十 4exp(-0.5t) cos(26) 一 0.5 
4 
惠 2 
相 P pa 0 
二 
-1 
本 
-2 
三 
0 1 2 3 4 5 06738 0.6738 0.6738 0.6738 0.6738 0.6738 0.6738 
(a) 某 个 区 域 的 隐 函 数 曲 线 {b) 局 部 放大 后 的 求解 结果 


图 6-1 一 元 方程 的 图 解法 


可 见 ， 得 出 的 并 值 处 的 函数 值 为 ~-.4316 x 10-4， 故 可 见得 出 的 根 是 原 方程 的 根 ， 但 精度 不 
是 很 高 。 用 类 似 的 方法 还 可 以 得 出 并 验证 其 他 的 解 。 
6.1.1.2 ”二 元 方程 的 图 解法 

二 元 方程 也 是 可 以 通过 图 解法 求解 的 ， 可 以 通过 ezplot() 函数 将 第 一 个 方程 对 应 的 
曲线 绘制 出 来 ， 再 使 用 hold on 命令 保持 图 形 不 被 刷新 ， 最 后 调用 ezplot () 函数 将 第 二 
条 曲线 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 。 得 出 曲线 后 就 可 以 通过 读 取 交 点 坐标 的 方式 得 出 联 立 
方程 的 根 。 
【 例 6-2】 用 图 解法 求解 下 面 的 联 立 方程 。 


z2e-zy /2 十 erz/2sin(zy) = 0 
z2cos(z 十 所 ) +y2ezty 一 0 


【求解 〗 利用 隐 函 数 图 形 绘制 的 方法 ， 可 以 用 图 解法 直接 求解 二 元 方程 组 ， 则 可 以 通过 下 面 的 语 
句 绘制 出 第 一 个 方程 的 曲线 ， 如 图 6-2 (a) 所 示 。 

>> ezplot(?x-~2+exp(-x*y~2/2)+exp(-x/2)*sin(xsy) 7) 久 第 一 个 方程 曲线 
该 曲线 上 所 有 的 点 均 满 足 第 一 个 方程 。 可 以 用 hold on 语 折 保 护 当 前 的 坐标 系 ， 再 用 ezPlot() 
函数 绘制 第 二 个 方程 的 曲线 ， 这 样 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 两 条 曲线 ， 如 图 6-2 (b) 所 示 。 

>> hold on % 保护 当前 坐标 系 

ezplot (7“2 *cos(y+X 2) +X~2*expP(x+y) ) 
这 两 个 方程 对 应 曲线 的 交点 就 是 联 立 方程 的 解 ， 所 以 可 以 通过 图 解法 来 求 取 二 元 联 立 方程 的 

全 部 实 根 。 但 应 该 指出 ， 这 样 求 出 的 交点 可 能 有 的 不 是 方程 的 根 。 观 察 图 6-2 (a) 可 见 ， 满 足 第 一 
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方程 的 曲线 自身 就 有 交点 ， 该 交点 不 一 定 能 满足 第 二 方程 ， 所 以 图 6-2 (b) 中 的 A 点 不 是 方程 的 
根 。 


Z2 exp( 一 732/2) 十 exp( 一 z/2) sin(zg) 3P cos(y 十 z2) +z2exp(z 十 切 


贡 j， 
5 


6 4 -2 0 2 4 6 -6 
(a) 第 一 方程 的 曲线 


















二 4 2 0 2 
(b) 同一 坐标 系 下 的 两 个 方程 曲线 
图 6-2 联 立 方程 图 解法 示意 图 


6.1.2 ”多 项 式 型 方程 的 准 解析 解法 
在 介绍 多 项 式 方程 的 一 般 解法 之 前 ， 先 考虑 下 面 给 出 的 一 个 例子 。 
【 例 6-3】 试 用 图 解 方法 求解 下 面 的 二 元 方程。 


z2+2-1=0 
0.75z3 -二 0.9=0 


【求解 】〗 用 图 解 方法 ， 可 以 用 下 面 的 语句 直接 绘制 出 两 条 曲线 ， 如 图 6-3 所 示 。 曲 线 的 交点 就 是 











原 联 立方 程 的 解 。 
>> ezplot('x~2+y“2-1"); hold on 绘制 第 一 方程 的 曲线 
ezplot(:0.75*x~“3-y+0.9?) 久 绘制 第 二 方程 
0.75z3 一 十 0.9 
， - 
05 上 | 
中 
-05 
一 1 
-1.5 -1 -05 0 05 工 1.5 


6-3 联 立 方程 图 解法 示意 图 
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从 图 6-3 可 见 ， 这 两 条 曲线 共有 两 个 交点 ， 故 可 能 轻易 得 出 结论 ， 原 联 立 方程 有 两 对 根 。 事 
实 上 ， 这 样 的 结论 是 错误 的 ， 由 第 2 个 方程 可 以 显 式 地 将 3 写成 73 的 形式 ， 代 入 第 1 方程 则 得 出 
关于 工 的 6 次 多 项 式 方程 ， 该 方程 应 该 有 6 对 根 。 因 为 用 二 维 图 形 只 能 求解 出 方程 的 实 根 ， 而 不 
能 求解 出 方程 的 复数 根 ， 所 以 利用 图 解法 有 时 也 能 得 出 错误 的 结论 。 


一 般 多 项 式 方程 的 根 可 以 为 实数 ， 也 可 以 为 复数 。MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 给 出 
的 solve() 函数 对 多 项 式 类 方程 是 十 分 有 效 的 ， 可 以 用 该 丽 数 求解 出 多 项 式 方程 所 有 的 
根 。 该 函数 的 定义 格式 为 






其 中 ， eqni 为 第 ii 个 
3 种 调用 格式 显 式 地 指出 需要 求解 方程 的 变量 名 ， 第 2、3 种 调用 格式 将 求 出 方程 的 根 ， 
并 按 各 个 变量 名 返回 到 MATLAB 的 工作 空间 ， 第 1 种 调用 格式 将 返回 一 个 结构 体型 变量 
S， 其 各 个 成 员 变量 ， 如 S,x 表示 方程 的 根 。 


【 例 6-4】 试 用 solve() 函数 求 取 例 6-3 中 给 出 的 联 立 方程。 
【求解 〗】 考虑 上 述 的 方法 ， 利 用 solve() 函数 在 MATLAB 中 可 以 给 出 如 下 的 命令 ; 
>> 8yma X 了 ; 
[x,y]=solve('x“2+y7 “2-1=0?， 275*x~3/100-y+9/10=0:) 


.35696997189122287798839037801365] 
.86631809883611811016789809418650+1.2153712664671427801318378544391*i] 
[ -.55395176056834560077984413882735+:35471976465080793456863789934944*i] 
[ -.98170264842676789676449828873194] 
[ -.55395176056834560077984413882735- .35471976465080793456863789934944*i] 
[ .86631809883611811016789809418650-1:2153712664671427801318378544391*i] 
y = 
[ .93411585960628007548796029415446] 
[ -1.4916064075658223174787216959259+ .70588200721402267753918827138837*i] 
[ .92933830226674362852985276677202+ .21143822185895923615623381762210*+i] 
[ .19042035099187730240977756415289] 
[ .92933830226674362852985276677202- .21143822185895923615623381762210*i] 
[ -1.4916064075658223174787216959259- .70588200721402267753918827138837* 了 ] 
显然 ， 这 样 得 出 的 方程 阶 次 太 高 ， 不 存在 解析 解 ; 然而 ， 利 用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 
可 以 得 出 原始 问题 的 高 精度 数值 解 ， 故 这 里 称 之 为 淮 解析 解 。 可 以 看 出 除了 前 面 得 出 的 两 组 实 
数 根 外 ， 还 得 出 了 另外 4 组 复数 根 ， 这 是 用 普通 数值 解法 所 得 不 出 来 的 。 下 面 验证 一 下 这 样 得 出 
的 根 是 不 是 原 方程 的 根 。 直 接 给 出 下 面 的 语句 则 可 以 发 现 ， 得 出 的 根基 本 满足 原 方程。 
>> [eval (Cx.“2+y7. 2-1:) eval(?75+x,73/100-y+9/107)] 
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ang = 
-.1le-31， 0.] 
[ .5e-30- .le-30*i， 0.+0.*] 
[ 0.+0.# 计 ， 0.+0.*i] 
[ 0.， 0.] 
0.+0. 本 计 ， 0.+0.*i] 
[ .5e-30+.1e-30+i， 0.+0.* 订 


【 例 6-5】 多 元 多 项 式 方程 也 可 以 用 solve() 函 教 直接 求解 。 试 求解 下 面 的 联 立 方程。 


Zz 十 3%3 十 2z2 = 1/2 
Z2 十 3 十 2a=2 
z3 十 2z 十 2y2 一 2/4 


【求解 】 给 出 的 联 立 方程 是 关于 z,g,z 的 三 元 联 立 方程 ， 从 方程 本 身 可 见 它 只 含有 多 项 式 项 ， 所 
以 从 理论 上 说 可 以 将 之 转换 成 一 元 的 多 项 式 方程 ， 故 方程 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 白 求 出 高 精 
度数 值 解 。 s 
>> [x,y,z]=solve()x+3+y~3+2+Z~2=112)，X~2+3+y+Z-3=27，X73+2*Z+2+y “2=214?) 
事实 上 ， 该 方程 最 终 被 变换 成 27 次 的 多 项 式 方程 ， 所 以 得 出 的 解 向 量 了 ,2, z 均 为 有 27 个 分 
量 的 向 量 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 在 这 里 不 列 出 全 部 的 解 ， 只 列 出 其 中 一 个 根 。 


zl = 一 1.0869654762986136074917644096117 
妇 = 0.03726466845064437552775081129721 
24 = 0.89073290972562790151300874796949 


可 以 用 下 面 的 语 身 验证 解 的 误差 是 很 小 的 ， 故 而 得 出 的 结果 是 很 精确 的 。 
>> err= [x+3+y 了 .~3+24Z.~2-1/2，x. “2+3+y+Z. 3-2，x. “3+2+Z+2+ 了 .2-2/4] ; 
norm(double(eval(err))) 
ans = 
6.914598774554204e-026 
其 实 ， 方 程 中 若干 式 子 也 可 以 写成 多 项 式 乘 积 的 形式 。 例 如 ， 联 立方 程 最 后 一 个 式 子 改 写成 
3 十 2zg2 = 2/4， 其 中 含有 非 线性 项 ZW2， 这 样 的 方程 也 能 通过 solve() 函数 直接 求解 ， 这 时 只 
需 将 求解 语句 变 为 
>> [x,y,z]=solve(?x+3+y~3+2+Z~2=1/27，x72+3+y+Z~3=27，X3+24Z+ 2=2147) 
err= [x+3*+ 了 .~3+2#Z. “2-1/2，x. “2+3*+ 了 +Z. 3-2， 蔗 “3+2+Z. 本 了. “~2-2/4] ; 
norm(double(eval(err)))  % 将 解 代入 求 误 差 
anse = 
4.307698888228235e-026 
就 可 以 得 出 精确 的 解 。 经 上 述 检验 也 得 出 了 解 为 正确 的 结论 。 
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【 例 6-6 】 试 求 解 下 面 的 方程 ， 其 中 含有 自 变 量 的 倒数 等 形式 。 


1 3 
汉 站 有 
全 和 3+ 卫 +3 记 =0 
是 
+ 区 十 页 十 到 =0 


【求解 〗 这 样 的 方程 指望 求 取 解 析 解 是 基本 上 不 可 能 的 ， 但 用 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 原 方程 的 
精确 数值 解 ， 共 有 26 对 根 。 
>> syms x y; 
[x,y]=solve(x~2/2+x+3/2+2/7+5/(2+y-2)+3/x-3=0，..， 
1y/2+3/(28x)+1/x~4+59 了 “477 了) 
size(x) 
ang 一 
26 1 
其 中 ， 第 工 对 根 为 


Z1 一 0.93020851860976459141084889836970 + j0.44242013491916995256639798767139 
妇 = 一 0.39388334385234983573088749775055 十 j0.62771855170677843775952969855352 


将 得 出 的 全 部 方程 根 其 代入 原始 方程 ， 则 能 得 出 很 小 的 计算 误差 ， 达 到 10-30 级 ， 说 明 该 方 
程 的 各 个 解 的 正确 性 。 
>> err=[x.~2/2+x+3/2+2.1y+5./(2*y.-~2)+3./x.~3,y/2+3./(2+x)+1./Xx, 4+5* 了 4] 1 
norm(double(eval(err))) 
ang = 


8.247060852664867e-030 
【 例 6-7】 试 求解 下 面 带 有 参数 的 方程。 
z2+azrz 十 69+3V2 =0 
| =a+z+3 


【求解 】 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 solve() 函数 还 可 以 直接 实现 带 有 变量 的 方程 的 解 ， 
这 样 的 求解 用 普通 的 数值 解 方法 是 不 能 实现 的 。 求 解 上 述 方程 只 需 给 出 下 面 语 自 即 可 。 
>> syme a b x yi [x,y]=solve('x-2+arx~2+6#b+39 了 -2=07，y=a+(x+3)，，X7 ) 
x = 
[ 1/2/(4+a)*(-6*a-18+2+ (-21*a~2-45*+a-27-24+b-6*a#b-3*+a “3)~(1/2))] 
[ 1/2/(4+a)*(-6*a-18-2+(-21*+a~2-45*a-27-24*b-6*arb-3+a“3) ~(1/2))] 
y = 
[ a+1/2/(4+a)*(-6*a-18+2+(-21+a~2-45*+a-27-24+b-6*a#b-34a“3)~(1/2))+3] 
[ a+r1/2/(4+a)*(-6*a-18-2+(-21+a~2-45+a-27-24+b-6+akb-3+a-3) ~(1/2))+3] 
用 JIAITEX 可 以 表示 解 的 数学 式 子 为 
_ -6a 一 18 士 2V21o7 二 45a 二 27 一 24 一 608 一 3a5 可 5 
< 2 2 
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其 实 ， 该 方法 同样 适用 于 更 高 阶 方程 的 解 ， 但 得 出 的 解 是 很 守 长 的 ， 不 适合 显示 出 来 。 
然而 ， 解 析 求 解 的 方法 并 不 是 万 能 的 ， 因 为 这 里 的 例子 最 终 可 以 转换 为 一 元 多 项 式 


方程 ， 所 以 能 用 它 求 解 ， 但 更 一 般 的 方程 是 不 能 解 出 的 。 
6.1.3 ”一般 非 线性 方程 数值 解 


MATLAB 语言 环境 中 提供 了 fsolve() 函数 ， 能 够 求 出 已 知 多 元 方程 的 一 个 实数 
根 。 该 函数 的 调用 格式 为 





其 中 ，Fun 为 描述 需求 解 的 方程 M- 函 数 ，zo 为 搜索 点 的 初 值 ， 方 程 求 根 程序 将 从 该 值 开 
始 以 逐步 减 小 误差 的 算法 搜索 出 满足 方程 的 实 根 =。 若 返回 的 flag 大 于 0， 则 表示 求解 
成 功 ， 否 则 求解 出 现 问题 。 

对 于 更 复杂 的 问题 ， 用 户 可 以 定义 方程 求解 控制 参数 opt 来 控制 求解 方法 或 其 他 要 
求 ， 更 好 地 得 出 方程 的 根 。 该 变量 是 一 个 结构 体 数据 ， 其 常用 的 成 员 变 量 在 表 6.1 中 给 
出 ， 用 户 可 以 用 下 面 的 语句 修改 控制 变量 。 


表 6-1 方程 求解 与 最 优化 的 控制 参数 表 


参数 名 参数 说 明 

中 间 结果 显示 方式 ， 其 值 可 以 取 oft 表示 不 显示 中 间 值 ，iter 表示 逐步 显示 ,notdty 表示 在 求解 不 
收敛 时 给 出 提示 ，final 只 显示 最 终 值 

求解 最 优化 问题 时 使 用 ， 表 示 目 标 函 数 的 梯度 是 否 已 知 ， 可 以 选择 为 xof87 或 "on 

表示 是 否 使 用 大 规模 问题 算法 ， 取 值 为 on 或 off ， 一 般 几 个 变量 的 问题 不 必 采用 该 算法 

方程 求解 和 优化 过 程 最 大 允许 的 选 代 次 数 ， 若 方程 未 求 出 解 ， 可 以 适当 增加 该 值 

方程 函数 或 目标 函数 的 最 大 调用 次 数 

误差 函数 误差 限 控制 量 ， 当 函数 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 

解 的 误差 限 控制 量 ， 当 解 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 





Display 











Gradobj 
LargeScale 
MaxTter 
MaxFunEvals 
TolFun 





选择 其 值 为 100 倍 的 自 变 量 个 数 ， 而 天 约束 最 优化 征地 去 持 六 0 入 的 芝 拓 相 吉 。 
【 例 6-8】Lambert 函数 是 一 类 特殊 画 数 ， 该 方程 的 教学 表示 为 了 = lam(zjy 其 中 , 袜 为 自 变 
量 ,也 为 Lambert 方程 的 解 wew = z， 对 不 同 的 了 值 ， 斌 求解 Lambert 方程 得 出 岂 值 ， 并 绘制 出 
工 和 也 之 间 的 关系 曲线 。 

【求解 〗 通过 循环 的 方法 对 不 同 的 并 值 进行 求解 ， 就 可 以 绘制 出 Lammbert 函数 的 曲线 ， 如 图 6-4 


所 示 。 
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>> y=[] ; xx=0:.05:10; x0=0; h=optimset; h.Display=?off?; 
下 or X=XX 
f=inline([)w.*rexp(w)-，” num2str(x)] 92) 
yl=fsolve(f,x0,h); x0=y1; y=[y,y1]; 
end 
plot (xx,y) 





05 








oo 2 6 8 10 
图 6-4 Lambert 方程 解 曲 线 


MATLAB 的 符号 运 扯 工具 箱 中 提供 了 一 个 Lambert 函数 求 值 函数 lambertw() ， 可 以 用 来 直 
接 求 取 Lambert 函数 的 值 。 用 下 面 语句 可 以 直接 绘制 出 与 图 6-4 完全 一 致 的 曲线 。 
>> yO=lambertw(xx); plot(xx,y0) 
【 例 6-9】 试用 数值 方法 求解 例 6-3 中 给 出 的 二 元 方程 。 
【求解 】 令 六 = z,pa =y， 可 以 编写 出 一 个 描述 此 二 元 方程 的 函数 如 下 : 
function q = my2deq(P) 
q=[p(1)*p(1)+p(2)*p(2)-1; 0.75*P(1)~3-P(2)+0.9]; 
这 样 ， 就 可 以 在 给 定 的 初 值 zo = 1,yo = 2 下 调用 fsolve() 函数 ， 直 接 求 出 方程 的 根 。 
>> 0PT=optimset; 0PT.LargeScale=”off?; 
[x,Y,c,d] = fsolve('my2deq,[1; 2] ,0PT) ， 
Optimization terminated successful1y: 
Firat-order optimality is less than options.TolFun. 


X = Y = 1.0e-009 * 
0.35696997213260 0.12151502026825 
0.93411585957908 0.09640666043254 

c = 

1 

d = 


iterations: 6 


funcCount: 21 
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algorithm: trust-region dog1eg， 
firstorderopt: 1.306115559429460e-010 
可 以 看 出 ， 在 求解 此 二 元 方程 时 仅 调用 了 方程 函数 21 次 就 得 出 了 方程 的 解 ， 把 解 回 代 到 原始 
方程 中 也 得 到 了 较 高 精度 的 结果 (1.3 x 10-10)。 
同样 ， 可 以 建立 如 下 的 inline() 函 数 ， 由 下 面 的 语句 也 可 以 得 出 相同 的 结果 。 
>> f=inline(,[P(1)*p(1)+pP(2)*p(2)-1; 0.75*p(1)~3-P(2)+0.9]，，?P?); 
[x,Y] = fsolve(f,[1; 2],OPT)  % 结果 和 上 述 完全 一 致 ， 从 略 。 
若 采 用 MATLAB 7.0 开始 引入 的 匿名 函数 ， 描 述 方程 可 以 更 简洁 
>> f=@(p) [p(1)*p(1)+p(2)*p(2)-1; 0.75*P(1) “3-P(2)+0.9]; 
可 见 ， 引 入 inline() 函数 或 匿名 函数 ， 无 需 为 要 求解 的 每 个 数学 问题 都 编写 一 个 单独 的 
MATLAB 模型 文件 ， 这 样 使 得 问题 的 求解 与 文件 管理 变 得 更 容易 、 方 便 。 
若 改变 初始 猜测 值 ， 令 zo = [一 1,0|7， 则 
>> [x,Y,c,d]=fsolve(f,[-1,0] ,0PT); x，Y，kk=d.funcCount 


民 于 Y= 1.0e-010 * 
-0.98170264846110 0.56187055008650 
0.19042035096244 -0.44996673054243 
kk = 
15 


可 见 ， 初 值 改变 之 后 ， 还 能 得 出 另外 一 组 解 。 所 以 初 值 的 选择 有 时 对 整个 问题 的 求解 有 很 大 
的 影响 ， 在 某 些 初 值 下 甚至 无 法 搜索 到 方程 的 解 。 


【 例 6-10】 重 新 考虑 例 6-1 中 给 出 的 方程 eatsin(4t 十 2) + 4e-"5cos(2t) = 0.5， 试 用 数值 方法 求 
其 更 精确 的 数值 解 。 
【求解 〗 显然 该 非 线性 方程 没有 解析 解 。 例 6-1 中 用 图 解法 得 出 了 一 个 数值 解 为 = 3.5203， 以 此 
解 为 初 值 ， 则 可 以 用 fsolve() 函数 得 出 更 精确 的 数值 解 。 
先 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 solve() 函数 求解 此 问题 。 
>> 8yms 蕊 Xi solve(exp(-3+t)*sin(4#t+2)+4+exP(-0.5yt)*cos(2yt)-0.5) 
ane = 
.67374570500134756702960220427474 
可 见 ， 这 样 的 方法 不 允许 手工 选择 初始 搜索 点 ， 所 以 只 能 获得 这 样 的 结果 。 用 图 解法 选择 初 值 ， 
再 用 数值 解法 可 以 得 出 任意 初 值 下 的 教 值 解 。 
>> y=inline(;exp(-39t) .*sin(4*+t+2)+4*exP(-0.59t) .*#cos(24t)-0.5，，" 蕊 ); 
ff=optimset; ff.Display=iter; [t,f]=fsolve(y,3.5203, 了 f) 


Norm of First-order Trust-Iegion 
Tteration Func-count 。 工 (x) step optimality 。 radius 
0 2 1.8634e-009 5.16e-005 革 
二 4 3.67694e-019 3.61071e-005 7.25e-010 主 


Optimization terminated successful1y: 
First-order optimality is less than options.TolFun. 
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t = = 
3.52026389294877 -6.063776702980306e-010 
代入 原 方程 发 现 ， 该 解 的 精度 明显 高 于 图 解法 的 精度 ， 且 可 以 任意 选择 初 值 。 从 算法 本 身 看 ， 黑 
认 的 求解 精度 偏 低 ， 所 以 可 以 试 着 重新 设置 相关 的 控制 变 重 ， 就 可 以 得 出 下 面 更 精确 的 结果 。 
>> ff=optimset;i ff.TolX=le-16; ff.TolFun=le-30; 
ff.Display='iter:; [t,f]=fsolve( 了 ,3.5203,ff) 


Norm of First-order Trust-region 
Iteration Func-count 王 (x) step optimality radius 
0 2 1.8634e-009 5.16e-005 1 
工 4 3.67694e-019 3.61071e-005 了 .25e-010 工 
2 6 0 5.07218e-010 0 二 


0ptimization terminated successful1y: 
First-order optimality is less than options.TolFun. 
七 = 了 = 
3.52026389244155 0 
从 求解 效果 看 ， 给 出 一 个 很 精确 的 初 值 对 整个 求解 吉 度 和 精度 没有 太 大 的 帮助 真正 使 得 本 
例子 获得 高 精度 解 的 还 是 TolFun 属性 。 


6.2 ”无 约束 最 优化 问题 求解 
无 约束 最 优化 问题 是 最 简单 的 一 类 最 优化 问题 ， 其 一 般 数 学 描述 为 
minf(z) (6-2-1) 


其 中 ，z = [zt ra,……,zn]T 称 为 优化 变量 ，f(.) 函数 称 为 目标 函数 ， 该 数学 表示 的 含义 
亦 即 求 取 一 组 = 向 量 ， 使 得 最 优化 目标 函数 f(z) 为 最 小 ， 故 这 样 的 问题 又 称 为 最 小 化 
问题 。 其 实 ， 最 小 化 是 最 优化 问题 的 通用 描述 ， 它 不 失 普 遍 性 。 如 果 要 想 求解 最 大 化 问 
题 ， 那 么 只 需 给 目标 函数 f(z) 乘 一 个 负 号 就 能 立即 将 最 大 化 问题 转换 成 最 小 化 问题 。 所 
以 本 书 中 描述 的 全 部 问题 都 是 最 小 化 问题 。 


6.2.1 解析 解法 和 图 解法 


无 约束 最 优化 问题 的 最 优点 z* 处 ， 目 标 函 数 fj(z) 对 = 各 个 分 量 的 一 阶 导数 为 0， 从 

而 可 以 列 出 下 面 的 方程 : 
Bf Bf 
-Drill。 ”9rz 
求解 这 些 方程 构成 的 联 立方 程 可 以 得 出 极 值 点 。 其 实 ， 解 出 的 一 阶 导数 均 为 0 的 极 值 点 
不 一 定 都 是 极 小 值 的 点 ， 其 中 有 的 还 可 能 是 极 大 值 点 。 极 小 值 问题 还 应 该 有 正 的 二 阶 导 
数 。 对 于 单 变量 的 最 优化 问题 ， 可 以 考虑 采用 解析 解 的 方法 进行 求解 。 然 而 多 变量 最 优 





=0 ,21| 囊 0 (6-2-2) 


”brzn|。> 
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化 问题 因为 需要 将 其 转换 成 求解 多 元 非 线性 方程 ， 其 难度 也 不 低 于 直接 求 取 最 优化 问 
题 ， 所 以 没有 必要 采用 解析 解 方法 求解 。 
一 元 函数 最 优化 问题 的 图 解法 也 是 很 直观 的 ， 应 绘制 出 该 函数 的 曲线 ， 在 曲线 上 就 
能 看 出 其 最 优 值 点 。 二 元 函数 的 最 优化 也 可 以 通过 图 解法 求 出 。 但 三 元 或 多 元 函数 ， 由 
于 用 图 形 没有 办 法 表示 ， 所 以 不 适合 用 图 解法 求解 。 
【 例 6-11】 例 6-1 中 给 出 的 方程 flt) = estsin(4t 十 2) + 4e-05tcos(2t) -- 0.5， 试 用 解析 求解 和 图 
形 求解 的 方法 研究 该 函 孝 的 和 最 优 性 。 
【求解 〗 可 以 先 表示 该 函数 ， 并 解析 地 求解 该 函数 的 一 阶 导 数 ， 用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 
te [0,4] 区 间 内 一 阶 导 函 数 的 曲线 ， 如 图 6-5 (a) 所 示 。 
>> syms t; y=exp(-3+t)*#sin(4+t+2)+4*exp(-0.5*t)*+cos(24t)-0.5; 
yl=diff(y,t); % 求 取 一 阶 导 函数 
ezplot(y1, [0,4]) 人 绘制 出 选 定 区 间 内 一 阶 导 函数 曲线 
其 实 ， 求 解 导 函数 等 于 0 的 方程 不 比 直接 求解 其 最 优 值 简单 。 用 图 解法 可 以 看 出 ， 在 这 个 区 
间 内 有 两 个 点 ，4i 和 4a2， 使 得 它们 的 一 阶 导 函数 为 0， 但 从 其 一 阶 导 数 走 向 看 ，M42 点 对 应 负 的 
二 阶 导 数值 ， 所 以 该 点 对 应 于 极 大 值 点 ， 而 41 点 对 应 于 正 的 二 阶 导数 值 ， 故 为 极 小 值 点 。A41 点 
的 值 可 以 由 下 面 的 语 折 直 接 解 出 。 
>> t0-solve(y1)，ezplot(y,[0,4]) 人 求 出 一 阶 导 数 等 于 零 的 点 
t0 = 
1.4528424981725411893375778048840 
>> y2=diff(y1); b=subs(y2,t,t0) % 并 验证 二 阶 导 数 为 正 
b = 
7.8553420253333601379464405534590 
这 样 ， 就 可 以 求 出 函数 的 最 小 值 。 还 可 以 用 图 形 绘制 的 方法 进一步 验证 得 出 的 结果 ， 如 图 6-5 (b) 
所 示 ， 可 见 ，4l 为 最 小 值 ，M42 为 最 大 值 。 
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(a) 函数 的 一 阶 导 函 数 曲 线 (b) 函数 曲线 


图 6-5 联 立 方程 图 解法 示意 图 


然而 因为 给 定 的 函数 是 非 线性 函数， 所 以 用 解析 法 或 类 似 的 方法 求解 最 小 值 问题 一 点 都 不 比 
直接 求解 最 优化 问题 简单 。 因 此 ， 除 演示 之 外 ， 不 建议 用 这 样 的 方法 求解 该 问题 ， 而 直接 采用 骤 
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优化 问题 求解 程序 得 出 问题 的 解 。 


6.2.2 基于 MATLAB 的 数值 解法 


MATLAB 语言 中 提供 了 求解 无 约束 最 优化 的 函数 fminsearch() ， 其 最 优化 工具 箱 
中 还 提供 了 函数 fminunc()， 二 者 的 调用 格式 完全 一 致 , 为 _ 








其 输入 与 返回 参数 的 定义 与 fsolve() 函数 中 的 控制 变量 完全 一 致 。 该 函数 主要 采用 了 文 
献 [33] 中 提出 的 单纯 形 算法 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 无 约束 最 优化 问题 的 数值 解法 。 
【 例 6-12】 已 知 二 元 函数 = lz,y) = (z2 一 27)e- -7 - 叫 ， 试 用 MATLAB 提供 的 求解 函数 求 
出 其 最 小 值 ， 并 用 图形 方法 表示 其 求解 过 程 。 
【求解 】 因为 函数 中 给 出 的 自 变量 是 zy， 而 最 优化 函数 需要 求 取 的 是 自 变 量 向 量 了 ， 故 在 求解 
前 应 该 先进 行 变量 替换 ， 如 今 zl = zizZ2 一 起 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语 身 由 inline() 形式 定义 出 
目标 函数 了 ， 然 后 将 求解 控制 变量 中 的 Display 属性 设置 为 iter'， 这 样 可 以 显示 中 间 的 搜索 结 
果 。 用 下 面 的 语句 求解 出 最 优 解 。 
>> f=inline(;(x(1)-2-2+x(1))*exp(-x(1)“2-x(2)~2-x(1)*x(2))7 2x22 3 
x0=[0; 0] ; ff=optimset; ff.Display=)iter?; 
X=fminsearch(f,x0,ff) 


Iteration ”Func-count min 荆 (x) Procedure 
1 3 -0.000499937 initial 
2 4 -0.000499937 reflect 





72 137 -0.641424 contract outside 
Optimization terminated successful1y: 
x = 
0.61105369700841 
-0.30557806047584 
同样 的 问题 用 fminunc() 函数 求解 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 结果 = 
>> x=fminunc(f,[0;.0] ,ff) 


Gradient'e 
Iteration Func-count 王 (x) Step-size infinity-norm 
0 3 0 2 
1 6 -0.367879 0.5 0.736 
2 9 -0.571873， 计 0.483 
3 15 -0.632398 0.284069 0.144 和 
4 18 -0.638773 0.063 
5 21 -0.64141 于 0.00952 
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6 24 -0.641424 工 0.000619 
守 27 -0.641424 工 1.79e-006 
x = 
0.61104620481440 

-0.30552415363569 

比较 两 种 方法 ， 显 然 可 以 看 出 ， 用 fminunc() 函数 的 效率 明显 高 于 fminsearch()。 所 以 在 
无 约束 最 优化 问题 求解 时 ， 如 果 安 装 了 最 优化 工具 箱 则 建议 使 用 fminunc() 函数 。 

在 求解 过 程 中 ， 如 果 手 工 修改 finunc() 下 级 的 fminusub() 函 教 文件 ， 就 可 以 追踪 出 各 个 
搜索 中 间 点 的 坐 弥 。 下 面 在 图 形 上 显示 出 搜索 中 间 过 程 。 假 设 选 择 卫 一 [2,1]T， 则 由 下 面 的 语句 
可 以 得 出 所 需 的 解 ， 同 时 还 能 由 修改 的 函数 得 出 中 间 点 坐标 为 

Zi 2 0.2401 一 0.1398 0.2168 ”0.3355 。 0.5514 0.6129 0.6111 
外 1 1.0502 0.5752 1.0210 一 0.5508 一 0.1775 一 0.3053 一 0.3058 
用 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 搜索 过 程 中 间 点 的 轨 线 ， 如 图 6-6- 所 示 。 
>> xx=[2 0.2401 -0.1398 0.2168 0.3355 0:5514 0.6129 0.6111 

1 1.0502 0.5752 1.0210 -0.5508 -0.1775 -0.3053 -0:3058]; 

[x,y]=meshgrid(-3:.1:3，-2:.1:2); 

Z=(x.~2-2+X) .+exp(-x,“2-7.~2-x.*y); 

contour (x,y,Z,30); line(xx(1,:),xx(2,:)) 

h=line(xx(1,:),xx(2,:)); set(h, Marker， o7) 














图 6-6 求解 过 程 示意 图 


6.2.3 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 

以 单 变量 z 为 例 ， 无 约束 最 优化 问题 函数 有 解 的 必要 条 件 是 df(z)/dz = 0， 但 满足 
该 条 件 的 z 值 可 能 不 惟一 ， 可 能 存在 多 个 解 。 从 最 优化 搜索 的 角度 来 说 ， 可 能 找到 其 中 
一 个 这 样 的 点 。 下 面 将 通过 例子 引入 全 局 最 优 解 和 局 部 最 优 解 的 概念 
【 例 6-13】 假 设 目标 函数 为 y(t) = e-2tcos10t 十 er-3t-5gin2t，t > 0， 试 观察 不 同 的 初 值 能 得 出 的 
最 小 值 ， 并 讨论 高 部 最 小 值 与 全 局 最 小 值 的 概念 。 
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【求解 〗 由 给 定 的 目标 函数 ， 可 以 立即 写 出 可 以 用 于 无 约束 最 优化 搜索 的 MATLAB 表示 ， 可 以 
采用 下 面 的 inline() 函 教 或 编写 相应 的 MATLAB 文件 。 
>> f=inline(;exp(-2+t) .+cos(10*+t)+exp(-3*+ (t+2)) .*sin(2+t)，,'t));i YX 目标 函 教 
若 选 定 初 始 搜索 点 为 如 = 1， 则 可 以 给 出 如 下 的 语句 著 得 目标 函数 的 最 优 值 为 
>> t0=1; [tl1,fl]=fminsearch(f,t0); [tl fl] 
ang = 
0.92275390625000 -0.15473299821860 
若 选择 另 一 个 初始 点 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 最 优 解 。 
>> t0=0.1; [t2,f2]=fminsearch(f,t0); [t2 f2] 
ang = 
0.29445312500000 -0.54362463738706 
可 见 ， 给 出 不 同 的 初 值 ， 此 函数 能 得 出 不 同 的 “ 季 优 解 ”， 但 从 和 最 优 解 处 的 函数 值 看 ，t 处 
的 函数 值 显然 大 于 to 处 的 函数 值 。 故 可 以 得 出 结论 ， 如 得 出 的 并 非 真正 的 最 优 解 ， 而 是 某 种 局 部 
最 优 解 。 试 凑 其 他 的 初 值 ， 如 to = 1.5,2,2.5,…… 还 可 能 得 出 其 他 的 局 部 最 优 值 ， 这 里 不 一 一 列 
出 。 用 MATLAB 的 ezplot() 函数 可 以 绘制 给 定 目标 函数 g(t) 在 tE (0,2.5) 定义 域内 的 曲线 ， 如 
图 6-7 (a) 所 示 ， 区 间 内 的 全 局 和 局 部 最 优 值 均 由 座 线 表示 出 来 。 
>> syme t; y=exp(-2yt)*cos(10#t)+exp(-3*+(t+2))*#sin(2yt); 
ezplot(y, [0,2.5]); set(gca,)Ylim',[-0.6,1) 
从 图 6-7 (a) 可 以 看 出 ， 在 上 > 0 定义 域内 ，ta 点 是 目标 函数 真正 的 最 优 值 ， 在 最 优化 理论 中 
又 称 为 全 局 最 优 解 ， 由 于 初 值 选择 不 同 的 值 可 能 得 出 不 同 的 最 优 值 ， 其 中 有 些 是 局 部 节 优 值 ， 所 
以 这 里 给 出 的 fminsearch() 函数 并 不 能 保证 求 出 全 局 最 优 值 。 事 实 上 ， 目 前 所 有 的 凶 优 化 算法 
没有 哪 一 种 能 保证 能 求 出 最 优化 问题 的 全 局 了 最 优 解 。 
现在 再 考虑 更 大 些 的 定义 域 ， 即 上 > 一 0.5， 则 用 下 面 的 语句 能 绘制 出 该 函数 在 新 定义 域内 的 
曲线 ， 如 图 6-7 (b) 所 示 。 


exp( 一 26) cos(10t) + exp( 一 3t 一 6) sin(26) exp( 一 24) coa(10t) + exp( 一 3t 一 6)sin(2t) 





1 


05 











-05 | 
0 05 1 15 2 325 35 0 05 1 15 ER 
(a) 函数 定义 域 为 上 产 0 (b) 定义 域 为 + 一 0.5 


图 6-7 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 
>> ezplot(y,[-0.5,2.5]); set(gca,Ylim”,[-2,1.2]) 
t0=-0.2; [t3,f3]=fminsearch(f,t0); [t3 f3] 
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-0.33398437500000 -1.91625251248676 

从 图 6-7 (b) 可 见 ， 前 面 得 出 的 全 局 最 优 解 在 新 的 定义 域内 就 不 再 是 全 局 最 优 解 了 ， 比 起 新 的 
最 优 解 来 说 ， 它 只 是 局 部 最 优 解 ， 若 进一步 扩大 定 多 域 ， 则 得 出 的 ta 将 也 不 再 是 全 局 最 优 解 了 ， 
而 称 为 局 部 最 优 解 。 若 将 定义 域 扩展 到 上 E (一 coyoo) 区 间 ， 则 原 函 数 将 没有 真正 意义 的 全 局 最 优 
解 。 

通过 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 利 用 MATLAEB 的 求解 函数 或 其 他 现成 的 最 优化 问题 求解 
函数 可 能 得 出 局 部 最 优 解 ， 而 不 是 全 局 最 优 解 ， 这 就 需要 读者 自己 去 试 不 同 的 初 值 ， 看 
看 得 出 的 最 优 解 是 否 相同 ， 如 果 不 同 ， 则 比较 一 下 哪个 是 局 部 最 优 解 。 遗 传 算法 提供 了 
一 种 同时 试 测 不 同 初 值 的 算法 ， 在 求解 全 局 最 优 解 上 有 一 定 的 改进 ， 但 也 不 能 保证 得 出 
全 局 最 优 解 。 有 关 遗 传 算法 及 其 在 最 优化 问题 中 的 应 用 请 具体 参见 第 10.3 节 。 


6.2.4 利用 梯度 求解 最 优化 问题 


有 时 最 优化 问题 求解 速度 较 慢 ， 有 时 甚至 无 法 搜索 到 较 精确 的 最 优点 ， 尤 其 是 变量 
较 多 的 最 优化 问题 ， 所 以 需要 引入 目标 函数 梯度 ， 以 加 快 计算 速度 ， 改 进 搜索 精度 。 然 
而 ， 有 时 计算 梯度 也 是 需要 时 间 的 ， 也 会 影响 整个 运算 速度 ， 所 以 实际 求解 时 应 该 考虑 
是 不 是 值得 引入 梯度 的 概念 。 

在 利用 MATLAB 最 优化 工具 箱 求解 最 优化 问题 时 ， 也 应 该 和 目标 函数 在 同一 函数 中 
描述 梯度 函数 ， 亦 即 这 时 MATLAB 的 目标 函数 应 该 返回 两 个 变量 ， 第 一 个 变量 仍然 表示 
目标 函数 ， 第 二 个 变量 可 以 返回 /梯度 函数 。 同 时 ， 还 应 该 将 求解 控制 变量 的 Grad0bj 属 
性 设置 成 on: ， 这 样 就 可 以 利用 梯度 来 求解 最 优化 问题 了 。 


【 例 6-14 】 试 求解 Rosenbrock 函数 f(zlzaz) = 100(za 一 z3)2 + (1 -- zi)2 的 无 约束 了 最 优化 问题 。 
【求解 〗 从 目标 函数 可 以 看 出 ， 由 于 它 为 两 个 平方 数 的 和 ， 所 以 当 72 = Z1 一 1 时 ， 整 个 目标 函数 
有 最 小 值 0。 用 下 面 语句 可 以 绘制 出 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 ， 如 图 6-8 所 示 。 
>> [x,y]=meshgrid(0.5:0.01:1.5); z=100*( 了 .~2-x) ,2+(1-Xx) “2; 
contour3(x,y,z,100) ，set(gca, ;zlim,[0,310]) 





05 “05 


图 6-8 ”Rosenbrock 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 
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由 得 出 的 曲线 看 ， 其 最 小 值 点 在 图 中 的 一 个 很 窗 的 白色 带 状 区 域内 ， 故 Rosenbrock 目标 函数 
又 称 为 香 菩 形 函 数 ， 而 在 这 个 区 域内 的 函 教 值 变 化 较 平 缓 ， 这 就 给 最 优化 求 值 带 来 很 多 麻烦 。 该 
函数 经 常用 来 测试 最 优化 算法 的 优 务 。 现 在 观察 用 下 面 语句 求解 最 优化 问题 。 
>> f=inline(100*(x(2)-x(1) “2) “2+(1-x(1)) 27 xi 
ff=optimset; ff.TolX=le-10; ff.TolFun=le-20; ff.Display=;iter?; 
x=fminunc(f,[0;0] ,ff) 





Gradient 8s 
Iteration Func-count f(x) Step-size infinity-norm 
0 3 1 2 
工 12 0.771192 0.0817341 
19 78 6.73881le-011 1 
20 81 1.94711te-0t1 工 1.06e-006 


0.99999558847268 
0.99999116718532 
可 见 ， 该 算法 无 法 在 给 定 的 步 数 内 精确 搜索 到 真 值 (1,1)， 用 传统 的 最 志 下 降 法 更 无 法 搜索 到 真 
值 。 这 时 需要 引入 梯度 的 概念 。 
对 给 定 的 Rosenbrock 函数 ， 利 用 符号 运算 工具 箱 即 可 以 求 出 其 梯度 向 量 为 
>> 8yms xl Xx2; f=100* (x2-x1“2)~2+(1-xl1) “2; 
J=jacobian(f, [xl,x2]) 
J = 
[ -400* (x2-xl~2)*x1-2+2+X1， 200*x2-200*+x1 2] 
这 时 ， 可 以 在 目标 函 数 中 描述 其 梯度 ， 故 需要 重新 编写 目标 函数 为 
function [y,Gy]=c6fun3(x) 
y=100* (x(2)-x(1)“2) ”2+(1-x(1)) 2; 入 目标 函数 
Gy=[-400*(x(2)-x(1)~2)*x(1)-2+2*x(1); 200+x(2)-200*x(1) “2]; 多 梯度 
这 样 ， 就 应 该 给 出 如 下 命令 来 求解 最 优化 问题 。 
>> ff.Grad0bj=:on;; x=fminunc(”c6fun3?， [0;0] ,ff) 


Norm of First-order 
Iteration (x) Step optimality  CG-iterations 
0 于 2 
呈 于 荆 2 
2 0.953125 0.25 12.5 0 
17 9.28362e-025 “2.64127e-007 3.06e-012 于 
18 2.03181le-028 “2.11575e-012 2.84e-014 工 


Optimization terminated successful1y: 
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Relative function value changing by less than OPTIONS.TolFun 
x = 
0.99999999999999 
0.99999999999997 
可 见 ， 引 入 了 梯度 则 可 以 明显 加 快 搜索 的 进度 ， 且 最 优 解 也 基本 上 运 近 于 真 值 ， 这 是 不 使 用 
梯度 不 可 能 得 到 的 ， 所 以 从 本 例 可 以 看 出 梯度 在 搜索 中 的 作用 。 然 而 ， 在 有 些 例子 中 引入 梯度 也 
不 是 很 必要 ， 因 为 梯度 本 身 的 计算 和 编程 需要 更 多 的 时 间 。 


6.3 ”有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 
有 约束 最 优化 问题 的 一 般 描述 为 
J(z) (6-3-1) 


Inin 
st G(z)<0 
其 中 ，z = [zlyzz,…… ，,zn]T， 记 号 st. 是 英文 subject to 的 缩写 ， 表示 满足 后 面 的 关系 。 
该 数学 表示 的 含义 为 求 取 一 组 z 向 量 ， 使 得 在 满足 约束 条 件 G(z) < 0 的 前 提 下 能 够 使 目 
标 函 数 f(z) 最 小 化 。 在 实际 遇 到 的 最 优化 问题 中 ， 有 时 约束 条 件 可 能 是 很 复杂 的 ， 它 既 
可 以 是 等 式 约束 ， 也 可 以 是 不 等 式 约 束 等 ， 既 可 以 是 线性 的 ， 也 可 能 是 非 线性 的 ， 有 时 
甚至 可 以 不 能 用 纯 数 学 函数 来 描述 。 


6.3.1 约束 条 件 与 可 行 解 区 域 


满足 约束 条 件 G(z) < 0 的 = 范围 称 为 可 行 解 区 域 (feasible region)。 下 面 通过 例子 
演示 二 元 问题 的 可 行 解 范围 与 图 解 结果 。 
【 例 6-15】 考 虑 下 面 二 元 最 优化 问题 的 求解 ， 试 用 图 解 方法 对 该 问题 进行 研究 。 


max (- 邓 -za) 
二 | 9>z3+z 
ZL 十 z2 委 1 
【求解 】 由 约束 条 件 可 见 ， 若 在 [一 3,3] 区 间 选 择 网 格 ， 则 可 以 得 出 无 约束 时 目标 函数 的 三 维 图 形 
数据 。 可 以 用 下 面 的 语句 获得 这 些 数 据 。 
>> [xt,x2]=meshgrid(-3:.1:3); 负 生成 网 格 型 矩阵 
Zz=-x1.2-x2; % 计算 出 给 阵 上 各 点 的 高 度 
引入 了 约 东 条 件 ， 则 在 图 形 上 需要 将 约 东 条件 以 外 的 点 别 除 拌 。 第 2.5 节 中 介绍 了 如 何 剔 除 
三 维 图 形 中 点 的 方法 ， 具 体 的 方法 是 找 出 这 些 点 的 横 纵 坐标 值 ， 将 其 函数 值 设 置 成 不 定式 NaN 即 
可 删除 这 些 坐标 点 。 这 样 可 以 使 用 如 下 的 语句 进行 求解 。 


>> i=find(x1.~2+x2.-2>9); z(i)=NaN; 久 找 出 2 十 22> 9 的 坐标 ， 并 置 函数 值 为 NaN 
i=find(xl+x2>1); z(i)=NaN; 多 找 出 zl 十 z2 > 1 的 坐标 ， 并 置 函 教 值 为 NaN 
surf (xl1,x2,z); shading interp; 
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该 语句 可 以 直接 绘制 出 如 图 6-9 (a) 所 示 的 三 维 图 形 ， 若 起 从 上 疝 下 观察 该 图 形 ， 则 可 以 使 用 
View(0,90) 命令 ， 这 样 可 以 得 出 如 图 6-9 (b) 所 示 的 二 维 投影 图 。 图 形 上 的 区 域 为 相应 最 优化 问 
题 的 可 行 区 域 ， 即 满足 约束 条 件 的 区 域 。 该 区 域内 对 应 目标 函数 的 最 大 值 就 是 原 问题 的 解 ， 故 从 
图 形 可 以 直接 得 出 结论 ， 问 题 的 解 为 zl = 0,zz 一 3， 用 max(z(:)) 可 以 得 出 最 大 值 为 3。 











(可行 区 域 的 三 维 图 形 维 抽 国庆 E 
图 6-9 二 维 最 优化 问题 的 图 解法 


对 于 一 般 的 一 元 问题 和 二 元 问题 ， 可 以 用 图 解法 直接 得 出 问题 的 最 优 解 。 但 对 于 一 
般 的 多 元 问题 和 较 复 杂 的 问题 ， 则 不 适合 用 图 解法 求解 ， 而 只 能 用 数值 解 的 方法 进行 求 
解 ， 也 没有 检验 全 局 最 优 性 的 方法 。 


6.3.2 ”线性 规划 问题 的 计算 机 求解 


线性 规划 问题 是 一 类 特殊 的 问题 ， 也 是 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 。 在 线性 规划 
中 ， 目 标 函 数 和 约束 函数 都 是 线性 的 ， 其 整个 问题 的 数学 描述 为 


Imin 卫 (6-3-2) 
Amz< 妃 
Ar- Bo 
PPmSPS<zM 
为 描述 原 问题 的 方便 及 求解 的 高 效 性 起 见 ， 这 里 的 约束 条 件 已 经 进一步 细 化 为 线性 
等 式 约束 4eaz = 五 a， 线 性 不 等 式 约 束 4z < 瑟 , z 变量 的 上 界 向 量 zx_ 和 下 界 向 量 
zZm， 使 得 zm 入 亚 乏 ZMe 
对 不 等 式 约 束 来 说 ，MATLAB 定义 的 标准 型 是 “<” 关系 式 。 如 果 约 束 条 件 中 某 个 式 
子 是 “>” 关 系 式 ， 则 在 不 等 号 两 边 同时 乘 以 -1 就 可 以 转换 成 “<” 关系 式 了 。 
线性 规划 是 一 类 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 ， 求 解 线性 规划 问题 有 多 种 算法 。 其 
中 ,单纯 形 法 是 最 有 效 的 一 种 方法 ，MATLAB 的 最 优化 工具 箱 中 实现 了 该 算法 ， 提 供 了 
求解 线性 规划 问题 的 linprog() 本 数 。 该 函数 的 调用 格式 为 二 
[zfopt,flag,c] 人 0 
其 中 ， 胡 4 互 ， 4 了 ea my PPM : 与 前 面 约束 瑟 目 标 亢 数 公式 中 的 记号 是 完全 二 致 
的 ，zo 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 如 果 不 存 在 ， 则 应 该 用 空 矩 阵 来 占 位 。0PT 为 控制 
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选项 ， 该 函数 还 允许 使 用 附加 参数 详 ,pz,…: 。 最 优化 运算 完成 后 ， 结 果 将 在 变量 z 中 返 
回 ， 最 优化 的 目标 函数 将 在 je 变量 中 返回 。 我 们 将 通过 下 面 的 例子 来 演示 线性 规划 的 
求解 问题 。 

【 例 6-16 】 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 





min (-2zl -za -4zs 一 3z4 一 zZ5) 
| 2za+zs+474 十 275S54 
可 8 3zli+4z2+5z3 一 Ta 一 5 入 62 
Z1,Z2 疡 0,,z3Z3.32,z4Z0.678,zs52.57 
【求解 】 从 给 出 的 数学 式 子 可 以 看 出 ， 其 目标 函数 可 以 用 其 系数 向 量 一 [一 2, 一 1 一 4, 一 3,-1T 表 
示 ， 不 等 式 约束 有 两 个 ， 即 
21 4 2 4 
4= 4 5 -1 让 到 加 
另外 ， 由 于 没有 等 式 约束 ， 故 可 以 定义 ea 和 至 ea 为 空 短 阵 。 由 给 出 的 数学 问题 还 可 以 看 出 ， 
的 下 界 可 以 定义 为 mm = [0,0,3.32,0.678,2.57]T， 且 对 上 界 没有 限制 ， 故 可 以 将 其 写成 空 短 阵 。 
由 前 面 的 分 析 ， 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 来 求解 线性 规划 问题 ， 并 立即 得 出 结果 。 
>> f=-[21431]';A-[02142;345-1-H; 
B=[54; 62]; Ae=[] ; Be=[]; xm=[0,0,3.32,0.678,2.57]; 
ff=optimset; ff.LargeScale=?off?; 欠 不 使 用 大 规模 问题 求解 
ff .TolX=le-15; ff.TolFun=le-20; ff.TolCon=le-20; ff.Display= "iter"”; 
[x,f_opt,key,c]=linprog(f,A,B,Ae,Be,zxm,[],[] ,ff) 
Optimization terminated successful1y、 
x = f_opt = key = 
19.78500000000000 -89.57499999999999 1 
0.00000000000000 
3.32000000000000 
11.38500000000000 
2.57000000000000 
c = 
iterations: 5 
algorithm: medium-scale: active-set， 
cgiterations: [] 
从 列 出 的 结果 看 ， 由 于 key 值 为 1， 故 求解 是 成 功 的 。 以 上 只 用 了 5 步 就 得 出 了 线性 规划 问 
题 的 解 ， 可 见 求解 程序 功能 是 很 强大 的 ， 可 以 很 容易 得 出 线性 规划 问题 的 解 。 
【 例 6-17】 考 虑 下 面 的 4 元 线性 规划 问题 ， 试 用 MATLAB 的 最 优化 工具 箱 求解 此 问题 。 
3 1 
ao [= ee - 叫 


= st. 人 一 zi/2+90z2+z5/50 一 3r4>0 
3 和],z1 一 5,z2 关 一 5,zs 一 5,z4 疡 一 5 
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【求解 〗 原 问题 中 应 该 求解 的 是 最 大 值 问题 ， 所 以 需要 首先 将 之 转换 成 最 小 化 问题 ， 即 将 原 目标 
函数 乘 以 -1， 则 目标 函数 将 改写 成 -3zl/4 十 150z2 -- 73/50 + 674。 套 用 线性 规划 的 格式 可 以 得 
出 jfT 向 量 为 [一 3/4,150, -1/50,6]。 

再 分 析 约 束 条 件 ， 可 见 ， 由 最 后 一 条 可 以 写成 Zi 一 5， 所 以 可 确定 自 变量 的 最 小 值 向 量 为 
zm=[-5;-5;-5;-5] 。 类 似 地 ， 还 能 写 出 自 变量 的 最 大 值 向 量 为 了 ZM=[Inf;Inf;l;Inf] ， 其 中 可 
以 使 用 Inf 表示 十 oo。 约束 条 件 的 前 两 条 均 为 不 等 式 约 来， 其 中 第 2 条 为 > 表示 ， 需 要 将 两 端 均 
乘 以 一 1， 转 换 成 和 不等式， 这 样 可 以 写 出 不 等 式 约束 为 





4 队 洒 3 下 = 


由 于 原 问题 中 没有 等 式 约束 ， 故 应 该 令 Aceq=[] ， 至 cq=[] 。 服 终 可 以 输入 如 下 的 命令 来 求解 此 最 
优化 问题 ， 得 出 原 问 题 的 最 优 解 。 
>> f=[-3/4,150,-1/50,6]; Aeq= 口 ; Beq=[]; 
A= [1/4,-60,-1/50,9; 1/2,-90,-1/50,3]; B=[0;0] ; 
xm=[-5;-5;-5;-5]; xM=[Inf;Inf;1;Inf]; ff=optimset; 
ff.TolX=le-15; ff.TolFun=le-20; TolCon=le-20; ff.Display=?iter'i 
[x,f_opt,key,c]=linprog(f,A,B,Aeq,Beq,xm,xM,[0;0;0;0] ,ff) 
Residuals: ”Primal Dual Upper Duality Total 
Infeas Infeas Bounds Gap Rel 
A*Xx-b 。 人 A?#7+Z-W- {XJ+B-Ub  X?*Z+S)? 中 避 ETTOT 





0: 9.39e+003 1.43e+002 1.94e+002 6.03e+004 2.77e+001 
1: 6.38e-012 1.21e+001 0.00e+000 3.50e+003 1.78e+000 
Iter 2: 4.09e-011 5.01e-001 0.00e+000 3.6le+002 3.79e-001 
3: 3.10e-011 2.24e-001 0.00e+000 3.77e+002 3.62e-001 





Optimization terminated successful1y、 

XX 亚 于 _opt = key = 
-5.00000000000000 -55.46999999999999 工 
-0.19466666666667 

1.00000000000000 
-5.00000000000000 
c = 
iterations: 10 
cgiterations: 0 
algorithm: ,1arge-scale: interior Point， 
可 见 ， 经 过 10 步 移 代 ， 就 能 以 很 高 精度 得 出 原 问题 的 最 优 解 。 
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6.3.3 二 次 型 规划 的 求解 


二 次 型 规划 问题 是 另 一 种 简单 的 有 约束 最 优化 问题 ， 其 目标 函数 为 的 二 次 型 形 
式 ， 约 束 条 件 仍然 为 线性 不 定式 约束 。 一 般 二 次 型 规划 问题 的 数学 表示 为 


1 _T T 
( 了 Hz+ 了 = (6-3-3) 
st | 4az= Bo 
PPm SPSPM 
和 线性 规划 问题 相 比 ， 二 次 型 规划 目标 函数 中 多 了 一 个 二 次 项 rzTHz 来 描述 >? 和 
zizj 项 。MATLAB 的 最 优化 工具 箱 提供 了 求解 二 次 型 规划 问题 的 quadprog() 函数 ， 该 
函数 的 调用 格式 为 
[mr,fopt,flag,c]=quadprog( 瑟 了, 人 
其 中 ， 函 数 调用 时 ， 互 为 二 次 型 规划 目标 函数 中 的 互 夭 阵 ， 其 余 各 个 变量 与 线性 规划 画 
数 调 用 的 完全 一 致 。 
【 例 6-18】 试 求解 下 面 的 四 元 二 次 型 规划 问题 。 





mmin [e -02+(=-22+( 人 =32+(zs 一 4 
Z1 十 Z2 十 Z3 十 Z4 的 5 
加 3czl +3zz 十 2z3 十 z4 和 10 
Zlyz21z3iz4 产 0 


【求解 】 首先 应 该 将 原始 问题 写成 二 次 型 规划 的 烧 式 。 展 开 目 标 函 数 得 


jlz) = 好 一 2zl+1+ 到 一 4zaz+4+ 到 一 6zs 二 9 十 到 一 8zi+16 
=z+ 节 十 友 十 到 一 2rl 一 4zaz 一 6zs 一 8z4 十 30 


因为 目标 函数 中 的 常数 对 最 优化 结果 没有 影响 ， 所 以 可 以 放心 地 略 去 。 这 样 就 可 以 将 二 次 型 
规划 标准 型 中 的 再 短 阵 和 jT 向 量 写 为 


五 = diag([2,2,2,23)， 交 = [2, 一 上 一 6 一 引 


从 而 可 以 给 出 下 列 MATLAB 命令 来 求解 二 次 型 最 优化 问题 
>> f=[-2,-4,-6,-8]; H=diag([2,2,2,2]); 
OPT=optimset; 0PT.LargeScale=;oft?; 入 不 使 用 大 规模 问题 算法 
A=[l,1,1,1; 3,3,2,1]; B=[5;10]; heq= 口 ; Beq= 口 ; LB=zeros(4,1)7 
[x,f_opt]=quadprog(H,,A,B,Aeq,Beq,LB,[,[],OPT) 
Dptimization terminated successful1y. 
x = f_opt = 
0.00000000000000 -23.66666666666666 
0.66666666666667 
1.66666666666667 
2.66666666666667 
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奢 用 二 次 型 规划 标准 型 时 ， 一 定 要 注意 再 短 阵 的 生成 ， 因 为 在 式 (6-3-3) 中 有 一 个 1/2 项 ， 
所 以 在 本 例 中 ， 再 矩阵 对 角 元 素 是 2， 而 不 是 1。 另 外， 这 里 得 出 的 目标 函 教 实际 上 不 是 原始 问 
题 中 的 最 优 函 数 ， 因 为 人 为 地 除去 了 常数 项 。 将 得 出 的 结果 再 补 上 已 经 除去 了 的 常数 项 ， 则 可 以 
求 出 原 问 题目 标 函 数 的 值 为 6.3333。 


6.3.4 一 般 非 线性 规划 问题 的 求解 
有 约束 非 线性 最 优化 问题 的 一 般 描 述 为 
ed) (6-3-4) 


其 中 ,，z = [el,z2… ,zn]T。 为 求解 方便 ， 约 束 条 件 还 可 以 进一步 细 化 为 线性 等 式 约 
东 、 线 性 不 等 式 约束 、z 变量 的 上 下 界 向 量 ， 还 允许 一 般 非 线性 函数 的 等 式 和 不 等 式 约 
东 ， 这 时 原 规划 问题 可 以 改写 成 
IDin jf(z) (6-3-5) 
Am< 已 
Aeam 一 Bea 
了 st mmSsz<zM 
C(m<0 
Cua(z)=0 
MATLAB 最 优化 工具 箱 中 提供 了 一 个 fmincon() 函数 ， 专 门 用 于 求解 各 种 约束 下 的 
最 优化 问题 。 该 函数 的 调用 格式 为 
[zjopt,ft1 红 ,E]=fmin 0 ,mi 和 
其 中 ，P 为 给 目标 函数 写 的 M 函数 或 inline() 遇 数 ”。 z0 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 
如 果 不 存在 ， 则 应 该 用 空 矩阵 来 占 位 。CF 为 给 非 线性 约束 函数 写 的 M 函数 ，0PT 为 控制 
选项 。 最 优化 运算 完成 后 ， 结 果 将 在 变量 = 中 返回 ， 最 优化 的 目标 函数 将 在 疙 re 变量 中 
返回 。 和 其 他 优化 函数 一 样 ， 选 项 0PT 有 时 是 很 重要 的 。 
【 例 6-19】 试 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 。 
min [oo - 卫 一 到 -了 -ma 一 ma 
到 十 切 十 2 一 25=0 
人 St Sri 十 14z2 十 7z3 一 56=0 
Fl,Z27320 
【求解 〗】 分 析 给 出 的 最 优化 问题 可 以 发 现 ， 约 来 条 件 中 含有 非 线性 不 等 式 ， 故 而 不 能 使 用 二 次 型 
规划 的 方式 求解 ， 必 须 用 非 线性 规划 的 方式 来 求解 。 根 据 络 出 的 问题 可 以 直接 写 出 目标 表 玫 为 
function y=opt_funl(x) 
y=1000-x(1)*x(1)-2*x(2)*x(2)-x(3)*x(3)-x(1)*x(2)-x(1)#X(3); 
同时 ， 给 出 的 两 个 约束 条 件 均 为 等 式 约束 ， 所 以 应 该 写 出 非 线性 约 来函 才 为 
function [cvceq]=opt_conl(z) 
ceq= [x(1)*x(1)+x(2)*x(2)+x(3)*x(3)-25; 8+x(1)+14+x(2)+7+x(3)-56] ; 
c= [Di; 
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非 线性 约束 函数 返回 变量 分 为 和 ceq 两 个 量 ， 其 中 ， 前 者 为 不 等 式 约束 的 数学 描述 ， 后 者 
为 非 线性 等 式 约束 ， 如 果 某 个 约束 不 存在 ， 则 应 该 将 其 值 冉 为 空 短 阵 。 这 样 的 约束 函数 处 理 比 早 
期 版 本 的 工具 箱 中 处 理 更 方便 、 规 范 。 
描述 了 给 出 的 非 线性 等 式 约 束 后 ， 则 从 ， 妞 , 4ea, 妃 ca 都 将 为 空 短 阵 了 。 另 外 ， 应 该 给 出 搜索 
初 值 向 量 rm = [0,0,0]T， 因 此 ， 可 以 调用 fmincon() 函数 求解 此 约束 最 优化 问题 。 
>> ff=optimset; ff.LargeScale=off; ff.Display='iter?; 
寻 .TolFun=le-30; ff.TolX=le-15; ff.TolCon=1e-20; 
x0=[1;1;1]; xm=[0;0;0]; xM=[; A=D; B=[; Aeq=<[]; Beq=[]; 
[x,f_opt,c,d]=fmincon(:opt_fun1,x0,A,B,Aeq,Beq,zm,xM， opt-con1' ,ff); 





max Directional First-order 
Iter F-count f(x) constraint Step-size derivative optimality Procedure 
0 4 994 27 Infeasible start Point 
于 11 955.336 22.9 0.25 -295 18.3 infeasible 
2 16 964.012 5.773 工 0.811 6.26 Hessian modified 


19 103 961.715 7.105e-015 1 -8.69e-015 





20 108 961.715 0 1 8.69e-015 0.00146 Hessian modified 
21 113 961.715 0 1 -4.31e-028 1.27e-006 Hessian modified 


Optimization terminated successful1y: 
Magnitude of directional derivative in search direction 
less than 2+options.TolFun and maximum constraint violation 
ie less than options.TolCon 
No active inequalities 
>> Xx,f_opt ,kk=sd.funcCount 
X 一 _opt = kk = 
3.51212119966089 9.617151721300521e+002 113 
0.21698795282036 
3.55217129474683 
考虑 到 第 2 个 约束 条 件 实际 上 是 线性 等 式 约束 ， 所 以 能 将 其 从 非 线性 约束 函数 中 除去 ， 故 可 
以 将 非 线性 约束 函数 进一步 简化 为 
function [c,ceq]=opt-con2(x) 
ceq=x(1)*x(1)+x(2)*Xx(2)+x(3)*x(3)-25; c = 口 ; 
线性 等 式 约束 可 以 由 相应 的 短 阵 定义 出 来 ， 这 时 可 以 用 下 面 的 命令 求解 原始 的 最 优化 问题 ， 
且 可 以 得 出 和 前 面 完 全 一 致 的 结果 。 
>> x0=[1;1;1]; Aeq=[8,14,7]; Beq=56; 
[x,f_opt ,cyd]=fmincon(;opt_fun1;,x0,A,B,Aeq,Beq,zm,xM, opt_-con2? ,ff); 
x，f_opt，kk=d.funcCount  % 从 略 


【 例 6-20】 考 虑 例 6-19 中 给 出 的 最 优化 问题 ， 试 利用 梯度 求解 最 优化 问题 ， 并 比较 和 原 例子 中 所 


6.3 有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 193 





用 方法 的 优 劣 。 
【求解 〗 由 给 出 的 目标 函数 f(z) 可 以 立即 求 出 下 面 的 梯度 函数 (或 Jocobi 短 阵 )。 
>> 8yms xl x2 x3; f=1000-Xx1*+xl-2+Xx2*+X2-X3+X3-X1+yX2-X1*yX33 
J=jacobian(f, [fxli,x2,x3]) 
JJ = 
[ -2*xl-x2-x3， -4*Xx2-xl， -2*x3-xdi] 
其 数学 形式 可 以 写成 


有 了 梯度 ， 则 可 以 重新 改写 目标 函数 为 
function [y,Gy]=opt-fun2(x) 
y=1000-x(1)*x(1)-2*x(2)*x(2)-x(3)*x(3)-x(1)*x(2)-x(1)*x(3); 
Gy=-[2*x(1)+x(2)+x(3); 4*Xx(2)+x(1); 2*x(3)+x(1)]; 

其 中 ，Gy 表示 目标 函数 的 梯度 向 量 。 再 调用 最 优化 求解 函数 将 得 出 下 面 的 结果 : 
>> x0=[1;1;1]; xm=[0;0;0]; xM=[]; A=[]; B=[]; Aeq=[]; Beq=[]; 
ff=optimset; ff.Grad0bj=yon?; ff.Display=iter?;i ff.LargeScale='off ?3 
ff .TolFun=le-30; ff .TolX=le-15; ff.TolCon=le-20; 
[x,f_opt,c,d]=fmincon(;opt_fun2;,x0,A,B,Aeq,Beq,xm,XM, opt-conl” ,ff); 


一 472 一 Z1 
一 2rs 一 zl 


看 - 澡 2 [ 室 2] 








max Directional First-order 
Tter F-count f(x) constraint Step-size derivative optimality Procedure 

0 4 994 27 Infeasible start point 
于 11 955.336 22.9 ”0.25 -295 18.3 infeasible 
2 16 964.012 5.773 于 0.811 6.26 Hessian modified 

0 1 4.35e-015 2.85e-007 Hessian modified 
15 81 961.715 0 1 -1.06e-021 7.59e-008 Hessian modified 
16 86 961.715 0 1 -4.21e-031 3.48e-008 Hessian modified 


Optimization terminated successful1y: 
Magnitude of directional derivative in search direction 
less than 2*options.TolFun and maximum conetraint Violation 
is less than options.TolCon 
No active inequalities 
>> x,f_opt,kk=d.funcCount 
X = 一 于 _opt = KK = 
3.51212133105314 9.617151721300522e+002 86 
0.21698794237547 
3.55217116547403 
可 见 ， 若 已 知 目标 表 数 的 偏 导数 ， 则 仅 需 86 步 目 标 函数 的 调用 就 求 出 原 问题 的 解 ， 比 前 面 
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需要 的 步 数 (113 步 ) 明显 减少 。 但 考虑 求 取 和 编写 梯度 函数 所 需 的 时 间 ， 实 际 需要 的 时 间 可 能 更 
多 。 注 意 ， 若 已 知 梯度 函数 ， 则 应 该 将 GradDbj 选项 设置 成 “on ， 否 则 不 能 识别 该 梯度 。 


6.4 整数 规划 问题 的 计算 机 求解 


在 很 多 应 用 领域 中 ， 最 优化 问题 的 要 求 除了 前 面 的 满足 约束 条 件 的 规则 外 ， 还 需要 
使 得 全 部 和 部 分 自 变量 取 整数 ， 这 类 问题 又 称 为 整数 规划 。 其 中 ， 要 求全 部 自 变量 均 为 
整数 的 最 优化 问题 又 称 为 纯 整数 规划 问题 ， 部 分 自 变 量 要 求 为 整数 的 最 优化 问题 又 称 为 
混合 整数 规划 的 问题 。 还 有 一 类 最 优化 问题 ， 要 求 自 变 量 只 能 是 0 或 1， 这 类 规划 问题 又 
称 为 0.1 规划 问题 。 整 数 规划 当然 又 分 为 线性 整数 规划 问题 和 非 线性 整数 规划 问题 。 


6.4.1 “整数 线性 规划 问题 的 求解 
整数 线性 规划 的 一 般 数 学 描述 为 


min 五 z (6-4-1) 
Am< 巨 
4oaz= Ba 
mm 和 PS<zM 
Clz)so 
Cua(z)=0 
全 为 整数 


其 中 全 为 变量 = 的 子 集 。 如 果 已 知 自 变量 所 在 的 区 间 ， 则 理论 上 可 以 考虑 用 穷 举 方法 列 
举 出 区 间 内 所 有 的 变量 组 合 ， 逐 个 判定 约束 条 件 是 否 满足 从 满足 的 组 合 中 逐个 求 取 函 
数 的 值 并 排序 ， 由 其 最 小 值 的 对 应 关系 可 以 简单 地 求解 所 需 的 自 变量 值 。 这 个 方法 看 似 
简单 、 直 观 ， 但 对 稍微 多 些 自 变量 的 情形 是 不 可 行 的 ， 因为 这 时 计算 量 为 天 文 数字 。 相 
应 的 数学 问题 又 称 为 NP 难 (non-polynomial hard) 问题 ， 故 穷 举 方法 只 适合 于 极 有 限 的 
小 规模 问题 。 

MATLAB 自身 没有 提供 整数 线性 规划 的 函数 ,但 可 以 使 用 荷兰 了 indhoyen 科技 大 学 
Michel Berkelaar 等 人 开发 的 IP.Solve 包 中 的 MATLAB 支持 的 mnex 文件 该 程序 据 称 
可 以 求解 多 达 30000 个 变量 ，50000 个 约束 条 件 的 整数 线性 规划 问题 该 软件 可 以 从 网 站 
ftp://ftp. ics.ele.tue.nl/pub/1p_-solve/ 下载。 编译 后 该 函数 的 调用 格式 为 ， 

1 en 
其 中 ，4, 妃 表示 线性 等 式 和 不 等 式 约束 。 和 最 优化 工具 箱 中 提供 的 函数 不 同 ， 这 里 不 要 
求 用 多 个 矩阵 分 别 表示 等 式 和 不 等 式 ， 而 可 以 使 用 这 两 个 矩阵 表示 等 式 、 大 于 式 和 小 于 
式 ， 具 体 的 约束 式 子 由 ctype 变量 控制 ,ctype(i) 的 值 为 正 、 零 与 负 分 别 对 应 :aiz > im， 
aiz = 马 和 aiz < 记 。intlist 为 整数 约束 标示 ， 其 第 ;个 分 量 为 了 则 表示 需要 zi 为 整 
数 。 返 回 的 how 为 得 出 解 = 的 附加 说 明 ， 其 中 ,how= 0， 表示 结果 为 最 优 ， 为 2 表示 无 
可 行 解 ,其 余 的 值 表示 求解 失败 = 5 





6.4 整数 规划 问题 的 计算 机 求解 195 





【 例 6-21】 考 起 例 6-16 中 给 出 的 线性 规划 问题 ， 如 果 要 求 自 变量 zi 均 为 整数 ， 则 原来 的 问题 就 
变 成 了 整数 线性 规划 问题 ， 试 求解 该 整 教规 划 问题 。 
【求解 】 依照 ipslv_ mex() 函 教 的 调用 格式 ， 可 以 立即 建立 起 于 向 量 ， 并 建立 起 4, 妃 矩阵 和 相 
应 的 ctype() ， 并 根据 需要 建立 起 ZmZM 向 量 ， 这 样 用 下 面 的 语 各 就 可 以 求解 出 最 优化 问题 。 
>> f=-[21431]';A-[02142;345-1-1; intlist=ones(5,1); 
B=[54; 62] ; ctype=[-1; -1 ; xm=[0,0,3.32,0.678,2.57] ; xM=inf*ones(5,1); 
[res,b]=ipslv_mex(f,A,B,intlist,xM,xm,ctype) 义 因为 返回 的 b-=0， 表 示 优 化 成 功 
TeB 一 b = 
19 0 
0 


10 
5 ， 
对 于 小 规模 问题 ， 可 以 考虑 采用 穷 举 算法 。 人 为 假定 M 的 各 个 元 素 均 为 20， 当 然 可 以 采用 
下 面 语句 就 可 以 逐个 求 取 函 数值 ， 得 出 所 需 的 结果 。 
>> [xl,x2,x3,x4,x5]=ndgrid(1:20,0:20,4:20,1:20,3:20); 
ti=find((2*x2+x3+4*Xx4+2+Xx5<=54) 色 〈3*+x1+4*+X2+5*X3-X4-X5<=62)) ; 
f=-2+*xl(i)-x2(i)-4*x3(i)-3*x4(i)-x5(i) [fmin,ii]=sort(f)) 
index=i(ii(1)); x= [xl(index) ,xz2(index) ,x3(index) ,x4(index),x5(index)] 
X = 
19 0 全 10 5 5 
可 见 ， 结 果 和 上 面 的 完全 一 致 。 然 而 这 里 有 个 问题 值得 注意 。 其 一 ， 本 算法 得 出 的 结果 是 
zl E [0,20] 区 间 的 最 小 值 ， 但 这 个 概念 不 能 随意 拓展 到 此 区 间 之 外 ， 如 果 想 将 20 变 为 30， 在 一 般 
的 计算 机 配置 下 都 实现 不 了 ， 因 为 所 需 内 存 过 大 ，5 个 变量 的 存储 量 为 315X5x8/22 = 1092.1MB 
空间 。 所 以 在 求解 整数 规划 时 不 适合 采用 穷 举 算法 。 其 二 ， 除 了 注意 得 出 的 最 优 解 之 外 ， 事 实 上 
还 可 以 得 出 若干 组 合 ， 使 得 该 规划 函数 有 次 最 优 解 。 可 以 显示 排序 后 的 函 教 值 如 下 : 
>> fmin(1:10)” 
angs = 
-89 -88 -88 -88 -88 -88 -88 -88 -87 -87 
>> in=i(ii(1:15)); x=[xl(in) ,x2(in),x3(in) ,x4(in),x5(in),fmin(1:15)] 
可 见 ， 函 数 的 最 小 值 为 -89。 此 外 ， 还 有 若干 个 点 的 值 为 -88， 求 出 季 优 解 的 同时 ， 还 可 以 列 出 
各 个 变量 的 次 最 优 解 ， 如 表 6-2 所 示 。 
如 果 要 求 lzZ4,Z5 为 整数 ， 其 他 两 个 变量 为 任意 数 ， 则 原 问题 就 变 成 了 混合 整数 规划 问题 。 
用 户 应 该 修改 一 下 intlist 变量 ， 将 其 设置 为 intlist=[1,0,0,1,1， 则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 
原 问 题 的 解 。 
>> intlist=[1,0,0,1,1]; 
[res,bl=ipslv_mex(f,A,B,intlist,xM,zm,ctype) 


Tes 一 卫生 
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表 6-2 最 优 解 及 部 分 次 最 优 解 








19.00000000000000 0 
0 
3.80000000000000 
11.00000000000000 
3.00000000000000 


6.4.2 一般 非 线性 整数 规划 问题 与 求解 


前 面 的 运算 局 限于 线性 规划 问题 的 整数 规划 研究 。 在 实际 应 用 中 经 常 需要 求解 非 线 
性 整数 规划 或 混合 规划 问题 ， 该 领域 中 一 种 常用 的 算法 是 分 枝 定 界 (branch and bound) 
算法 ， 具 体 算法 在 这 里 不 详细 介绍 ， 只 介绍 一 个 基于 该 算法 编写 的 现成 函数 bab20()， 可 
以 用 来 求解 一 般 非 线性 整数 规划 的 问题 。 该 数 是 荷兰 Groningen 大 学 的 Koert Kuipers 
编写 的 ， 可 以 从 The MathWorks 网 站 上 直接 下 载 。 该 函数 的 调用 格式 为 


了 

其 中 ， etc er 本 sw 
用 了 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 函数 ， 该 函数 还 可 以 根据 需要 带 附加 参数 ， 返 回 的 变 
量 err 为 函数 的 错误 信息 字符 串 ，z 和 j 分 别 为 最 优 解 和 其 函数 值 。 如 果 正 确 返回 最 优 
解 ， 则 err 字符 串 为 空 字符 串 。 该 函数 尚 有 不 完全 之 处 ， 因 为 给 出 的 解 往往 不 是 很 精确 
的 整数 ， 所 以 应 该 在 该 函数 调用 结束 后 给 出 下 面 的 语句 将 其 化 成 整数 。 


【 例 6-22 】 试用 bnb20() 函数 求解 例 6-21 中 给 出 的 线性 整 教规 划 问题 。 
【求解 〗 根据 要 求 ， 可 以 编写 出 如 下 文件 来 描述 目标 函 教 

function f=c6miopt(x) 

ft=-[2 1 4 3 1]*xi 

和 前 面 介绍 的 线性 规划 问题 求解 不 同 ， 上 限 变 量 不 能 再 选择 为 无 穷 大 ， 而 应 该 选择 为 较 大 的 
数值 ， 例 如 均 选 择 为 20000。 同 样 ， 整 数 的 下 界 也 不 能 再 选择 为 小 数 ， 而 应 该 为 整数 ， 故 也 需要 
相应 地 变化 ， 这 样 用 下 面 的 语句 求解 出 的 线性 整 教规 划 问题 与 例 6-21 得 出 的 完全 一 致 。 

>> AM=<[02142;345-1-1i;i'intlist=ones(5,1); Aeq=[]; Beq=[]; 

B=[54; 62] ; ctype=[-1; -1 
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xm= [0,0,4,1,3]'; xM=20000*+ones(5,1); x0=xm; 
[errmsg,f,X]=bnb20(:c6miopt ',x0,intlist,xm,xM,A,B,Aeq,Beq); X=X? 
X = 
19 0 4 10 5 
仍 要 求 lyZ4,Z5 为 整数 ， 其 他 两 个 变量 为 任意 值 ， 则 应 该 修改 一 下 intlist 变量 ， 将 其 设 
置 为 intlist=[1,0,0,1,1] ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 原 问题 的 解 ， 仍 与 例 6-21 完全 一 致 
>> intlist=[1,0,0,1,1] ;xm=[0,0,3.32,1,3] '; 
[errmsg,f,X]=bnb20(c6miopt，,x0,intlist,zm,xM,A,B,Aeq,Beq); X 
X = 
19.00000000000000 
0 
3.80000000000000 
11.00000000000000 
3.00000000000000 


【 例 6-23】 对 著名 的 Rosenbrock 函数 稍 加 修改 ， 就 可 以 f(z) = 100(za 一 z3)2 一 (4.5543 一 z2)?， 
试 求解 整数 TI 和 z2， 使 得 
min f(z) 
| -100<zi<100 
一 100<za 和 100 
【求解 】 由 给 定 的 目标 函数 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 : 
function y=c6funl(x) 
y=100* (x(2)-x(1)~2)-2+(4.5543-x(1)) 2; 
在 一 般 最 优化 问题 中 ，(1,1) 显然 为 最 优点 ， 这 里 考虑 整数 规划 问题 的 求解 方法 。 注 意 ，bnb20() 
函 教 只 能 调用 上 面 函 教 形式 描述 的 目标 函数 ， 而 不 能 使 用 inline() 函数 来 描述 。 另 外 ， 还 能 如 下 
给 出 上 下 界 与 约束 条 件 ， 和 最 后 得 出 原来 问题 的 解 。 
>> x0=[1;1] ;xm=-100* [1;1] ; xM=100*[1;1]; 
A=[]; B=[]; Aeq=[]; Beq=[]; intlist=[1,1]; 
[errmsg,f,x]=bnb20(c6fun1，,x0,intlist ,xm,xM,A,B,Aeq,Beq)i xx 
ans = 
5.00000000000000 24.99999981456858 
>> if length(errmsg)==0，x=Tound(x) ，endi x=xX? 
x = 
5 25 
由 得 出 的 解 可 以 看 出 ， 开 始 时 z2 稍 有 误差 ， 经 取 整 得 zl = 5,z2 = 25。 注 意 ， 在 这 样 的 
问题 求解 中 ， 搜 索 区 域 的 选择 也 是 很 重要 的 ， 如 果 用 户 为 节省 时 间 选 择 了 一 个 更 小 的 区 间 ， 如 
zl2 E [一 20,20] ， 则 将 得 出 如 下 结果 ， 可 见 该 值 不 是 原 问 题 的 了 最 优 解 。 
>> xm=-20* [1;1] ; xM=20*[1;1; 
[errmsg,f,x]=bnb20(;c6fun1',x0,intlist,zm,xMN,A,B,Aeq,Beq); 
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if length(errmsg)==0，x=round(x) ，end; x=x?; 


4 16 
其 实 ， 对 这 样 小 规模 的 问题 ， 选 择 较 大 的 搜索 范围 ， 如 Z12 E (一 200,200)， 用 穷 举 搜索 算法 
能 立即 得 出 问题 的 解 ， 和 上 述 结果 一 致 
>> [xl;x2]=meshgrid(-200:200) ; f=100*(x2-xl. 2) .2+(4.5543-x1) 2; 
[fmin,i]=sort(f(:)); x=[xl(Gi(1)7,x2(Gi(t)D)] 


5 25 


6.4.3 ”0-1 规划 问题 求解 


所 谓 0-.1 规划 ， 即 指 自 变量 ri 的 值 或 者 为 0， 或 者 为 1。 所 以 求解 0-1 规划 看 起 来 很 
简单 ， 让 每 个 自 变 量 m%; 遍 取 0,1， 在 得 出 的 组 合 中 选择 既 满足 约束 条 件 又 使 目标 函数 取 最 
小 值 的 项 。 而 事实 上 ， 随 着 问题 规模 的 增 大 ， 这 样 的 计算 量 将 按 指数 增长 。 例 如 ， 自 变 
量 的 个 数 为 ， 则 需要 执行 的 循环 次 数 将 为 2"， 在 科 较 大 时 其 值 可 能 是 个 天 文 数字 ， 故 
仍然 需要 考虑 其 他 算法 进行 求解 。 

MATLAB 7.0 版 本 提供 了 一 个 新 函数 bintprog() ， 可 以 用 来 求解 0-1 线性 规划 问 
题 ， 但 不 能 直接 求解 非 线性 0-1 规划 问题 的 求解 。 该 函数 的 调用 格式 为 

=bintprog( 帮 ,4A,,AeayBeai 
该 函数 可 以 直接 用 来 求解 下 面 例子 演示 的 0-1 线性 规划 问题 。 
【 例 6-24】 试 求解 下 面 给 出 的 0-1 线性 规划 问题 。 
Imin (-3zl 十 2zz + 5zs) 
了 1 十 2z2 一 23 研 2 
1 十 472 十 23 裤 本 
开 1 十 z2 所 3 
4z2+z3K6 
【求解 】 套用 所 需 的 最 优化 模型 ， 可 以 立即 求 出 义 人 难 和 已 蝶 隆 ， 这 样 可 以 给 出 如 下 的 语句 求解 
0-1 线性 规划 问题 ， 得 出 
>> f=[-3,2,-5]; A=[1 2 -1 141110i04 切 ; B=[2;4;5;6] ; 
x=bintprog(f,A,B,[], 口 )， 
工 0 工 
即 ，0-1 规划 的 结果 为 zl = lz2 =0,z3 一 1。 
对 于 小 规模 问题 ， 当 然 可 以 采用 下 面 语 向 ， 逐 个 判定 约束 条 件 并 找 找 出 目标 函数 的 值 ， 通 过 
排序 即 能 得 出 所 需 的 结果 ， 且 可 以 保证 此 结果 为 从 局 最 优 解 = 
>> [xl,x2,x3]=meshgrid([0, 匡 ); 
i=find((x1+2+x2-x3<=2) 多 (xl+44X2+x3<=4) 起 《xl+x2<=3) 示 (4#xl+x3<=6))3 
f-=-3*x1(i)+2+x2(i)-5*x3(i)3 [fmimyii]=sort()3 
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index=i(ii(1)); x=[xl(index) ,x2(index) ,x3(index)] 
x = 
1 0 1 
>> x=[xi(i(ii)),x2(i(ii)),x3(i(ii))]; [x fmin] 久 还 可 以 列 出 所 有 的 可 行 解 
ang = 


开 0 开 -8 
0 0 荆 -5 
二 0 0 -3 
0 0 0 0 
0 间 0 2 ， 


调用 前 面 的 ipslv_mex() 或 bnab20() 函数 ， 设 定 上 下 限 =m 和 zxM 分 别 为 零 向 量 和 
么 向 量 ， 这 样 再 求 整数 规划 就 能 得 出 原 问题 的 解 。 
{ 例 6-25 】 试 用 ipslvmex() 函数 求解 例 6-24 给 出 的 0-1 线性 规划 问题 。 
【求解 〗 按照 给 出 的 问题 ， 可 以 设 定 zm 和 ZM 分 别 为 零 向 量 和 勾 向量， 这 样 可 以 给 出 如 下 的 语 
句 求解 0-1 整数 规划 问题 ， 得 出 
>> f=[-3,2,-5] ; xm=[0;0;0] ; xM=[1;1;1]; intlist=[1;1;1; 
A=[12-11441;110;04 妇 ;B=[2;4;5;6]; ctype=-lyones(4,1); 
[res,b]=ipslv_mex(f,A,B,intlist,xM,xm,ctype) 
Te8 = b = 
间 0 
0 
1 

结果 和 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 事 实 上 ， 分 析 给 定 的 约束 条 件 ， 可 以 发 现 后 两 个 约束 条 件 是 完 
余 的 ， 可 以 取消 。 

由 于 MATLAB 及 其 最 优化 工具 箱 对 整数 规划 的 支持 功能 很 有 限 ， 免 费 的 MATLAB 
函数 求解 非 线性 混合 整数 规划 的 功能 也 不 是 很 强大 ， 故 TOMLAB Optimization 公司 推 
出 了 基于 MATLAB 的 第 三 方 软件 TOMLABQ， 可 以 更 好 地 求解 混合 整数 规划 问题 。 该 
软件 是 商品 软件 ， 使 用 起 来 也 没有 MATLAB 最 优化 工具 箱 和 前 面 介绍 的 免费 工具 那么 简 
单 ， 但 其 功能 齐全 ， 能 够 求解 各 类 最 优化 问题 ， 是 当前 基于 MATLAB 的 最 好 的 最 优化 工 
具 。 限 于 篇 幅 ， 本 书 不 介绍 该 工具 箱 。 


6.5 “本章 要 点 简介 
e 本 章 有 关 的 MATLAB 函数 及 自 编 函 数 由 下 表 给 出 。 


函数 名 函数 功能 工具 箱 | 本 书页 码 
solve() 方程 的 解析 解 ， 尤 其 适用 于 多 项 式 方程 符号 运算 173 


@ 该 工具 箱 的 下 载 网 址 为 http://srww.tomlab-com， 读 者 可 以 下 载 该 工具 箱 的 21 天 免费 试用 版 。 
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续 表 
函数 名 函数 功能 工具 箱 | 本 书页 码 ， 

faolve() 方程 的 数值 解 和 MATLAB | 176 
optimset() | 最 优化 控制 参数 最 优化 176 
fminsearch() | 无 约束 最 优化 问题 求解 MATLAB 181 
fainunc() ”| 无 约束 最 优化 问题 求解 最 优化 181 
1linprog() 线性 规划 问题 求解 最 优化 187 
quadprog() “| 二 次 型 规划 问题 求解 最 优化 190 
fmtincon() 一 般 非 线性 规划 问题 求解 最 优化 191 
:pslv_mex() | 线性 混合 整数 规划 问题 求解 ， 可 以 用 于 0-1 规划 下 载 194 
bnb20() 一 般 整 数 混合 规划 问题 分 枝 定 界 法 求解 ， 可 以 用 于 0-1 规划 下 载 196 
bintprog() | MATLAB 7.0 提供 的 新 0-1 线性 规划 求解 函数 最 优化 198 


。 数 学 方程 求解 是 科学 与 工程 研究 中 经 常 遇 到 的 问题 。 本 章 先 介绍 了 简单 方程 的 图 解 
法 ， 给 出 了 方程 求解 的 基本 概念 ， 并 介绍 了 基于 符号 运算 工具 箱 中 solve() 函数 的 多 
项 式 类 方程 的 准 解析 求解 算法 ， 还 介绍 了 基于 最 优化 工具 箱 faolve() 函数 求 取 一 般 
非 线性 方程 的 数值 解法 。 

。 本 章 介 绍 了 无 约束 最 优化 问题 及 MATLAB 解决 方案 ， 并 引入 了 全 局 最 优 解 与 局 部 最 
优 解 的 概念 。 

。 本章 介绍 了 若干 种 有 约束 最 优化 问题 和 可 行 解 区 域 的 概念 ， 还 介绍 了 最 优化 问题 求解 
算法 的 MATLAB 求解 方法 ， 如 线性 规划 问题 、 二 次 型 规划 问题 及 一 般 非 线 性 规划 问 
题 ， 用 这 样 的 方法 可 以 轻易 求解 出 较 复 杂 的 非 线性 规划 问题 。 

。 本章 系统 地 介绍 了 整数 规划 问题 的 计算 机 求解 方法 ， 引 入 了 整数 线性 规划 问题 求解 工 
具 箱 、 一 般 非 线性 整数 规划 问题 求解 函数 bb20()。 

。 由 MATLAB 7.0 版 本 中 给 出 的 新 函数 bintprog() 探讨 了 0-1 整数 线性 规划 问题 的 计 
算 机 求解 。 借 助 分 枝 定 界 法 的 bnb20() 函数 还 可 以 求解 0-1 非 线性 规划 问题 。 

。 目前， 最 优化 问题 最 好 的 工具 箱 是 商品 软件 TOMLAB， 其 功能 很 强大 ， 然 而 限于 
篇 幅 ， 本 章 并 未 详细 介绍 该 工具 。 另 外 ， 基 于 遗传 算法 的 最 优化 方法 是 当前 被 认 
为 有 可 能 获得 全 局 最 优 解 的 有 前 途 的 最 优化 方法 ， 基 于 遗传 算法 的 最 优化 方法 及 其 
MATLAB 实现 问题 将 在 第 10.3 节 中 详细 介绍 。 


6.6 习 题 
1 求解 能 转换 成 多 项 式 方程 的 联 立 方程 ， 并 检验 得 出 的 高 精度 数值 解 的 精度 。 


区 T282 一 zZy 一 472322 一 ZZ2 
直 和 们 人、 一 2gz2 = 3z3z2 十 4722 
人 Q1 7 全 生 人 

3Pz 一 7z82 十 3zz2 一 了 2 
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2 试用 图 解法 求解 下 面 的 一 元 和 二 元 方程 ， 并 验证 得 出 的 结果 。 
@ Je) =ere+rDr+rasin(5z+2， 四 jz 一 ( 轨 十 叫 ze 
3 用 数值 求解 函数 求解 习题 2 中 方程 的 根 ， 并 对 得 出 的 结果 进行 检验 。 
4 试 求 出 使 得 人 (ez -cz)? dz 取得 要 小 值 的 c 值 。 
5 试 求解 下 面 的 无 约束 最 优化 问题 。 
本 100(zz -za)2+(1 一 zi)2 二 90(za 一 z3)+ (1 一 z3)2 二 


亚 10.1 [(z? - D2+ (zs 一 D?] +19.8(zz 一 1)(z4 一 1) 


6 考虑 Rastrigin 函数 pl f(zi,zz) = 20 十 到 十 吕 一 10(cosrzl + cosrz72)， 试 用 三 维 曲面 绘制 该 
函数 的 函数 值 ， 选 择 初 值 求 取 该 函数 的 最 小 值 ， 并 理解 全 局 最 优 解 和 局 部 最 优 解 的 概念 以 及 
最 优 解 对 初 值 的 依赖 关系 。 


7 试用 图 解法 求解 下 面 的 非 线性 规划 问题 ， 并 用 数值 求解 算法 验证 结果 。 








min ( 字 + 到 一 4zl 十 4) 
Z1 一 72 十 2>0 
st. 一 z3+za 一 120 
120,z2>0 
8 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 
四 min -3zl+4z2 一 273s 十 574 @ min Z6 十 Z7 
4z1 一 z2 十 273 一 Z4 一 一 2 1 十 Z2 十 Z3 十 T4 一 4 
1 十 Z2 十 2z4S14 一 2zi 十 z23 一 Z3 一 Z6 十 Z7 一 1 
st st 

2z1l 一 3za 一 4 产 一 2 3zz? 十 z3 十 5 十 Z7 一 9 
zl.3.32 一 Liz4 无 约 东 人 1.2… ,720 


图 “max 2800(zil + za2l 十 Zal 十 Zdl) 十 4500(zl2 十 Z22 十 732) 十 6000(z13 十 723) 十 7300z14 
十 zi2 十 z13 十 z14 关 15 
aa 十 z13 十 z14 十 z21 十 z22 十 z33 关 10 
卫 3 13 十 z14 十 zZ22 十 Z23 十 Z31 十 Z33 产 20 
14 十 z23 十 z33 十 z4112 
zi >0, ( 记 1,2,3,4J=12,3,4) 


9 试 求解 下 面 的 二 次 型 规划 问题 ， 并 用 图 示 的 形式 解释 结果 。 


四 min 2z? - 4zlzz +473 一 6zl 一 3z2 四 ”min (zl 一 D2+ (za 一 2)2 
十 zz 和 3 一 zi 十 z2 一 1 
3. 4z1 十 za2S9 全 st 了 1 十 z2 宝 2 
1.2Z20 1.220 
10 试 求解 下 面 的 非 线性 规划 问题 。 
@ Imin erx(4z3 十 2z3 十 47lz2 十 2z2 十 ]1) 
1 十 zz2 和 0 
Re 一 zZ1z2 十 1 十 21.5 
“] mazz>-lo 


一 10<ziza<l0 
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[|==a 十 zs) 十 zaza 人 25] 


Z5 


四 Inax 
0.003079zjz3zs-coas ze>0 。 2cos76 
0.1017z3z3 一 zz cos3 ze>0 
0.09939(1+zs)ziz3 一 cos2 ze>0 

一 st. 4 0.1076(31.5+zs)z3z3 一 zz cos2ze>0 
zaza(zs+31.5) 一 zs[2(z: 十 5) cosre+zizazsl>0 
0.2<zig0.5,14< 和 zzc22,0.35<zs<0.6， 
16<z4<22.5.8<zs<6.5.0.14<ze<0.2618 


11 求解 下 面 的 整数 线性 规划 问题 。 
对 ”max (592zi + 381z2 十 273za + 55z4 十 48z5 十 37z6 十 23z7) 
PP20 
3534zl 十 2356zz 十 1767zs 十 589zs 十 528z5 十 451ze 十 304z7S 和 119567 
加。 max (120z; + 66zz + 72zs 十 58z4 十 132zs 十 104z6) 
zi 二 za+za=30 
4 十 Z5 十 Z6 一 18 





下 


za+z4=10 
za+zsS18 
zs+ze2>30 
20 
12 试 求解 下 面 的 0-1 线性 规划 问题 ， 并 对 (D、@ 题 用 穷 举 方法 检验 得 出 的 结果 。 
@ min | 。_。+5as+zi-4zs22 (5zk + 7za + 10zs 十 3z4 十 Z5) 
一 2z:+6za 一 3zs 一 2ra+2zs>0 
一 2za+2rs 一 z4 一 zsS1 
o<rts1 
四 min (-3zl - 4z? -- 5zs + 474 十 475 十 2z6) 


一 zes0 
了 1 一 25 匀 0 
z2 一 24S0 1 
st 1 za 一 zs<0 
za 一 zac0 
1 十 2 十 Z3 安 2 
oO<zt<1 
1898 440 22507 270 14148 3100 4650 30800 615 4975 
图 Iax 1160 4225 510 11880 479 440 490 330 110 | 
560 24355 2885 11748 4550 750 3720 1950 10500 


8 


0 0 100|z < [6o0 
3020125 5 80253573 12 151540 5 101012109 0 20 60 40 50 36 49 40 19 150 [600, 
oszis1 


说 明 ， 人 @@ 题 中 目标 函数 的 系数 实际 上 是 行 向 量 ， 由 于 排版 原因 只 能 这 样 表示 。 


RE 0250025016508500 
加 84 
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微分 方程 是 描述 动态 系统 的 最 常用 数学 工具 ， 也 是 很 多 科学 与 工程 领域 数学 建 模 的 
基础 。 线 性 微分 方程 和 低 阶 特殊 微分 方程 往往 可 以 通过 解析 解 的 方法 求解 ， 但 一 般 的 非 
线性 微分 方程 是 没有 解析 解 的 ， 故 需要 用 数值 解 的 方式 求解 。 第 7.1 节 将 研究 微分 方程 的 
解析 解 算法 ， 介 绍 在 MATLAB 环境 中 如 何 用 微分 方程 求解 函数 直接 得 出 线性 微分 方程 组 
的 解析 解 ， 并 对 一 阶 简单 的 非 线性 微分 方程 的 解析 解 求解 进行 探讨 ， 从 而 并 得 出 结论 ， 
一 般 非 线性 微分 方程 是 没有 解析 解 的 。 第 7.2 节 将 介绍 一 般 的 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 的 数 
值 求解 方法 及 MATLAB 实现 ， 并 将 介绍 其 他 类 型 常 微分 方程 组 转换 成 一 阶 显 式 常 微分 方 
程 组 的 方法 。 第 7.3 节 将 介绍 其 他 各 类 常 微分 方程 数值 求解 的 方法 及 MATLAB 实现 ， 包 
括 刚性 微分 方程 、 微 分 代数 方程 组 、 隐 式微 分 方程 组 以 及 延迟 微分 方程 组 的 求解 。 第 7.4 
节 和 第 7.5 节 将 分 别 介绍 常 微分 方程 组 边 值 问题 的 数值 解法 和 一 般 偏 徽 分 方程 的 数值 求解 
方法 ， 并 将 介绍 如 何 用 MATLAB 语言 的 偏 微分 方程 工具 箱 提供 的 程序 界面 求解 偏 微分 方 
程 的 方法 及 步骤 。 第 7.6 节 还 将 简介 Simulink 仿真 环境 ， 并 将 介绍 如 何在 Simulink 环境 
下 建立 微分 方程 的 数学 模型 ， 还 将 通过 仿真 方法 求解 微分 方程 的 一 般 步骤 及 方法 ， 用 这 
样 的 方法 理论 上 可 以 求解 任意 复杂 的 常 微分 方程 组 初 值 问题 数值 解 。 


7.1 常 系数 线性 微分 方程 的 解析 解 方法 
7.1.1 线性 常 系数 微分 方程 解析 解 的 数学 描述 


假设 已 知 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 描 述 方法 为 
dy 人 (的 定 的 dy) | 三 
di 十 OORiT 十 0 十 十 on- dt 十 ang(t) 一 第 新 


du dmrtub ， ou 
ba 十 加 -msi 十 加 一 十 bm+u(t) 


其 中 ，as 有 均 为 常数 ， 利 用 第 5.1 节 介绍 的 性 质 ， 人 问题 有 :次 吉 记 J/dtm] = 
sm 2[y(6]， 可 以 对 应 得 出 下 面 的 多 项 式 代数 方程 


sn 十 alsn-1 十 a2sn -2 十 … 十 an-13 十 mm 一 0 (7-1-2) 


假设 代数 方程 的 特征 根 si 均 可 以 求 出 ， 且 假设 它们 均 相 异 ， 则 可 以 得 出 原 微分 方程 
的 解析 解 一 般 形式 为 


3 = Chent 上 + Caerzt 十 十 Cnert 十 TY 人 (7-13) 


其 中 ，Ct 为 待定 系数 ， 而 Y(t) 是 满足 v(t) 输入 的 一 个 特 解 。si 有 重 根 的 情况 也 有 相应 的 
解析 解 形式 。 
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从 得 出 的 代数 方程 (7-1-2) 看 ， 由 著名 的 Abel 定理 可 知 ，4 次 及 以 下 的 多 项 式 代数 方 
程 是 能 求 出 根 的 解析 解 的 ， 故 可 以 得 出 结论 ， 低 次 阶 线性 微分 方程 有 一 般 意 义 下 的 解析 
解 ， 结 合 多 项 式 方程 的 数值 解法 可 以 得 出 一 般 高 次 多 项 式 代数 方程 的 数值 解法 ， 即 高 阶 
线性 微分 方程 的 准 解析 解 方法 。 本 节 将 介绍 用 MATLAB 语言 及 其 符号 运算 工具 箱 求解 线 
性 常 系数 微分 方程 解析 解 的 方法 。 


7.1.2 ”微分 方程 的 解析 解 方法 


MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 提 供 了 一 个 线性 常 系数 微分 方程 求解 的 实用 函数 
dsolve() ， 该 函数 允许 用 字符 串 的 形式 描述 微分 方程 及 初 值 、 边 值 条 件 ， 最 终 将 得 出 微 
分 方程 的 解析 解 。 该 西数 的 调用 格式 为 





其 中 ，fi 既 可 以 描述 微分 方程 ， 又 可 以 描述 初始 条 件 或 边界 条 件 。 在 描述 微分 方程 时 ， 
可 以 用 D4y 这 样 的 记号 表示 Y4 (上 ， 还 可 以 用 D2y(2)=3 这 类 记号 表示 刘 2) = 3 这 样 的 已 
知 条 件 ， 该 函数 可 以 容易 地 得 出 原 微 分 方程 的 解 。 如 果 描述 微分 方程 的 自 变量 不 是 t 而 是 
z， 则 可 以 由 后 一 个 MATLAB 语句 格式 指明 自 变 量 。 


【 例 7-1】 假 设 输 入 信号 为 ut) = e-tcos(2t 十 IT) 十 5， 试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 
30(t) 十 10yG9) 人 十 35(t) 十 50V(t) 士 247(b) 一 5i(t) 十 42 人 十 2u(t) 


【求解 〗】 若 想 求解 本 微分 方程 ， 首 先 应 该 定义 二 为 符号 变量 ， 这 样 就 可 以 推 性 出 给 定 微分 方程 等 
式 右 侧 的 时 间 表 达 式 为 
>> syms 蕊 ;Unexp(-5*#t)*cos(2#t+1)+5; 
Uun5*diff(u, 世 ,2)+4*diff(u,t)+29 
UU = 
87*exp(-5*t)*cos(2yt+1)+92*yexp(-54t)*sin(24t+1)+10 
这 样 ， 原 微分 方程 的 通 解 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 求 出 。 
>> syms 七 了 
y=-dsolve([,D4y+10*+D3y+35*+D2y+50+Dy+24+y= 7 - 
"87*exp(-5*t)*cos(2+t+1)+92*+exP(-5+t)*#sin(2+t+1)+107]) 
y = 
5/12-343/520*exp(-5+t)*cos(2*t+1)-547/520+exP(-5*9t)#Bin(2*t+1)+ 
Cl*exp(-4*#t)+C2*exp(-3*t)+C3+exp(-24t)+C4#yeXP(- 蕊 ) 
该 结果 用 IAIEX 可 以 得 出 更 好 的 显示 为 
yb = 吾 E 颖 co cos(2t 上 1 一 访 e- sin(2 十 十 Cie- 生 十 Cje-at 二 Ce- 十 Cher 
其 中 ，Ct 为 任意 常数 。 若 给 出 初始 条 件 或 边界 条 件 ， 则 可 以 通过 这 些 条 件 建立 方程 ， 求 出 Ci 的 
值 。 这 样 的 结果 和 高 等 数学 中 微分 方程 求解 是 一 致 的 - 
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仍 考虑 上 面 的 微分 方程 ， 假 设 已 知 y(0) = 3,3(0) = 2,3(0) = Ya)(0) = 0， 则 可 以 通过 下 面 的 
命令 求 取 满足 该 微分 方程 的 特 解 。 
>> y=dsolve([;D4y+10*D3y+35*D2y+50*Dy+24*+y=:，. . . 
?87*exp(-5*#t)*cos(2*+t+1)+92*exp(-5*+t)*sin(2+t+1)+10?]， 7(O)=32，.，， 
?Dy(0)=2,"D2y(0)=0,D3y(0)=0?) 
由 于 得 出 的 解 较 完 长 ， 所 以 这 里 只 给 出 自动 转换 的 区 TFX 结果 如 下 : 





5 343 mw _ 547 we 445 51 69\_ 2 
8 的 = 启 一 两 ecos(2t+T) 一 0e sin(2t+I 二 人 (一尊 cos1 一 语 sn1 一 王 )e 十 
271 。 4 生 25\ 4 1179 5 WA 
( 有 os1 十 下 sm1 生 ]。 十 8 本 coel+ enl 十 可 e-” 十 
133 
(器 cos1 十 加 anal+19)e 


由 得 出 的 结果 还 可 以 看 出 ，er-et 的 系数 均 是 常数 ， 采 用 数值 算法 逐 项 处 理 其 系数 如 下 : 
>> [n,d]=rat(double(vpa(-445/26*cos(1)-51/13*sin(I)-69/27)); [n,d] 





ang 一 
-8704 185 
则 可 以 得 出 一 组 有 理 式 近似 结果 ， 和 最 终 可 以 近似 写 出 方程 解 的 解析 形式 为 
5 343 _s 547 _st ， _ 8704 2 2243。ie ，5025。at ， 2981。- 
改 1 850? cos (2t 十 1) 现 * tsin(2t 二 1) 185e 54 十 136。 1 


事实 上 ， 这 样 的 结果 是 对 原始 系数 的 近似 ， 因 为 实际 系数 不 是 真正 的 有 理 数 。 该 系数 的 实际 
误差 可 以 由 下 面 的 语句 进行 估算 ， 得 出 较 小 的 误差 。 
>> vpa(-445/26*cos(sym(1))-51/13*sin(1)-69/2+8704/185) 
angs = 
.114731975864790922564144636e-4 
利用 强大 的 MATLAB 符号 运算 工具 箱 ， 还 可 以 求解 出 以 前 看 似 不 可 能 的 问题 的 解析 解 。 例 
如 ， 设 置 y(0) = 1/2,g(r) = li(2r) = 0,8(2r) = 1/5， 则 可 以 得 出 解析 解 为 
>> y=mdsolve([D47+10*D3y+35*D2y+50*Dy+24*y= 
187*exp(-5*t)*cos(2+t+1)+92*exPp(-5*t)*sin(2+t+1)+10?]，) (0O)=1/27， 
”Dy(pPi)=1,D2y(2*pi)=07,'Dy(2*pi)=1/5?) 
如 果 用 推导 的 方法 求 Ci 的 值 ， 则 每 个 系数 的 解析 解 至 少 要 写 出 10 数 行 ， 所 以 应 该 采用 有 理 
式 近 似 的 方式 将 方程 的 解析 解 表示 成 上 
>> vpa(y,10) 
ang 二 
5/12-343/520*exp(-5t)*cos(2t+1)-547/520*+exp(-5t) *#sin(2t+1)-219.1291604*rexp(-t) 
+442590.9052*exp(-4.tt)+31319.63786*exp(-2.#+t)-473690.0889*exp(-3.*t) 
【 例 7-2】 前 面 介绍 的 方程 只 含有 实施 极点 ， 其 实 符 号 运算 工具 箱 提供 的 dsolve() 函数 同样 适用 


@ 在 不 影响 解析 解 意义 的 前 提 下 ， 为 排版 效果 起 见 这 里 已 对 解析 解 的 表示 形式 稍 作 修改 。 
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于 有 复数 极点 的 微分 方程 解析 解 。 假 设 微分 方程 如 下 
3) 人 (十 5 人 6 十 12y(B)(b) 十 16 办 的 十 128(t) 十 4y(b) 一 立 (十 3u 人 tb) 


且 假设 输入 信号 为 正弦 信号 ut) = sint， 并 假设 8(0) = 8(0) = 江 0) = yG)(0) = VC (0) = 0， 试 用 
解析 方法 求解 该 方程 。 
【求解 】 用 下 面 的 方法 可 以 求 出 原 微 分 方程 的 解析 解 
>> syms t 了; u=sin(t); Uu=3*ydiff(u)+3*u 
unu = 
3*cos(t)+3*Ssin(t) 
>> y=dsolve(:D5y+5*D4y+12*D3y+16*D2y+12*Dy+4*y=3*cos(t)+3+Sin(t) ， 
27(0)=0: ,'Dy(0)=0:,D2y(0)=0:,;D37(0)=0,”D47(0)=07) 
y = 
-12/25*cog(t)-9/25*sin(t)+57/50*exP(-t)*ein(t)+ 
12/25*exp(-t)*cos(t)+3/5*exp(-t)*sin(t)#t-3/10*exp(-t)*Ccos(t)*t 
其 解析 解 的 数学 描述 为 
2(t) = -中 cost 一 虽 sint 十 六 esaint 十 器 eeost+ esit 一 terteost 
或 更 简单 地 ， 手 动 修改 为 





3 人 (t) = - 关 cost 一 匣 sint+ ( 吕 十 计 ertsint 十 ( 委 一 芭 ) ertcost 
【 例 7-3】 试 求解 下 面 的 线性 微分 方程 组 
{ 羡 (十 22(t) = z( 的 十 2 人 一 e 
Bt) = 4z(b 十 3y(t) 二 46 二 
【求解 〗 线性 微分 方程 组 也 可 以 用 dsolve() 函数 直接 求解 。 上 述 的 线性 微分 方程 组 可 以 由 下 面 的 
MATLAB 语 白 直 接 求解。 5 
>> [xy]=dsolve(?D2x+2+Dx=x+2+y-exp(-t))，"Dy=4+xt3+y+4yexP(-t)?) 

用 JIEX 处 理 得 出 的 结果 ， 得 

zz) = -6te-t 十 Cie-t 十 Coe(l+v 四 :十 Cee-(-1+v) 

人 g = 6te- -Cie-4+2(2+V6) CaeGty6jt+2 (2= V6] CaerCHv9+ 


7.1.3 ”Laplace 变换 在 线性 微分 方程 求解 中 的 应 用 


重新 考虑 式 (7-1-1) 中 给 出 的 常 系数 线性 微分 方程 模型 ， 假 设 输入 信号 v(tb) 和 输出 
信号 yt) 及 其 各 阶 导数 在 上 + = 0 处 的 值 均 为 0， 则 对 方程 两 端 均 进行 Laplace 变换 ， 记 
Y(e) = 2g(b]， U(s) = 经 [efbj， 则 了 Y(s)/U(s) 可 以 表示 成 一 个 有 理 函 数 ， 在 自动 控制 
领域 称 为 系统 的 传递 函数 ， 亦 即 
Y(s) 。。 电 sm 十 轨 sm 十 十 bms 十 b+l 


一 7-1-4 
TU(s) ”sn 十 alsn -1 十 a2sn 2 十 … 十 an-13 十 an ( ) 


G(s) = 
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如 果 可 以 将 U(s) 也 表示 成 一 个 有 理 函 数 (事实 上 大 部 分 常用 输入 信号 均 可 以 表示 成 
有 理 函 数 形式 )， 则 可 以 将 输出 信号 的 Laplace 变换 Y(s) 写成 
人 sm 十 posm-1 十 十 ms 十 pl 
3 十 Glsn-1 十 02sn-2 十 … 十 On-13 十 On 





Y(s) = (7-15) 
这 样 ， 原 微分 方程 的 解析 解 可 以 由 Laplace 反 变 换 求 出 ， 即 y(b) = . 乡 -1[Y(s)]。 前 面 介 
绍 过 ， 如 果 Y(s) 为 有 理 函 数 ， 则 可 以 通过 residue() 函数 求 出 其 部 分 分 式 展开 式 ， 再 由 
Laplace 反 变换 函数 ilaplace() 可 以 求 出 输出 信号 的 解析 解 y(j。 如 果 了 (s) 的 分 母 多 项 
式 有 复数 根 ， 为 得 出 可 读 性 很 高 的 结果 ， 仍 建议 用 pfrac() 函数 对 之 进行 进一步 处 理 ， 
得 出 可 读 性 更 强 的 结果 。 

【 例 7-4】 试 求 出 例 7-1 中 给 出 的 微分 方程 在 输出 信号 3(t) 及 其 各 阶 导数 在 上 = 0 时 刻 均 为 0 的 解 
析 解 。 为 方便 起 见 ， 这 里 重新 写 出 原 微分 方程 为 


3K4(t) + 10y(a)(t) + 358(t) + 508(t) 十 24y(t) = 5E(t) 十 4a(t) 十 2u 人 tb) 


并 假定 输入 信号 为 ut) = e-5tcos(2t 十 1) 十 5。 
【求解 】 对 此 微分 方程 两 端 直 接 求 取 Laplace 变换 ， 则 很 容易 得 出 下 面 的 式 子 。 


s4Y(s) 十 10s3Y(s) + 35s2Y(s) + 50sY(s) + 24Y(s) = 5s2U7(s) 十 4sU(s) 十 2U(5) 


由 已 知 的 输入 信号 可 以 得 出 U(s)， 代 入 后 解 出 Y(5)， 再 求 取 Laplace 反 变 换 ， 则 可 以 得 出 方程 的 
解析 解 。 仔 细 分 析 上 述 的 步骤 ， 可 以 发 现 该 方法 是 错误 的 ， 由 微分 方程 变换 成 上 面 的 式 子 应 该 有 
前 提 条 件 ， 即 ut) 及 其 各 阶 导数 在 上 = 0 处 的 值 均 为 0， 而 从 输入 信号 看 这 个 条 件 显然 不 满足 ， 所 
以 其 关键 式 子 有 问题 。 
因为 u(t) 函数 已 经 给 出 ， 这 里 在 求 Laplace 变换 前 可 以 对 ut) 求 各 阶 导 数 ， 则 可 以 用 下 面 的 
语 自 求 出 在 给 定 的 u(t) 下 微分 方程 等 号 右 侧 的 式 子 为 
>> syme ti u=exp(-5*t)*cos(2+t+1)+5;， 久 定义 输入 函 教 
uu=laplace(5*diff(u,2)+4*diff(u)+2*u);i 从 对 等 号 右 侧 整 个 式 子 进行 变换 
uu=collect (simple(uu)); latex(Cuu) % 化 简 
用 IATEX 可 以 更 好 地 显示 出 等 号 右 侧 的 式 子 为 
290 二 (87cos1l1 十 92sin1 十 10)s2 + (619cosl1 十 100 十 286sinl)s 
(s2 十 108s 十 29)s 
得 出 了 等 号 右面 的 式 子 ， 则 可 以 等 效 地 得 出 关于 卫 (s) 的 有 理 函数 式 子 ， 对 之 部 分 分 式 展开 、 
求 Laplace 反 变 换 并 化 简 : 
>> syms s; G=uu/(s-~4+10*s~3+35*+8~2+50*+s+24) ; 
Yeresidue(G,s); y=ilaplace(Y); latex(simple(7)) 
则 可 以 最 终 得 出 如 下 的 微分 方程 解析 解 为 


97 133 5 _， (343 ，| 547 本 5 
到 -一 cosl 一 了 一 一 一 人 一 
3) = 世 sin1+ 30 cos1 引 。 十 ( 洲 上 in1 一 550 em) sin (2b+ 麻 十 
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(- 喜 m- 牙 wa]eeeoe+ (全 an- 吕 cl+ 品 )ee+ 


520 520 15 30 12 
_ 51 ，| 445 5 ae 15 ，， 179 85 
人 再 血 1 区 osl+ 中。 + (和 1+ 弄 ws-3 引 。 


若 不 采取 直接 给 出 部 分 分 式 展开 及 Laplace 反 变 换 的 命令 ， 用 前 面 介 绍 的 微分 方程 求解 函数 
dsolve() 也 能 得 出 完全 等 效 的 结果 。 具 体 的 命令 为 
>> syms t; U=exp(-5*t)*cos(2#+t+1)+5; % 定义 输入 函数 
uslaplace(5*diff(u,2)+4*diff(u)+2*u) 负 求 出 并 显示 等 号 右 侧 式 子 
unu = 
87*exp(-5*t)*Ccos(2*+t+1)+92*+exp(-5*+t)*sin(2*t+l1)+10 
>> yl=dsolve([:D47+10*D3y+35*D27+50*D7+24+y=，... 
)87*exp(-5*#t)*cos(2#t+1)+92*exp(-5*+t)*#sin(2+t+1)+102]，，，， 
?7(0)=0:，D7(0)=0，,?D2y7(0)=0:，D3y(0)=0?)3; 
simple(y-y1) 验证 两 种 方法 的 结果 完全 一 至 
ang = 
0 
有 了 微分 方程 的 解析 解 ， 则 可 以 用 ezplot() 函数 直接 绘制 出 该 解 的 曲线 ， 如 图 7-1 所 示 。 可 
见 ，ezplot() 函数 可 以 直接 处 理 得 出 的 解 。 类 似 地 ， 读 者 还 可 以 绘制 出 输入 信号 曲线 。 注 意 ， 这 
里 的 初始 条 件 限 制 了 输出 信号 在 上 = 0 时 刻 的 变化 。 
>> ezplot(y, [0,10]); axis([0,10,0,0.6]) % 手工 调整 坐标 系 范 国 








0 ， ， 


0 2 4 6 8 10 


图 7-1 微分 方程 解 的 曲线 图 


7.1.4 ”特殊 非 线性 微分 方程 的 解析 解 


部 分 非 线性 微分 方程 也 是 可 以 用 dsolve() 函数 求解 析 解 的 ， 这 样 的 方程 描述 方式 和 
前 面 介 绍 的 线性 微分 方程 是 一 致 的 ， 描 述 了 这 样 的 微分 方程 ， 则 可 以 直接 求解 出 微分 方 
程 的 解析 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 非 线性 方程 的 解析 解 求解 ， 同 时 还 将 演示 不 能 求解 的 
例子 。 
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【 例 7-5】 斌 求 出 一 阶 非 线 性 微分 方程 衬 ( 划 = z(H)(1 一 z2(b) 的 解析 解 。 
【求解 】 这 样 简单 的 一 阶 非 线性 方程 可 以 考虑 用 dsolve() 函数 直接 解 出 。 
>> syms 七 x 
x=dsolve(?Dx=x*(1-x~2) 7) 
旺 生 
[ 1/(t+exp(-2*t)*C1)-(1/2)] 
[ -1/(l+exp(-2+t)*C1)~(1/2)] 
即 该 微分 方程 的 解析 解 为 z(t) = 士 I/V1I+ Cie-2。 
其 实 ， 稍 微 改 变 原 微分 方程 ， 例 如 将 等 号 右 侧 加 上 1， 则 可 以 用 下 面 的 语 自 试 解 该 方程 。 读 
者 会 发 现 原始 的 微分 方程 是 没有 解析 解 的 。 
>> syms t xi x=dsolve(Dx=xy(1-x“2)+17) 
Warning: Explicit solution could not be found; implicit solution returned 
> In dsolve at 310 
十 汪 
t+Int(-1/(a-a"3t1),a = ..x)+C1 = 0 
【 例 7-6】 考 虑 著名 的 Van der Pol 方程 


dy 人 
dt2 
试用 dsolve() 函数 求解 它 ， 看 看 能 得 出 什么 结论 。 
【求解 〗 由 前 面 的 讨论 可 见 ， 似 乎 所 有 的 微分 方程 都 可 以 直接 用 MATLAB 语言 提供 的 强大 的 
dsolve() 函数 求解 ， 这 样 很 自然 地 想到 一 般 非 线性 微分 方程 的 解析 解 问题 。 

对 前 面 给 出 的 Van der Pol 方程 ， 用 户 尝试 如 下 的 MATLAB 命令 ， 也 将 得 出 原 微分 方程 无 解 
析 解 的 提示 。 

>> syms 了 mui y=dsolve(;D2y+mus (2-1)*Dy+77) 

y -= 
&where(a,{[diff(b(a),a)*b(a)+mub(a)*a~2-muyb(a)+a= 0，a = y(t)， 
b(a) = diff(y(t),t)，y(t) = a，t = Int(1/b(a),a)+C1]) 

可 见 ， 微 分 方程 解析 解 求 解 函数 usolve() 并 不 能 直接 应 用 于 一 般 非 线性 方程 的 解析 
解 的 求解 。 所 以 非 线 性 微分 方程 只 能 用 数值 解法 去 求解 ， 即 使 看 起 来 很 简单 的 非 线性 微 
分 方程 也 是 没有 解析 解 的 ， 只 有 极 特殊 的 非 线性 微分 方程 解析 可 解 。 下 面 的 内 容 将 集中 
介绍 各 类 非 线性 微分 方程 的 数值 解 方法 。 


+uz 的 -0D 开 国 +yO =0 (CrL6) 
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前 面 介绍 了 微分 方程 的 解析 解 方法 ， 同 时 也 指出 很 多 非 线性 微分 方程 是 不 存在 解析 
解法 的 ， 需 要 使 用 数值 解法 对 之 进行 研究 。 从 本 节 开始 着 重 讨论 基于 MATLAB/Simulink 
语言 的 各 类 微分 方程 的 数值 解 方法 。 
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7.2.1 微分 方程 问题 算法 概述 


一 般 微 分 方程 的 数值 解法 很 大 一 类 是 关于 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 ， 这 类 问题 
需要 用 一 阶 显 式 的 微分 方程 组 来 描述 为 


它 昌 一 了 (bz(b) (7-2.1) 


其 中 ，zT() = [za(b,za(tb…… ,zn(tb)] 称 为 状态 向 量 ， 丘 () = 四 (), 瑚 ,各 ( 让 可 
以 是 任意 非 线性 函数 。 所 谓 初 值 问题 是 指 ， 若 已 知 初 始 状 态 ro = [zi(0),…… ,zn(0)] 7， 用 
数值 求解 方法 求 出 在 某 个 时 间 区 间 t e [0,t7] 内 各 个 时 刻 状 态 变量 =(t) 的 数值 ， 这 里 杂 又 
称 为 终止 时 间 。 
7.2.1.1 ”微分 方程 求解 的 误差 与 步 长 问题 

对 多 元 非 线性 常 微 分 方程 初 值 问 题 来 说 ，Euler 算法 是 最 直观 的 一 类 求解 算法 。 虽 然 
该 算法 比较 简单 ， 但 理解 该 算法 对 理解 其 他 复杂 的 微分 方程 算法 是 很 有 帮助 的 ， 故 这 里 
将 以 Euler 算法 为 例 介绍 微分 方程 初 值 问题 的 数值 算法 。 

假设 已 知 在 to 时 刻 系统 状态 向 量 的 值 为 =(to)， 若 选择 一 个 很 小 的 计算 步 长 h， 则 可 
以 将 微分 方程 左 侧 的 导数 近似 为 (z(to 十 门 - z(to))/(to + 户 一 如 )， 代 入 微分 方程 则 可 以 
解 出 在 to 十 户 时 刻 方程 的 近似 解 为 


人 (如 十 站 一 z(to) + hf(toz(to)) (7-22) 


更 严格 地 ， 因 为 这 样 的 近似 解 是 存在 误差 的 ， 所 以 可 以 写 出 在 如 + 刀 时 刻 系统 状态 
向 量 的 值 为 
z(to 十 门 = 人 (to 十 站 + Fo = zo+hf(tzo)+Ro (7-2-3) 


简 记 zi = z( 如 十 门 ， 则 2 = 写 (to 十 站 为 系统 状态 向 量 在 如 十 疡 时 刻 的 近似 值 ， 亦 即 
数值 解 。 可 见 ，Reo 为 数值 解 的 伟人 误差 。 在 实际 解法 中 为 简单 起 见 ， 经 常 可 以 舍弃 ` 记 
号 ， 而 将 数值 解 直接 记 为 rl。 
一 般 地 ， 假 设 已 知 在 大 时 刻 系统 的 状态 向 量 为 mk， 则 在 k 十 九 时 刻 Euler 算法 的 数 
值 解 可 以 写成 
Zk+1 一 ZK 十 刀 了 (zk) (7-2-4) 


这 样 ， 用 和 迭代 的 方法 可 以 由 给 定 的 初 值 问题 逐步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 te [0,7] 内 
各 个 时 刻 如 十 儿 t 如 + 2h,… 处 的 原 问题 数值 解 。 

提高 数值 解 精度 的 一 种 方法 是 减 小 步 长 h 的 值 。 然 而 ， 并 不 能 无 限制 地 减 小 六 的 
值 ， 这 主要 有 两 个 原因 : 

CD 减 慢 计 算 速度 “因为 对 选 定 的 求解 时 间 而 言 ， 减 小 步 长 就 意味 着 增加 在 这 个 时 间 
段 内 的 计算 点 数目 ， 故 计算 速度 减 慢 。 

@@ 增加 累积 误差 ”因为 不 论 选择 多 小 的 步 长 ， 所 得 出 的 数值 解 都 将 有 一 个 伟人 误差 ， 
减 小 计算 步 长 则 将 增加 计算 的 次 数 ， 从 而 使 得 整个 计算 过 程 的 伟人 误差 的 琶 加 和 传递 次 
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数 增 多 ， 产 生 较 大 的 累积 误差 。 舍 人 误差 、 累 积 误差 和 总 误差 关系 的 示意 图 如 图 7-2 (a) 
所 示 。 

所 以 在 对 微分 方程 求解 过 程 中 ， 应 采取 下 列 措施 : 

@D 选择 适当 的 步 长 采用 像 Euler 法 这 样 简单 的 算法 时 ， 应 适当 地 选择 步 长 ， 既 不 能 
太 大 ， 又 不 能 太 小 。 

@@ 改进 近似 算法 精度 ”由 于 Euler 算法 只 是 将 原 积分 问题 进行 梯形 的 近似 ， 其 近似 精 
度 很 低 ， 从 而 不 能 很 有 效 地 逼近 原始 问题 。 可 以 用 各 种 更 精确 的 插值 方法 来 取代 Euler 算 
法 ， 从 而 改进 运算 精度 。 比 较 成 功 的 是 RungeKutta 法 、Adams 法 等 。 

@@ 采用 变 步 长 方法 前面 提 及 “适当 ”地 选择 步 长 ， 这 本 身 就 是 个 模糊 的 概念 ， 如 
何 适 当地 选择 步 长 取决 于 经 验 。 事 实 上 ， 很 多 种 方法 都 允许 变 步 长 的 求解 ， 如 果 误 差 较 
小 时 ， 可 自动 地 增 大 步 长 ， 而 误差 较 大 时 再 自动 减 小 步 长 ， 从 而 精确 、 有 效 地 求解 给 出 
的 常 微 分 方程 初 值 问 题 。 

一 般 变 步 长 算法 的 原理 如 图 7-2 (b) 所 示 。 已 知 妆 时 刻 的 状态 变量 zk， 则 先 在 某 步 
长 户 下 计算 出 大 十 六 时 刻 的 状态 变量 二 +1。 另 外 ， 将 步 长 变 成 原来 步 长 的 一 半 ， 分 两 步 
从 zk 计算 出 大 十 尹 时 刻 的 状态 变量 2k+1。 如 果 两 种 运算 步 长 下 的 误差 e = | 侈 b+1 一 也 k+i 
小 于 给 定 的 误差 限 ， 则 可 以 采用 该 步 长 或 适当 增 大 步 长 ， 如 果 误 差 大 ， 则 进一步 减 小 步 
长 。 自 适应 变 步 长 算法 可 以 较 好 地 解决 计算 速度 问题 ， 另 外 能 保证 计算 的 精度 。 





计算 一 步 求 解 结果 吉 +1 

族 Ta) 
步 求解 结果 你 k+1 

会 人 误差 
总 的 误差 
累计 误差 1 
步 长 司 t+ t 十 h 了 
(a) 误差 示意 图 (b) 变 步 长 示意 图 
图 7-2 误差 及 步 长 


7.2.2 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算法 及 MATLAB 实现 


四 阶 定 步 长 的 Runge-Kutta 算法 是 传统 数值 分 析 课 程 和 系统 仿真 课程 中 经 常 介绍 的 
算法 ， 被 认为 是 求解 微分 方程 的 一 种 有 效 的 方法 ， 该 算法 结构 很 简单 ， 可 以 先 定义 如 下 4 
个 附加 向 量 ， 

和 = htkzk) 


大 大 
ka = jh 了 人 十 可 mk 十 色 ) 

天 大: 
ks 一 了 (e+ 外 me+ 学 ) 


js 一 hf( 基 十 刀 zk 十 js) 


(7-2.5) 
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其 中 , /为 计算 步 长 ， 在 实际 应 用 中 该 步 长 是 一 个 常数 ， 这 样 由 四 阶 Runge-Kutta 算法 
可 以 求解 出 下 一 个 步 长 的 状态 变量 值 为 


1 
DTk+1 一 ZK 十 (kbl 十 2K2 十 2ks 十 ja) (7-2-6) 


这 样 ， 用 迭代 的 方法 由 给 定 的 初 值 问题 逐步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 te [to, 妇 ] 内 各 个 
时 刻 如 十 久 如 二 2h,… 处 的 原 问题 数值 解 。 
有 了 上 面 的 数学 算法 ， 则 可 以 用 MATLAB 语言 容易 地 编写 出 该 算法 的 郴 数 如 下 : 


function [tout,yout]=rk_4(odefile,tspan,y0) 
t0=tspan(1); th=tspan(2); 
if length(tspan)<=3，h=tspan(3); 
else，h=tspan(2)-tspan(1); th=tspan(2) ; end 
tout=[t0:h:th]'; yout=[]; 
for t=tout， 
kl=h*eval([odefile '(t,y0)]); 
2=hyeval([odefile '(t+h/2,yO+0.5*kl)?]); 
Kk3=hyeval([odefile (t+h/2,y0+0.5*k2)?]); 
k4=h*eval([odefile ;(t+h,yO+k3)?]); 
yO=y0+ (k1+2*#k2+2*k3+k4)/6; 
yout=[yout; 707]; 
end 
其 中 ，tspan 可 以 有 两 种 构成 方法 ， 第 一 种 方法 可 以 是 一 个 等 间距 的 时 间 向 量 ; 第 
二 种 方法 是 tapan=[to，i， 门 ， 其 中 , 如 和 h 为 计算 的 初始 和 终止 值 ，h 为 计算 步 
长 ，odefile 是 一 个 字符 串 变量 ， 为 表示 微分 方程 的 文件 名 ，yo 是 初 值 列 向 量 。 函 数 调 
用 完成 后 ， 时 间 向 量 与 各 个 时 刻 状 态 变量 构成 的 矩阵 分 别 由 tout 和 yout 返回 。 
该 算法 看 似 简单 ， 然 而 从 求解 数值 问题 的 效果 看 ， 该 算法 不 是 一 个 较 好 的 方法 ， 故 
一 般 不 使 用 该 方法 ， 后 面 将 通过 例子 演示 微分 方程 求解 方法 ， 并 和 现成 的 MATLAB 函数 
进行 对 比分 析 。 


7.2.3 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 
7.2.3.1 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 算法 

德国 学 者 Felhberg 对 传统 的 Runge-Kutta 方法 进行 了 改进 四， 在 每 一 个 计算 步 长 内 
对 刻 (.) 函数 进行 6 次 求 值 ， 以 保证 更 高 的 精度 和 数值 稳定 性 ， 该 算法 又 称 为 四 阶 五 级 
FRK 算法 。 假 设 当前 的 步 长 为 太 ， 则 可 以 定义 下 面 的 6 个 ka 变量 : 


4 
一 hk 了 ( tom+ 吕 am ,1 一 12… 6 (7-2-7) 


和 1 
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式 中 ,大 为 当前 计算 时 刻 ， 中 间 参 数 ai, 65 及 其 他 参数 由 表 7-1 给 出 ， 其 中 ，ai, gj 参 
数 对 又 称 为 Dormand-Prince 对 。 这 时 下 一 步 的 状态 向 量 可 以 由 下 式 求 出 。 


6 
mk+l 一 mk 十 》 Tik (7-2-8) 


气 
表 7-1 四 阶 五 级 RKF 算法 系数 表 


全 5 从 向 
16/135 25/216 
0 0 
6656/12825 | 1408/2565 
28561/56430 | 2197/4104 
-9/50 -1/5 
2/55 0 












3/32 9/32 
1932/2197 。 -7200/2197 。 7296/2197 

439/216 -8 3680/513 -845/4104 
-8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -11/40 















当然 ， 直 接 采 用 这 一 方法 为 定 步 长 的 方法 。 在 实际 问题 中 往往 希望 在 一 些 情况 下 (如 
解 变化 很 快 时 ) 采用 较 小 的 步 长 ， 而 在 另 一 些 情 况 下 (如 解 的 变化 很 缓慢 时 ) 采用 较 大 的 
步 长 ， 这 样 做 既 可 以 保证 较 高 的 精度 ， 又 可 以 保证 较 高 的 运算 速度 。 在 此 算法 中 ， 定 义 


一 个 误差 向 量 ee = 》 (和 一 从)Ka， 可 以 由 它 的 大 小 来 变换 计算 步 长 ， 所 以 这 种 能 自动 变 


1 

换 步 长 的 方法 又 称 为 自 适应 变 步 长 方法 。 

定 步 长 算法 相当 于 用 开 环 控制 的 思想 求解 微分 方程 ， 选 定 步 长 后 将 不 考虑 计算 是 不 
是 有 误差 ， 也 不 考虑 误差 是 否 能 被 接受 ,一味 采用 单一 步 长 计算 全 程 。 而 变 步 长 算法 则 
是 采用 由 误差 作为 监测 指标 的 闭环 控制 思想 ， 在 计算 过 程 中 修正 步 长 ， 使 得 预期 的 计算 
精度 得 以 保证 ， 同 时 由 于 采用 定 步 长 思想 ， 所 以 大 部 分 问题 的 求解 时 间 将 明显 缩短 ， 因 
为 在 计算 过 程 中 在 保证 计算 精度 的 前 提 下 也 允许 大 步 长 。 
7.2.3.2 ”基于 MATLAB 的 微分 方程 求解 函数 

MATLAB 下 求解 一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 数值 解 的 最 常用 的 方法 是 ode45() 函数 ， 
该 函数 实现 了 前 面 介绍 的 变 步 长 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 算法 ， 可 以 采用 变 步 长 
的 漠 注 本 解 统 人 和 。 该 函数 的 调用 格式 为 








其 中 ， 微 分 方程 应 该 用 MATLAB 函数 Fun 或 inline() 函数 按 指定 的 格式 描述 ， 有 关 该 
函数 的 编写 方法 后 面 将 通过 例子 专门 介绍 ，[to, 女 ] 描述 微分 方程 求解 的 区 间 ， 如 果 只 给 出 
一 个 值 好 则 表示 初始 时 刻 为 t = 0， 终 止 时 刻 为 苹 的 问题 求解 。 为 使 得 微分 方程 能 够 求 
解 ， 还 应 该 已 知 初 值 问题 的 初始 状态 变量 =o。 另 外 ， 该 函数 还 允许 好 :< 如 ， 即 可 以 认为 
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加 为 终 值 时 刻 ，ty 为 初始 时 刻 ， 故 ro 表示 状态 变量 的 终 值 ， 故 该 函数 可 以 直接 求解 终 值 
问题 。 

求解 一 阶 显 式微 分 方程 组 的 关键 是 用 MATLAB 语言 编写 一 个 函数 ， 描 述 需要 求解 的 
微分 方程 组 。 该 函数 的 人 口 应 该 为 






其 中 , 上 是 时 使 需要 求解 的 微分 方程 不 是 时 变 的 ， 也 需要 给 出 t 占 
位 ， 和 否则 MATLAB 在 变量 传递 过 程 中 将 出 现 问题 。 变 量 = 为 状态 向 量 ， 返 回 的 zd 为 状 
态 向 量 的 导数 。flag 一 般 用 来 控制 求解 过 程 ， 可 以 用 其 给 初始 状态 赋值 。 

在 微分 方程 求解 中 有 时 需要 对 求解 算法 及 控制 条 件 进行 进一步 设置 ， 这 可 以 通过 求 
解 过 程 中 的 options 变量 进行 修改 。 初 始 options 变量 可 以 通过 odeset() 函数 获取 ， 
该 变量 是 一 个 结构 体 变量 ， 其 中 有 众多 成 员 变量 ， 表 7-2 中 列 出 了 常用 的 一 些 成 员 变 量 。 


表 7-2 常 微分 方程 求解 函数 的 控制 参数 表 


参数 说 明 
为 相对 误差 容许 上 限 ， 默 认 值 为 0.001 ( 即 0.1% 的 相对 误差 )， 在 一 些 特殊 的 微分 方程 求解 中 ， 为 了 保 
证 较 高 的 精度 ， 还 应 该 再 适当 减 小 该 值 
为 一 个 向 量 ， 其 分 量 表示 每 个 状态 变量 允许 的 绝对 误差 ， 其 默认 值 为 10-5。 当 然 可 以 自由 设置 其 值 ， 
以 改变 求解 精度 
为 求解 方程 最 大 允许 的 步 长 
Mass 微分 代数 方程 中 的 质量 矩阵 ， 可 用 于 描述 微分 代数 方程 
Jacobian | 为 描述 Jacobi 矩阵 函数 9 了 /6m 的 函数 名 ， 如 果 已 知 该 Jacobi 和 矩阵， 则 能 加 速 仿真 过 程 


参数 名 
RelTol 





AbaTol 


MaxStep 


修改 该 变量 有 两 种 方式 ， 其 一 是 用 odeset () 函数 设置 ， 其 二 是 直接 修改 options 的 
成 员 变量 。 例 如 ， 若 想 将 差 设置 成 较 小 的 10-7， 则 需要 给 出 







在 实际 求解 过 程 中 么 党 需要 定 又 一 些 卫 而 寡 数 ， 过 此 参数 币 Dj 表示 ， 在 
编写 方 和 数 时 也 应 该 一 对 应 地 写 出 ， 在 这 各 调用 本 式 下 还 应 访 使 用 生变 量 上 位 
后 面 将 通过 例子 详细 介绍 相关 的 调用 格式 。 


【 例 7-7】 假 设 著名 的 Lorenz 模型 的 状态 方程 表示 为 


专 


和 的 = -Bri 折 十 za(tjza 人 的 
加 人 = -pzz 人 十 pza( 
吉 ( = zitjza(t) 十 czz 的 一 za 的 


其 中 ， 设 B= 8/3,p=10,o = 28。 若 令 其 初 值 为 zi(0) 一 zz(0) = 0, zs(0) 一 e， 而 e 为 机 器 上 可 
以 识别 的 小 常数 ， 如 取 一 个 很 小 的 正 数 e = 10-10， 试 求解 该 微分 方程 组 。 
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【求解 〗 该 方程 是 非 线性 微分 方程 ， 所 以 不 存在 解析 解 ， 只 能 用 数值 解法 求解 。 若 想 用 数值 算法 
求解 该 徽 分 方程 ， 可 以 按 下 面 的 格式 编写 出 一 个 MATLAB 函数 1orenzeq. 来 描述 系统 的 动态 模 
型 。 其 内 容 为 
function xdot = lorenzeq(t,x) 
xdot=[-8/3*x(1)+Xx(2)*Xx(3); 
-10*Xx(2)+10*x(3) 
-x(1)*x(2)+28+x(2)-x(3)]; 
这 时 ， 可 以 调用 微分 方程 数值 解 ocde45() 函数 对 lorenzeq() 函数 描述 的 系统 进行 数值 求 
解 ， 并 将 结果 进行 图 形 显示 。 
>> t_-final=100; x0=[0;0;le-10]; 
[t,x]=ode45(,lorenzeq,[0,t_final] ,x0);plot(t,x)， 
figure;i % 打开 新 图 形 窗口 
plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3)); 
axis([10 42 -20 20 -20 25]); 多 根据 实际 数值 手动 设置 坐标 系 
其 中 ，t_final 为 设 定 的 仿真 终止 时 间 ，x0 为 初始 状态 。 第 一 个 绘图 命令 绘制 出 系统 的 各 个 状态 
和 时 间 关 系 的 二 维 曲线 图 ， 如 图 7-3 (a) 所 示 。 第 个 绘图 命令 可 以 绘制 出 三 个 状态 的 相 空 间 曲 
线 ， 如 图 7-3 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 看 似 很 复杂 的 三 元 一 阶 常 微 分 方程 组 的 数值 解 问题 由 几 条 简单 
直观 的 MATLAB 语句 就 求解 出 来 了 。 此 外 ， 用 MATLAB 语言 还 可 以 轻易 、 直 观 地 将 结果 用 可 
视 化 方式 直接 显示 出 来 ， 这 就 是 选择 MATILAB 语言 作为 本 书 主要 语言 的 原因 。 

















2 人 加 加 -0 
(a) 状态 变量 的 时 间 响 应 图 (b) 相 空间 三 维 图 
图 73 Lorenz 方程 的 仿真 结果 图 示 


其 实 ， 观 察 相 空间 轨迹 走行 的 最 好 方法 是 采用 comet3() 函 教 绘制 动画 式 的 轨迹 ， 故 可 将 最 
后 一 个 语 自 改 成 comet3(x(:,1),x(:,2),x(:，3))。 

从 前 面 的 微分 方程 求解 实例 看 ， 如 果 能 建立 一 个 描述 微分 方程 组 的 MATLAB 函数 
或 inline() 函数 ， 则 调用 ode45() 可 以 立即 解 出 方程 的 解析 解 。 可 以 看 出 ， 编 写 一 个 
MATLAB 函数 来 描述 微分 方程 是 常 微分 方程 初 值 问题 数值 求解 的 关键 。 
【 例 7-8】 考虑 例 7-7 中 给 出 的 Lorenz 方程 ， 试 用 inline() 函 教 描述 该 方程 ， 并 求 出 该 微分 方程 
的 数值 解 ， 与 前 面 的 结果 进行 比较 
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【求解 】 可 以 用 lorenzeq() 函数 或 用 下 面 的 语 身 直 接 定义 该 方程 。 
>> fl=inline([:[-8/3*x(1)+x(2)*x(3); -10+x(2)+10+x(3)37，... 
?-x(1)*x(2)+28+x(2)-x(3)] 1] tx) 
其 中 ，f1 为 生成 的 函数 名 ， 可 以 用 ode45() 这 类 微分 方程 求解 函 教 直接 调用 。 这 里 自 变量 仍 为 志 
和 邓 ， 微 分 方程 的 函 教 内 容 一 行 显示 不 下 ， 故 将 其 拆 成 两 行星 示 。 定 义 了 投 分 方程 模型 ， 就 可 以 
通过 下 面 的 语句 求解 这 个 微分 方程 了 。 采 用 下 面 的 命令 ， 将 得 出 与 例 7-7 完全 一 致 的 结果 。 
>> t_final=100; x0=[0;0;le-10]; [t,x]=ode45(fl,[0,t_final] ,x0); 
Plot(t,x) ，figurei 
plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3)); axis([10 42 -20 20 -20 25]); 


7.2.3.3 MATLAB 下 带 有 附加 参数 的 微分 方程 求解 


在 基于 MATLAB 语言 的 微分 方程 求解 中 ， 引 入 附加 参数 的 目的 是 ， 若 微分 方程 的 某 
些 参数 可 以 选择 不 同 的 值 ， 对 不 同 值 求解 时 考虑 附加 参数 可 以 避免 每 次 修改 模型 文件 。 
例如 ， 例 7-7 中 给 出 的 Lorenz 方程 中 ，pB, p,c 可 以 看 成 附加 参数 ， 这 样 在 表示 它们 的 变 
化 时 ， 无 需 修改 描述 原始 微分 方程 的 MATLAB 函数 ， 而 只 需 在 调用 微分 方程 求解 时 从 外 
部 修改 它们 的 参数 即 可 。 

【 例 7-9】 试 编写 带 有 附加 参数 的 MATLAB 函数 来 描述 例 7-7 中 的 Lorenz 方程 ， 并 利用 该 函数 研 
究 分 别 求解 在 该 例 中 给 定 参数 下 和 一 组 新 参数 感 = 2,p = 5,a = 20 下 Lorenz 方程 的 数值 解 。 
【求解 】 选 定 附加 参数 为 B,p,a， 根 据 上 述 的 微分 方程 描述 格式 ， 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函 
数 ， 来 描述 给 出 的 常 微分 方程 组 。 
function xdot=lorenzl(t,x,flag,beta,rho,sigma) 
xdot=[-betayx(1)+x(2)*x(3); 
-rho*x(2)+rhoyx(3); 
-x(1)*x(2)+sigma*yx(2)-x(3)]; 
注意 ， 这 里 的 flag 变量 不 能 省 略 ， 用 于 占 位 。 这 样 求解 微分 方程 的 语句 可 以 类 似 地 修改 为 
>> t_finals100; x0=[0;0;1e-10] ; 
bl=8/3; rl=10; sl=28; % 并 不 要 求 变量 名 必须 是 beta 等 
[t,x]=ode45(;1orenzl,[0,t_-final] ,x0,[],bl,rl,sl); 
Plot(t,x) ， 
figurei plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3)); axis([10 42 -20 20 -20 25]); 
从 上 面 的 调用 格式 可 以 看 出 ， 调 用 函 教 时 无 需 使 用 和 函数 本 身 完全 一 致 的 变量 名 ， 只 要 对 应 关系 
正确 就 可 以 了 。 另 外 ， 在 options 的 位 置 上 给 出 了 空 短 阵 [] ， 表 示 不 需要 修改 控制 选项 。 

有 了 带 有 附加 参数 的 微分 方程 M 函数 后 ， 就 可 以 在 其 他 的 参数 值 B, pc 下 求解 微分 方程 ， 而 
无 需 改 变 lorenzl.m 文件 。 例 如 ， 若 选择 B= 1p=5o = 一 20， 则 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 数值 
解 ， 这 样 将 分 别 得 出 如 图 7-4 (a)、 图 7-4 (b) 所 示 的 二 维和 三 维 图 形 。 

>> t_final=100; x0=[0;0;1e-10] ; 
b2=2; r2=5; s2=20; 
[t2,x2]=ode45(，1orenzl',[0,t_final] ,x0,[],b2,r2,s2); 
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0 20 40 @0 80 100 -20 0 
(a) 状态 变量 的 时 间 响 应 图 (b) 相 空 间 三 维 图 
7-4 新 参数 下 Lorenz 方程 的 仿真 结果 图 示 


Plot(t2,x2) ， 
figure; plot3(x2(: ,1),x2(:,2),x2(:,3)); axigs([0 72 -20 22 -35 40]); 
inline() 函数 同样 也 可 以 支持 带 有 附加 变量 的 微分 方程 描 术 方式。 例如， 前面 用 MATLAB 
函数 形式 表示 的 1orenzl() 文件 可 以 用 inline() 函数 描述 成 
>> f2=inline(['[-betayrx(1)+x(2)*x(3); -rhoyx(2)+rhoyrx(3);，... 
?-x(1)*x(2)+sigmasx(2)-x(3)] )] tx，)fl1ag)，beta; ,rhoy，)sigmay); 
注意 ，flag 变量 是 不 能 省 略 的 。 这 时 ， 相 应 的 求解 语 身 为 
>> t-final=100; x0=[0;0;1e-10] ; 
b2-2; r2-5; s2=20; 
[t2,x2]=ode45(f2, [0,t_final] ,x0,[] ,b2,r2,s2); 
plot(t2,x2) ， 
figure; plot3(x2(:,1),x2(:,2),x2(:,3)); axis([0 72 -20 22 -35 40]); 
而 得 出 的 结果 与 图 7-4 (a)、 图 7-4 (b) 完全 一 致 。 可 见 ， 这 样 处 理 的 好 处 是 不 必 有 再 编写 一 个 
MATLAB 函数 来 描述 Lorenz 微分 方程 了 ， 直 接 用 MATLAEB 命 今 就 可 以 得 出 结果 。 


7.2.4 微分 方程 转换 


由 前 面 介绍 的 微分 方程 求解 函数 和 微分 方程 标准 型 可 见 ， 如 果 常 微分 方程 由 一 个 或 
多 个 高 阶 常 微分 方程 给 出 ， 要 得 出 该 方程 的 数值 解 ， 则 应 该 先 将 该 方程 变换 成 一 阶 常 微 
分 方程 组 。 这 里 将 分 两 种 情况 加 以 考虑 。 
7.2.4.1 “单个 高 阶 常 微分 方程 处 理 方法 


假设 一 个 高 阶 常 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
3 = 7 为 放 0) (7-2-9) 


且 已 知 输出 变量 y(b) 的 各 阶 导数 初始 值 为 W(0),g(0)…… ,gm-D(0)， 则 可 以 选择 一 组 状态 
变量 zl = hza = 如 … ,zn = 0)， 这 样 ， 就 可 以 将 原 高 阶 常 微分 方程 模型 变换 成 下 面 
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的 一 阶 方程 组 形式 
21 三 Z2 


了 2 一 Z3 
(7-2-10) 


加 二 二 zZlz2 Zn) 


且 初 值 zl(0) = y(0),zz(0) = (0)，… ,zn(0) = yo-5(0)。 这 样 ， 变 换 以 后 可 以 直接 求 取 
原 方程 的 数值 解 了 。 
【 例 7-10】 已 知 y(0) = -0.2,8(0) = 一 0.7， 试 用 数值 方法 求 出 的 Van der Pol 方程 的 解 。 


六 +A(2 一 + 一 0 


【求解 】 例 7-6 中 已 经 演示 过 ， 该 方程 没有 解析 解 ， 所 以 不 能 用 解析 方法 求解 该 方程 ， 只 有 依靠 
数值 解法 了 。 因 为 该 方程 不 是 由 MATLAB 直接 可 解 的 一 阶 显 式微 分 方程 组 给 出 的 ， 所 以 需要 对 
该 方程 进行 变换 。 选 择 状态 变量 zl = yz2 一 六 ， 则 原 方程 可 以 变换 成 


{ 他 1 一 Z2 
知 一 一 K( 呈 一 D)72 一 2 
这 里 的 作 是 一 个 可 变 参 数 ， 如 果 对 每 一 个 要 研究 的 内 值 都 编写 一 个 函数 则 显得 不 方便 ， 所 以 应 该 
采用 附加 参数 的 概念 将 /的 值 传 给 该 函数 ， 这 样 可 以 如 下 写 出 描述 此 模型 的 M 函数 为 
function y=vdp_eq(t,x,flag,mu) 
y=[x(2); 
-mu (x(1)~2-1)*x(2)-x(1)]; 
可 见 ， 在 函数 定义 时 多 了 一 个 mu 项 ， 该 项 应 该 在 ode45() 函数 调用 时 传 给 vdp-eq() 函数 。 
假定 初 值 为 了 = [一 0.2, 一 0.7jT， 则 最 终 的 求解 函数 格式 为 
>> x0=[-0.2; -0.7]; t_final=20; 
mu=1; [tli,y1i]=ode45(vdp_eq:',[0,t_-final] ,x0,[] ,mu); 
mu=2; [t2,y2]=ode45(;vdp_eq',[0,t-final] ,x0,[] ,mu); 
Plot(tl,y1,t2,72，:7) 
figure;i plot(y1(:,1),y1(:，2),72(: ,1) ,72(:，2)，: 7) 
这 样 ， 在 户 一 卫 2 时 的 时 间 响 应 曲线 和 相 平面 曲线 分 别 如 图 7-5 (aj、 图 7-5 (b) 所 示 。 
注意 ， 在 定义 函数 时 应 该 有 个 flag 变量 ， 其 作用 是 用 来 指定 初 值 的 。 即 使 初 值 不 用 指定 ， 
也 必须 有 该 变量 占 位 。 调 用 函数 ode45() 时 也 应 该 给 出 选项 变量 占 位 。 在 ode45() 调用 命令 中 的 
附加 变量 个 数 应 该 和 方程 M 函数 中 的 附加 参数 个 数 完全 对 应 ， 否 则 将 出 现 错误 结果 。 
改变 彤 的 值 ， 令 情 = 1000， 并 设 仿真 终止 时 间 为 3000， 则 可 以 采用 下 面 的 命令 求解 相应 的 
Van der Pol 方程 。 
>> x0=[2;0] ; t_final=3000; 
mu=1000; [t,y]=ode45()vdp_eq;,[0,t_final] ,x0,[] ,mu); 
经 过 长 时 间 的 等 待 ， 发 现 得 出 下 面 的 错误 信息 : 
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0 5 10 15 20 一 -2 -1 0 1 2 3 
(a) 不 同 六 下 的 时 间 响 应 曲线 (《b) 相 平面 曲线 
图 7-5 不 同上 值 下 Van der Pol 方程 解 


??? Error using ==> vertcat 

Out of memory. Type HELP MEMORY for your options 

Error in ==> c:Nmatlab7\toolbox\vmatlab\funfun\ode45 . 严 

On line 392 ==> yout = [yout; zeros(chunk,neq)]; 

事实 上 ， 由 于 变 步 长 所 采用 的 步 长 过 小 ， 而 要 求 的 仿真 终止 时 间 比 较 大 ， 导 致 丛 出 的 3 给 阵 
过 大 ， 超 出 了 计算 机 存储 空间 的 容 限 。 所 以 ， 这 个 问题 不 适合 采用 ode45() 来 求解 ， 后 面 将 采用 
刚性 方程 求解 的 算法 来 解决 这 个 问题 。 
7.2.4.2 ”高 阶 常 微分 方程 组 的 变换 方法 

这 里 以 两 个 高 阶 微分 方程 构成 的 微分 方程 组 为 例 介绍 如 何 将 之 变换 成 一 个 一 阶 显 式 
常 微分 方程 组 。 如 果 可 以 显 式 地 将 两 个 方程 写成 


zm) = 所 mi2 Zn 1， 
8 = gb 


-0D) 





(7-2-11) 





yo-D) 
则 仍旧 可 以 选择 状态 变量 zl = ziza = 部 zm = Zn DTzm+l 一 妨 Zmt2 一 加， 
zmtn = go-0， 这 样 就 可 以 将 原 方程 变换 成 


1 一 Z2 


mn 一 了 (zl1z2 mm) (7-2-12) 
m+l 一 Zm+2 


mtHn 三 g(bzl72Zm+Hn) 


再 对 初 值 进行 相应 的 变换 ， 就 可 以 得 出 所 期 望 的 一 阶 微分 方程 组 了 。 下 面 将 通过 一 个 例 
子 演示 常 微分 方程 组 的 转换 与 求解 。 
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【 例 7-11】 已 知 Apollo 卫星 的 运动 轨迹 (z,g) 满足 下 面 的 方程 
本 + 由 AZz- 瑚 ) 
羡 一 28 十 并 RE 站 = 一 2 十 3 一 








其 中 , 彤 = 1/82.45, 帮 = 1 一 司 ma = VC++ 风 十 好 ,ra = Vz 一 由 和 十 妇 ， 试 在 初 值 z(0) 一 
12, (0) = 0, y(0) = 0, 8(0) = -1.04935751 下 进行 求解 ， 并 绘制 出 Apollo 位 置 的 (z,y) 轨迹 。 
【求解 】 选择 一 组 状态 变量 zl = ZizZ2 一 十 3 一 i 4 一 六 这 样 就 可 以 得 出 一 阶 常 微分 方程 组 为 


人 一 72 


各 =2z4+2Z1 一 人 (zi 十 和/ 吗 一 Ac 一 )/ 叶 
它 IT4 





2 = 一 2zz + zs 一 后 zs/ 虽 一 Hzs/ 吐 





式 申 mi = Wai 十 各 十 殉 ,m= Wai 一刀 )2 十 焉 ， 且 = 1182.45, 必 一 1 一人 

有 了 数学 模型 描述 ， 则 可 以 立即 写 出 其 相应 的 MATLAB 函数 如 下 : 

function dx=apolloeq(t,x) 
mu=1/82.45; mul=1-mu; 
rl=sqrt((x(1)+mu)~2+x(3)“2); r2=sqrt((x(1)-mul) “2+x(3) 2) 
dx=[x(2); 
2*x(4)+x(1)-muly(x(1)+mu)/rli“3-mu#y(x(1)-mul)/r2-3; 
X(4); 
-2+x(2)+x(3) -dal#x(3)/rl1`3-musx(3)/r2“3] ; 
调用 ode45() 函数 可 以 求 出 该 方程 的 数值 解 为 
>> x0=[1.2; 0; 0; -1.04935751] ; 
tic，[t,y]=ode45(;apolloeq,[0,20] ,x0); toc 
length(t)，Plot(y(:,1) ,7(:,3)) 
Elapsed time is 0.330000 seconds . 
ang = 
689 
得 出 的 轨迹 如 图 7-6 (a) 所 示 。 

其 实 ， 这 样 直 接 得 出 的 Apollo 轨道 是 不 正确 的 ， 因 为 这 时 ode45() 函 教 选 择 的 加 认 精 度 控制 
RelTol 设置 得 太 大 ， 从 而 导致 较 高 的 误差 传递 。 可 以 减 小 该 值 ， 直 至 减 小 到 0.000001， 使 用 下 面 
的 语句 进行 仿真 研究 。 

>> options=odeset; options.RelTol=le-6; 
tic，ft1,y1]=ode45(;apolloeqy,[0,20] ,x0,options)i toc 
length(t1)，plot(y1(:,1) ,71(:,3)) ， 
Elapsed time is 0.701000 seconds . 
Bang 王 
1873 
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将 得 出 的 轨迹 如 图 7-6 (b) 所 示 。 可 见 ， 在 新 的 黑 认 精度 下 结果 是 完全 不 同 的 。 这 时 ， 再 进 一 
步 减 小 精度 控制 误差 限 也 不 会 有 太 大 的 改进 了 。 所 以 在 仿真 结束 后 有 时 有 必要 减 小 精度 误差 限 
RelTol， 看 看 得 出 的 结果 是 否 还 相同 ， 依 此 判定 这 样 选择 的 精度 要 求 是 否 合适 ， 否 则 对 求解 结果 
是 否 正 确 没 有 把 握 。 




















08 08 
06 06 
04 04 
02 02 
0 0 
-02 -02 
-04 -04 
-06 -06 
3 -1 -05 0 05 开 1 5 四 05 0 05 1 135 
(a) 默认 控制 参数 下 的 仿真 结果 (错误 结果 ) (b) 改变 精度 设置 后 的 结果 


图 7-6 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨迹 图 


用 下 面 的 MATLAB 命令 还 求 出 求解 全 程 所 采用 的 最 小 步 长 ， 并 可 以 绘制 出 计算 步 长 的 曲 
线 ， 如 图 7-7 所 示 。 





1005 





0 5 10 1 20 


图 7-7 仿真 过 程 中 的 计算 步 长 





>> min(diff(t1)) 
ang = 
1.892665624865231e-004 

>> plot(t1(1:end-1) ,dift(t1)) 
从 得 出 的 图 形 可 以 看 出 变 步 长 算法 的 意义 ， 即 在 需要 小 步 长 时 取 小 步 长 ， 而 变换 缓慢 时 取 大 步 长 
计算 ， 这 样 就 可 以 保证 以 高 效率 求解 方程 。 

由 给 出 的 计算 步 长 图 可 以 看 出 ， 部 分 时 间 段 用 了 大 于 0.04 的 步 长 ， 这 时 一 般 定 步 长 计算 问题 

求解 中 不 敢 用 的 大 步 长 。 为 了 保证 某 些 具体 时 间 点 上 的 计算 精度 ， 还 会 自动 采用 2 x 10- 的 小 步 
长 。 换 言 之 ， 在 这些 点 上 如 果 采 用 比 该 值 大 的 步 长 ， 则 计算 误差 就 不 能 保证 在 10-“ 之 下 。 考 虑 定 
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步 长 计算 的 方式 ， 如 果 想 保证 10-5 之 下 的 误差 ， 全 程 选择 的 步 长 就 应 该 是 这 样 的 值 ， 这 样 计算 的 
点 就 要 达到 105 个 ， 是 这 里 变 步 长 算法 的 56 售 。 
【 例 7-12 】 试 用 定 步 长 的 四 阶 Runge-Kutta 算法 求解 Apollo 微分 方程 方程 。 
【求解 〗】 用 定 步 长 的 方法 求解 微分 方程 将 面临 两 个 问题 : 0 如 何 选择 步 长 ; @ 如 何 确保 求解 的 精 
度 。 前 一 个 问题 可 以 通过 试 凑 的 方法 ， 从 步 长 选择 的 角度 看 ， 选 择 很 小 的 步 长 对 保证 求解 精度 有 
利 ， 但 计算 量 会 明显 增加 。 对 前 面 介绍 的 Apollo 轨迹 方程 ， 可 以 试 着 选择 步 长 为 0.01， 则 用 下 面 
语句 可 以 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 Apollo 轨迹 曲线 ， 如 图 7-8 (a) 所 示 。 
>> x0=[1.2; 0; 0; -1.04935751]; 
tic，[t1,y1]=rk_4(,apolloeq',[0,20,0.01] ,x0); toc 
plot(y1(:,1),y1(:,3)) % 绘制 出 轨迹 曲线 
Elapsed time is 2.654000 seconds . 
显而易见 ， 这 样 求解 的 结果 是 错误 的 ， 应 该 采用 更 小 的 步 长 求解 ， 直 至 选择 步 长 为 0.001， 
则 可 以 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 更 精确 的 轨迹 曲线 ， 如 图 7-8 (b) 所 示 ， 但 求解 时 间 达 到 97 秒 ， 
是 变 步 长 算法 的 138 倍 。 
>> tic，[t2,y2]=rk_4('apolloeq',[0,20,0.001] ,x0); toc 
plot(y2(:,1),y2(:,3)) % 绘制 出 轨迹 曲线 
Elapsed time ia 97.079000 seconds 





-06 
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(a) 步 长 为 0.01 (b) 步 长 为 0.001 
图 7-8 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨迹 图 

其 实 ， 上 面 的 结果 在 某 些 点 上 严格 说 来 仍 不 能 满足 10-6 的 误差 限 ， 只 是 形似 变 步 长 得 出 的 
结果 ， 所 以 在 求解 常 微分 方程 组 时 建议 采用 变 步 长 算法 ， 而 没有 必要 自己 按照 数值 分 析 类 课程 中 
介绍 的 定 步 长 算法 去 编写 程序 求解 。 

如 果 两 个 高 阶 微分 方程 都 同时 隐 式 地 含有 z(m") 和 yn) 项 ， 则 首先 需要 对 之 进行 相应 
的 处 理 ， 然 后 再 用 上 述 的 方法 进行 最 终 变换 。 下 面 将 通过 一 个 例子 加 以 说 明 。 
【 例 7-13】 假 设 系统 模型 以 二 元 方程 组 形式 给 出 


人 羡 十 287z 一 2 





05 [| 


动 +3 育 十 码 -=5 
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试 将 其 转换 成 一 阶 微分 方程 组 。 
【求解 】 可 见 ， 这 两 个 方程 均 同 时 含有 立 和 六， 所 以 仍 可 以 选择 一 组 状态 变量 Tl1 一 Z,T2 一 立 ,73 一 
纺 z4 = 乡 ， 我 们 的 目的 是 先 消去 其 中 一 个 高 阶 导 数 ， 求 解 第 一 个 式 子 ， 得 出 六 的 解析 表达 式 为 


诱 一 了 十 主 
= 落 2 


然后 将 它 代入 第 二 个 式 子 中 ， 则 可 以 解 出 这 为 
2 十 10 一 2 到 一 6z 记 
2 十 3 
这 样 可 以 写 出 其 状态 方程 表示 为 


-2z3 十 10 一 2r1z4 一 6rlr2z4 
本 2z4 十 3z2 


将 上 面 的 结果 再 代入 到 妆 的 方程 中 ， 得 


二 二 王 十 5 一 zlz4 十 2zlzZ4 
， 2z4 十 372 





综 上 所 述 ， 可 以 列 写 出 方程 的 一 阶 微分 方程 组 表示 为 


21 = Z2 
训 ~ 2za 十 10 一 2rlz4 一 6zlzaz 
2z4 + 3z2 

3 一 T4 
T3 十 5 一 zlz4 十 2zlZ3 

2z4 十 372 

事实 上 ， 这 样 的 方程 还 是 不 太 容易 手工 求解 的 ， 但 可 以 依赖 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 来 
求解 该 问题 。 为 了 方便 求解 起 见 ， 记 dx=- 世 dy 一 人， 这 样 ，dx 和 dy 实际 上 还 是 32 和 了 4， 故 可 以 
用 下 面 的 语句 得 出 方程 的 解 为 
>> syms xl x2 x3 x4 

[dx,dy]=solve('dx+2*x4+X1=2*rdy，，)dx*yX4+3*X2#dy+X1yX4-X3=5 ， dx,dy)) 3 

latex(dx) ，latex(dy) 
用 ITEX 排版 语言 可 以 得 出 如 下 的 显示 结果 : 


冯 一 


_23zazlza 一 5 十 T4Z1 一 Ta，i 一 2z3zl 十 5 一 7471 十 Ts 
3zaz 十 274 3zaz 十 274 





2 一 


可 见 ， 得 出 的 结果 与 前 面 手工 得 出 的 完全 一 致 。 

对 于 更 复杂 的 问题 来 说 ， 手 工 变换 的 难度 将 很 大 ， 所 以 如 果 可 能 ， 可 以 采用 计算 机 
去 求解 有 关 方程 ， 获 得 解析 解 。 如 果 不 能 获得 方程 的 解析 解 ， 也 需要 在 描写 一 阶 常 微分 
方程 组 时 列 写 出 式 子 ， 得 出 问题 的 数值 解 。 
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7.3 ”特殊 微分 方程 的 数值 解 


从 第 7.2 节 的 介绍 和 例子 看 ， 一 般 常 微分 方程 组 均 可 以 转换 成 一 阶 显 式 常 微分 方程 
组 ， 然 后 通过 给 定 的 算法 及 MATLAB 求解 函数 ， 如 ode45() 直接 求 出 方程 的 数值 解 。 从 
前 面 的 例子 还 可 以 看 出 ，ode45() 函数 有 时 失效 ， 所 以 应 该 引入 一 类 方程 ， 即 刚性 微分 方 
程 的 专门 求解 函数 来 解决 这 样 的 问题 。 另 外 ， 微 分 代数 方程 、 隐 式微 分 方程 及 延迟 微分 
方程 也 是 需要 引入 的 微分 方程 类 型 ， 它 们 的 求解 将 弥补 ode45() 函数 本 身 的 不 足 ， 本 节 
将 着 重 介绍 这 些 方程 的 求解 问题 。 


7.3.1 刚性 微分 方程 的 求解 


在 许多 领域 中 ， 经 常 遇 到 一 类 特殊 的 常 微分 方程 ， 其 中 一 些 解 变化 缓慢 ， 另 一 些 变 
化 快 ， 旦 相差 较 悬 殊 ， 这 类 方程 常常 称 为 刚性 方程 ， 又 称 为 Sti 方程 。 刚 性 问题 一 般 不 
适合 由 ode45() 这 类 函数 求解 ， 而 应 该 采用 MATLAB 求解 函数 ode15s() ， 该 函数 的 调 
用 格式 和 ode45() 完全 一 致 。 


【 例 7-14】 试 求解 几 = 1000 时 的 Van der Pol 方程 的 数值 解 。 
【求解 〗 仿照 前 面 的 例子 可 以 给 出 如 下 的 MATLAEB 命令 : 
>> h_opt=odeset; h_opt .RelTol=le-6; x0=[2;0]; t-final=3000; 
tic，mus1000; [t,y]=odel5s(vdp_eq',[0,t_final] ,x0,h_opt,mu); toc 
Elapsed time is 1.943000 seconds . 
>> plot(t,y(:,1)); figurei plot(t,y(:，2)) 

可 见 ， 用 刚性 方程 求解 函 救 可 以 快速 求 出 该 方程 的 数值 解 ， 并 将 两 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 分 
别 绘制 出 来 ， 如 图 7-9 所 示 。 从 得 出 的 图 形 可 以 看 出 ，zi(t) 曲线 变化 较 平滑 ， 而 2(t) 变化 在 基 
些 点 上 较 快 ， 所 以 当 彤 = 1000 时 ，Van der Pol 方程 属于 典型 的 刚性 方程 ， 应 该 采用 刚性 方程 的 
函数 求解 。 
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(a) 状态 变量 zi (b) 状态 变量 =a(t) 
图 7-9 广 = 1000 时 Van der Pol 方 程 的 解 
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【 例 7-15】 在 传统 的 有 关 常 微分 方程 数值 解 的 教科 书 f8] 中 ， 都 认为 下 面 的 微分 方程 是 刚性 的 。 
略 19 划 [ 
3=|19 -2 20|w =|0 
40 -40 -40 一 1 
试用 MATLAB 语言 求解 该 微分 方程 。 
【求解 】 该 方程 的 解析 解 可 以 通过 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 语句 直接 求 出 。 
>> syms t; A=sym([-21,19,-20; 19,-21,20; 40,-40,-40]); 
y0O=[1; 0; -1 ; y=expm(A*t)*y0 
原 方程 的 解析 解 为 





0.5e-2t 十 0.5e-4ot(cos40t 十 sin40t) 
3 人 = |0.5e-2 -0.5e-40t(cos40t 十 sin 40t) 
er-4ot(sin 40t 一 cos40t) 
现在 考虑 该 问题 的 数值 求解 方法 。 根 据 原 始 问题 ， 可 以 立即 写 出 该 模型 的 MATLAB 表示 为 
function dy=c7xstfl(t,x) 
dy=[-21,19,-20; 19,-21,20; 40,-40，-40]*xi 
利用 下 面 的 MATLAB 语句 ， 可 以 得 出 方程 的 数值 解 为 
>> opt=odeset; opt.RelTol=1le-6; 
tic, [t,y]=ode45(;c7xstfl),[0,1] ,[1;0;-1] ,opt); toc 
Elapsed time is 0.160000 seconds . 
>> xl=exp(-24t) ; x2=exp(-40*#t) .*cos(40#t) Xx3=exp(-40*#t) .*sin(40*t) 
yl=[0.5*xl+0.5*x2+0.5*X3， 0.5*xl-0.5*x2-0.5*+x3，-X2+Xx3] ; 
Plot(t,y,t,71， 7) 
原 方程 的 解析 解 和 数值 解 如 图 7-10 (a) 所 示 。 可 以 看 出 ， 问 题 的 数值 解 的 精度 还 是 比较 高 
的 ， 计 算 速度 相对 也 较 快 ， 但 从 这 里 似乎 看 不 出 原 问题 的 刚性 所 在 。 究 其 原因 ， 因 为 在 MATLAB 
下 采用 了 变 步 长 的 算法 ， 它 可 以 依照 要 求 的 精度 自动 地 修正 步 长 ， 所 以 感受 不 到 它 是 个 刚性 问 
题 。 
如 果 采 用 定 步 长 方法 ， 利 用 前 面 编写 的 四 阶 Runge -Kutta 定 步 长 算法 程序 rk-4() ， 再 用 下 面 
的 语句 就 能 求解 原 方程 了 。 
>> tic, [t2,y2]=rk_4('c7xstfl ， [0,1,0.01] , [1;0;i-1); toc 
Plot(t,y1,t2,72，:7) 
Elapsed time is 0.210000 seconds . 
这 样 得 出 的 曲线 与 解析 解 的 对 比 见 图 7-10 (b)。 从 计算 的 结果 看 ， 显 然 采 用 定 步 长 的 算法 在 
取 较 大 的 步 长 时 ， 得 出 的 解 是 不 正确 的 。 减 小 步 长 时 ， 直 至 减 小 到 0.0001 时 ， 仍 能 从 得 出 的 结果 
看 出 与 解析 解 的 差距 ， 而 这 时 的 计算 时 间 为 26 秒 ， 是 前 面 cde45() 变 步 长 算法 所 需 时 间 的 162 
倍 。 所 以 在 实际 应 用 最 好 采用 变 步 长 算法 。 
从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ， 相 比 之 下 ， 这 3 条 曲线 的 变化 速度 差别 不 是 特别 懿 狐 ， 在 以 前 计算 
能 力 受 限 时 被 误 认为 是 刚性 问题 ， 而 在 MATLAB 下 则 可 以 由 普通 的 函数 求解 。 
由 此 可 以 得 出 结论 ,许多 传统 的 刚性 问题 采用 MATLAB 的 普通 求解 函数 就 可 以 直接 


226 第 了 章 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 








05 





-05 














-1 
0 02 104 106 08 1 0 02 


(a) 变 步 长 算法 的 解 CD) 定 入 长 算法 的 角 
图 7-10 给 定 的 传统 刚性 问题 解法 比较 


解 出 ， 而 不 必 刻 意 地 去 选择 刚性 问题 的 解法 。 当 然 ， 在 有 些 问 题 的 求解 中 确实 需要 采用 
刚性 问题 的 解法 ， 这 将 在 例 7-16 中 加 以 说 明 。 
【 例 7-16】 考 虑 下 面 的 常 微分 方程 


页 =0.04(1 一 加) 一 (1 一 加 )oa 十 0.0001(1 一 22) 
如 = -104y: 十 3000(1 一 22)2 


其 中 ， 该 方程 的 初 值 为 Vi(0) = 0,ya(0) = 1。 取 计算 区 间 为 te (0,100)， 试 选择 合适 的 算法 得 出 
该 方程 的 数值 解 。 
【求解 〗】 根据 给 出 的 微分 方程 ， 可 以 写 出 下 面 的 MATLAB 函数 : 

function dy=c7exstf2(t,7) 

dy=[0.04*(1-y(1))-(1-y(2))*y(1)+0.0001*(1-y(2)) 2; 

-10-4*y(1)+3000*(1-y(2))~2]; 
在 MATLAB 的 命令 窗口 中 给 出 下 面 的 语句 : 

>> tic, [t2,y2]=ode45(:c7exstf2?,[0,100] ,[0;1); toc 

Elapsed time is 312.119000 seconds. 

>> length(t2) ，Plot (t2,72) 

ang 一 

356941 
经 过 长 时 间 的 等 待 ， 可 以 得 出 原 问题 的 数值 解 ， 如 图 7-11 (a) 所 示 。 可 以 看 出 ， 调 用 普通 的 

解法 函数 ode45() 计算 所 需 的 时 间 过 长 ， 计 算 的 点 也 过 多 ， 对 这 个 例子 来 说 ， 计 算 的 点 高 达 35 
万 。 再 分 析 变 步 长 解法 所 使 用 的 步 长 ， 语 句 如 下 : 

>> format long，[min(diff(t2)) ，max(diff(t2))] 

angs 一 

0.00022220693884 “0.00214971787184 

>> plot(t2(t:end-1) ,diff(t2)) 

则 可 以 看 出 ， 由 于 设 定 的 精度 要 求 较 高 ， 不 得 不 采用 小 步 长 来 解决 问题 。 实 际 的 步 长 如 图 7-11 
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(b) 所 示 。 可 见 在 大 部 分 时 间 内 ， 所 采用 的 步 长 小 于 0.0004， 这 使 得 解 题 时 间 大 大 增加 。 


x10-3 




















0 20 四 园 加 io 0 2 四 的 
{a) 微分 方程 解 (b) 求解 过 程 的 步 长 
图 7-11 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 法 结果 
考虑 用 odel5s() 替代 ode45() ， 可 以 得 出 如 下 的 结果 : 
>> opt=odeset; opt .RelTol=le-6; 
tic, [tl,yl]=odel5s('c7exstf2:, [0,100] , [0;1] ,opt); toc 
Elapsed time is 0.281000 seconds . 
>> length(t1) ，Plot(tl,y1) 
ang = 
169 
可 见 ， 解 题 时 间 大 大 减 小 ， 效 率 提高 了 1100 多 倍 ， 得 出 的 曲线 则 几乎 完全 一 致 。 


7.3.2” 隐 式微 分 方程 求解 


所 谓 隐 式微 分 方程 就 是 那些 不 能 转换 成 式 (7-2-1) 中 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 的 微分 方 
程 。MATLAB 语言 早期 版 本 中 未 提供 能 直接 求解 隐 式 微分 方程 的 算法 及 函数 ， 所 以 仍 可 
以 借用 显 式微 分 方程 求解 的 函数 来 求解 这 类 问题 。 本 节 将 通过 两 个 例子 来 演示 隐 式 微分 
方程 的 求解 方法 与 应 用 。 
【 例 7-17】 给 定 的 隐 式 微分 方程 为 


0 1o0 


sinZ17zl 十 cosT27z2 十 Z1 一 1 
一 cosT271 十 sin zlz2 十 Z2 一 0 


已 知 zl(0) = zz(0) = 0， 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 
【求解 】 令 z = [zi,zzj7， 则 可 以 将 原 方程 改写 成 给 阵 形式 A(z) 宁 = 瑟 (z)， 其 中 ， 


的 三 [ sin 衬 ,的 汪 3 


一 cosz2 sinzl 一 zz 


如 果 能 证 明 A(z) 为 非 奇 异 的 短 阵 ， 则 直接 能 将 该 方程 变换 成 标准 的 显 式 一 阶 微分 方程 组 的 
形式 ， 即 全 = A-1(z) 忆 (z)， 套 用 各 种 MATLAB 函 教 即 可 求解 对 应 的 方程 。 事 实 上 ， 由 于 无 法 


1 1 
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严格 证 明 从 (z) 珑 阵 是 非 奇 异 答 阵 ， 故 可 以 大 胆 地 假设 该 给 阵 为 非 奇 异 答 阵 ， 利 用 MATLAB 语言 
试 解 该 方程 ， 如 果 在 求解 过 程 中 不 出 现 4A(z) 为 奇异 给 阵 的 警告 信息 ， 则 说 明 对 求 出 的 解 不 存在 
A(z) 为 奇异 给 阵 的 现象 ， 故 得 出 的 解 是 有 效 的 。 如 果 求 解 过 程 中 确实 出 现 给 阵 奇异 的 信息 ， 则 得 
出 的 解 没有 实际 意义 。 
对 于 这 里 要 研究 的 隐 式 微分 方程 模型 ， 可 以 编写 下 面 的 MATLAB 函数 : 

function dx=c7ximp(t,x) 

A=[sin(x(1)) cos(x(2)); -cos(x(2)) sin(x(1))]; 

B=[1-x(1); -x(2)]; dx=inv(A)*Bi 
这 样 ， 可 以 给 出 下 面 的 命令 求解 方程 

>> opt=odeset;i opt.RelTol=1le-6; 

[t,x]j=ode45(:c7ximp:,[0,10] ,[0; 0] ,opt); plot(t,x) 

同时 将 绘制 出 状态 变量 的 时 间 曲 线 ， 如 图 7-12 所 示 。 在 求解 的 过 程 中 也 没有 得 出 有 关 答 阵 奇异 的 
错误 信息 ， 故 得 出 的 结果 是 可 信 的 。 





(tb) 


2 人 1] 
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图 7-12 隐 式 方程 的 时 间 响应 曲线 
【 例 7-18】 前 面 的 例子 很 简单 ， 可 以 将 其 立即 变换 成 显 式微 分 方程 。 现 在 考虑 一 个 更 复杂 的 隐 式 


微分 方程 组 
{ isin 了 十 这 = 一 2zy 十 zi 





Zi 十 cos 妆 = 3V2 
假设 该 方程 具有 初始 状态 为 了 = [1,0,0,1]T， 试 求 取 该 微分 方程 的 数值 解 。 
【求解 〗 可 以 仍然 选 定 状态 变量 zl = zi,T2 一 它 ,73 一 T4 一 切 ， 这 样 仍然 有 一 72,z3 一 Z4。 显 
然 ， 并 不 可 能 像 例 7-13 那样 解析 地 求解 方程 ， 得 出 2 和 id 的 显 式 表达 式 ， 但 可 以 讨论 该 方程 组 
数值 解 的 方法 对 每 组 状态 变量 立 得 出 它们 的 值 。 
由 原来 给 出 的 方程 ， 假 设 pi 一 艺 , pz 一 芒 ， 则 可 以 将 原 方程 改写 成 


Pi sin zs 十 码 十 2rlizs 一 zlpiz4 一 0 
Zl1pl1p2 十 cospa 一 37372 一 0 


依据 该 方程 可 以 得 出 如 下 的 MATLAB 语 自 ， 从 而 写 出 相应 的 函数 来 描述 微分 方程 ， 如 下 : 
function dy=c7impode(t,x) 
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dx=inline([" [p(1)*sin(x(4))+p(2)~2+2+x(1)*x(3)-x(1)*p(1)*x(4) 7 
"x(1)*p(1)*P(2)+cos(P(2))-3*x(3)*x(2)]?] ,px?); 
ff=optimseti dxl=fsolve(dx,x([1,3]) ,ff,x); 
dy=[x(2); dxl(1); x(4); dxl(2)]; 
进入 该 函数 时 ， 由 状态 变量 和 新 定义 的 pi,pa 可 以 写 出 inline() 函数 ， 描 述 未 知 量 Pi 代 
入 方程 后 两 个 方程 的 误差 ， 而 这 里 了 是 作为 已 知 的 附加 变量 给 出 的 。 徽 分 方程 求解 程序 每 次 调用 
这 个 原型 函数 时 均 求解 一 次 关于 Bi 的 代数 方程 ， 得 出 的 结果 Pi,pa 实际 上 就 是 ia,4， 这 样 就 可 
以 构造 出 微分 方程 对 应 的 状态 变量 的 导数 。 在 求解 代数 方程 中 使 用 了 一 个 小 技巧 ， 即 代数 方程 的 
初 值 选 择 pl(0) = zl,pa(0) = 73， 这 样 会 使 得 代数 方程 收 仇 吉 度 和 精度 都 加 快 。 
建立 起 微分 方程 模型 后 ， 就 可 以 二 过 下 而 的 详 折 直 禄 六 解 币 分 方 各 并 绘制 出 状态 变量 的 时 
间 曲 线 ， 如 图 7-13 所 示 。 
>> [t,x]=odel5s('c7impode',[0,2] ,[1,0,0,1]); plot(t,x) 











图 7-13 隐 式 方程 的 时 间 响 应 曲线 


MATLAB 7.0 版 本 的 新 函数 ode15i() 可 以 直接 用 于 隐 式 微分 方程 的 求解 。 若 隐 式 微 
分 方程 的 数学 描述 为 


下 [bz 一 0， 且 Y(0) =zo, 之 (0) 一 2 (7-3-1) 


则 可 以 编写 一 个 函数 fun() 描述 该 隐 式 微分 方程 ， 然 后 用 aecic() 本 全 不 册 家 村人 定之 
的 初 信条 什 ， _ 再 调用 odel5i() 函数 即 可 以 求解 该 隐 式 微分 方程 如 下 






resrodei5ifun， epaa ,zi 的) 

隐 式 微分 方程 不 同 于 一 般 显示 微分 方程 ， 求 解 之 前 需要 给 出 (zo,zo)， 它 们 不 能 任意 
赋值 ， 只 能 有 ? 个 是 独立 的 ， 其 余 的 需要 用 隐 式 方程 求解 ， 否 则 将 可 能 出 现 矛 盾 的 初始 
条 件 。 所 以 在 实际 求解 过 程 中 .如 果 不 能 确定 癌 值 ， 则 应 该 先 调用 aecic() 函数 得 出 相 
容 的 初 值 。 在 函数 调用 中 (zo,zo) 为 任意 给 定 的 初 值 ，z8 和 间 均 为 ” 维 列 向 量 ， 其 值 
为 1 表示 需要 保留 的 初 值 ， 为 0 表示 需要 求解 的 初 值 项 ， 通 过 方程 求解 将 得 出 相 容 的 初 值 
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zt, ， 该 初 值 可 以 直接 用 于 隐 式 征 分 方程 求解 函数 ode15i() ， 该 函数 的 返回 变量 res .x 
和 res.y 将 分 别 为 二 和 z。 下 面 将 通过 具体 例子 演示 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 。 


【 例 7-19】 试用 隐 式 微分 方程 求解 的 方法 解 出 例 7-18 中 给 出 的 隐 式 微分 方程 。 
【求解 〗 选择 状态 变量 zl = 7,72 = 73 一 引 T4 一 纺 ， 则 原 方程 可 以 变换 成 


2 一 7Z2 一 0 
iasinzi 十 诏 十 2zlzs 一 zlz2z4 一 0 
zs 一 Z4 一 0 


zlz2274 十 cos24 一 37372 一 0 


这 样 ， 可 以 编写 出 如 下 所 示 的 描述 隐 式 微分 方程 的 MATLAB 函 教 : 
function fun=c7mimp(t,x,xd) 
fun=[xd(1)-x(2); 
xd(2)*sin(x(4))+xd(4)~2+2*x(17*x(3)-X(1)*xd(2)*X(4); 
xd(3)-x(4); 
x(1l)*xd(2)*xd(4)+cos(xd(4))-3+x(3)*Xx(2)] ; 
其 中 ， 初 值 ro 与 前 面 例子 中 一 致 。 由 于 全 与 字 直接 的 关系 ， 可 以 直接 表示 出 o = [0;0;1;1]T， 
调用 下 面 的 语 自 即 可 以 求解 隐 式 微分 方程 ， 且 可 绘制 出 该 方程 解 的 时 间 曲 线 ， 和 转 7-13 中 给 出 的 
曲线 完全 一 致 


>> x0=[1;0;0;i; xd0=[0i0i1i1; 定义 z0 和 zo 
res=odel5i(;c7Tmimp:,[0,2] ,x0,xd0); 义 求解 隐 式 微分 方程 
plot (res.x,res.y) 绘制 各 个 状态 的 时 间 响 应 曲线 


7.3.3 ”微分 代数 方程 的 求解 


在 前 面 的 介绍 中 ， 所 介绍 的 常 微分 方程 数值 解法 主要 是 针对 能 够 转换 成 一 阶 常 微分 
方程 组 的 类 型 ， 假 设 其 中 的 一 些微 分 方程 退化 为 代数 方程 ， 则 用 前 面 介绍 的 算法 无 法 求 
解 ， 必 须 借助 微分 代数 方程 的 特殊 解法 。 

所 谓 微 分 代数 方程 (differential algebraic equation，DAE)， 是 指 在 微分 方程 中 ， 某 
些 变量 间 满 足 某 些 代数 方程 的 约束 ， 所 以 这 样 的 方程 不 能 用 前 面 介 绍 的 常 微分 方程 解法 
直接 进行 求解 。 假 设 微分 方程 的 更 一 般 形式 可 以 写成 


Mbz) 了 = 了 bm) (7-3-2) 
描述 7(t, z) 的 方法 和 普通 常 微 分 方程 完全 一 致 而 对 真正 的 微分 代数 方程 来 说 ，RM(tz) 


和 矩 阵 为 奇异 矩 阵 ， 在 微分 代数 方程 求解 程序 中 应 该 由 求解 选项 中 的 成 员 变量 Mass 来 表示 
该 矩阵 ， 考 虑 了 这 些 因素 则 可 以 立即 求解 方程 的 解 了 。 
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【 例 7-20】 考 虑 下 面 给 出 的 微分 代数 方程 


2 = 一 0.2zl 十 Z273 十 0.3zl72 
2 = 2zlz2 一 5za73 一 27 
zl 十 z2 十 zs 一 1=0 


并 已 知 初始 条 件 为 zi(0) = 0.8, zz(0) = zs(0) = 0.1， 斌 求 取 该 方程 的 数值 解 。 
【求解 】 可 以 看 出 ， 季 后 的 一 个 方程 为 代数 方程 ， 可 以 视 之 为 3 个 状态 变量 间 的 约束 关系 。 用 钴 
阵 的 形式 可 以 表示 该 微分 代数 方程 为 
1 0 0] [ 一 0.2zi + zazs 十 0.3zl72 
尝 ] 自 -| 2zizz -- 5zazs 一 2z3 
0 0 0 lzs Zi 十 za 十 zs 一 1 
这 样 就 可 以 写 出 相应 的 MATLAB 函数 如 下 : 
function dx=c7eqdae(t,x) 
dx=[-0.2*x(1)+x(2)*x(3)+0.3*x(1)*x(2); 
2*x(1)*x(2)-5*x(2)*x(3)-2*x(2)*x(2); 
x(1)+x(2)+x(3)-1]; 
可 以 将 M 短 阵 输入 给 MATLAB 工作 空间 ， 并 在 命令 窗口 中 给 出 如 下 命令 上: 
>> M=[1,0,0; 0,1,0; 0,0,0] ; options=odeset; options.Mass=Mi 
x0=[0.8; 0.1; 0.1; [t,x]=odel5s(@c7eqdae, [0,20] ,x0,options); Plot(t,x) 
由 上 面 的 语句 可 以 得 出 此 微分 代数 方程 的 解 ， 如 图 7-14 所 示 。 





08 
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图 7-14 微分 代数 方程 的 数值 解 


事实 上 ， 有 些微 分 代数 方程 可 以 转换 成 常 微分 方程 求解 。 例 如 ， 在 本 例 中 ， 可 以 从 约束 式 子 
中 求 出 za(t) = 工 一 zi(t) 一 zz(t)， 将 其 代入 其 他 两 个 微分 方程 式 子 ， 则 有 


2 = 一 0.2zi + zz[1 一 zl(b 一 zz( 可 十 0.3zli72 
税 = 2zlzz 一 5zz[1 一 za(b) 一 zz(b] 一 2z 
根据 该 方程 可 以 写 出 下 面 的 M- 函 数 描 述 微分 方程。 
此 问题 如 果 采 用 ode45() 函数 则 将 得 出 错误 结果 。 
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function dx=c7eqdael(t,x) 
dx= [-0.2*x(1)+x(2)*(1-x(1)-x(2))+0.3+x(1)*x(2); 
2*x(1)*+x(2)-5*+x(2)*(1-x(1)-x(2))-2*x(2)*x(2)] ; 
也 可 以 用 inline() 函数 描述 上 述 的 微分 方程 ， 这 样 则 可 以 用 下 面 的 命令 求解 变换 后 的 微分 方程 
组 ， 从 而 骤 终 得 出 原 微分 代数 方程 的 解 ， 所 得 出 的 解 与 前 面 的 直接 解法 得 出 的 完全 一 致 
>> x0=[0.8; 0.1]; 
fDae=inline([;[-0.2*x(1)+x(2)*(1-x(1)-x(2))+0.3#x(1)*x(2);7，，， 
52*x(1)*x(2)-5*#Xx(2)#(1-x(1)-x(2))-2*x(2)*x(2)]?] ， tx) 
[tl,xt]=ode45(fDae, [0,20] ,x0); plot(tl,xl,tl,1-sum(xl?)) 
注意 ， 这 里 如 果 使 用 ode45() 函数 也 不 会 出 现 求解 错误 。 
如 果 利用 MATLAB 7.0 版 本 通过 的 隐 式 役 分 方程 求解 函数 odel5i()， 则 可 以 用 下 面 的 语句 
描述 隐 式 微分 方程 : 
function fun=cTmidae(t,x,xd) 
fun=[xd(1)+0.2*x(1)-x(2)*x(3)-0.3*+x(1)*x(2); 
xd(2)-2*x(1)*x(2)+5*x(2)*x(3)+24x(2) 2; 
x(t)+x(2)+x(3)-1]; 
令 mo = [ll,*T， 其 中 * 表示 自由 值 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 相 容 的 初始 条 件 ， 并 直接 求解 该 
微分 代数 方程 ， 得 出 的 结果 将 和 前 面 完 全 一 致 ， 但 求解 更 直观 。 
>> x0=[0.8;0.1;2]; xOF=[1;1;0]; xd0=[1;1;1]; xdOF=[]; 
[x0,xd0]=decic(@c7midae,0,x0,xOF,xd0,xdOF); [x0,xd0] % 相 容 初始 条 件 
ang = 
0.80000000000000 -0.12600000000000 
0.10000000000000 ”0.09000000000000 
0.10000000000000 “1.00000000000000 
>> res=odel5i(;c7Tmidae;,[0,20] ,x0,xd0); plot(res.x,res.y) 


【 例 7-21】 试 用 微分 代数 方程 求解 的 方式 求解 例 7-17 中 定义 的 隐 式微 分 方程。 
【求解 〗】 在 例 7-17 中 采用 对 A(z) 答 阵 直接 求 逆 的 形式 原 隐 式 方程 转换 成 显 式 一 阶 微分 方程 组 ， 
这 样 就 可 以 用 一 般 微分 方程 组 数值 解法 直接 得 出 方程 的 解 。 其 实 ， 在 这 样 的 求解 过 程 作 了 一 个 候 
设 为 A(z) 短 阵 为 非 奇 异 答 阵 ， 虽 然 对 这 个 例子 碰巧 是 正确 的 ， 但 这 种 解法 毕 竞 不 严密 ， 所 以 应 
该 需要 采用 微分 代数 方程 的 方法 来 求解 该 问题 。 
对 原 方程 进行 分 析 发 现 ， 可 以 编写 一 个 M- 函 数 来 描述 微分 方程 如 下 : 

function dy=c7fimp2(t,x) 

dy=[1-x(1); -x(2)]; 
注意 ， 可 能 是 MATLAB 本 身 的 漏洞， 该 函数 不 支持 inline() 形式 定义 的 函数 。 在 函 教 引用 时 只 
能 采用 函数 句柄 的 形式 ， 即 @ 后 面 跟 函数 名 的 形式 ， 而 不 能 采用 引号 的 形式 。 另 外 ， 可 以 建立 另 
一 个 M- 函 数 以 描述 质量 矩阵 4(z)。 其 具体 内 容 如 下 : 

function M=c7fmass(t,x) 

M= [sin(x(1)),cos(x(2)); -cos(x(2)) ,sin(x(1))]; 
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这 里 仍 需要 使 用 M- 文 件 的 形式 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 调用 微分 代数 方程 求解 微分 代数 方程 。 
>> options=odeset; options.Mass=@cTeqdae2; options.RelTol=le-6; 
[t,x]=ode45(@c7fimp2,[0,10] ,[0;0] ,options); plot(t,z) 
得 出 的 图 形 仍 将 和 图 7-12 中 的 曲线 完全 一 致 。 


7.3.4 延迟 微分 方程 求解 
延迟 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 


审 三 了 zt 一 mh)hzt 一 人 zt 一 Tm) (7-3-3) 


其 中 , 盖 > 0 为 状态 变量 =(b) 的 延迟 常数 。 

MATLAB 提供 了 求解 这 类 方程 的 隐 式 Runge-Kutta 算法 dde23() ， 可 以 直接 求解 延 
迟 微分 方程 。 该 函数 的 调用 格式 为 

sol=dde23( 太 ，T， 万 ，[toitr]) 

其 中 ，r = [m,ma，… ,mm]， 太 为 描述 延迟 微分 方程 的 MATLAB 语言 函数 ， 户 为 描述 
t < t 如 时 的 状态 变量 值 的 函数 。 如 果 是 函数 则 可 以 为 MATLAB 语言 函数 ， 如 果 为 常量 则 
可 以 由 向 量 直接 给 出 。 该 函数 返回 的 变量 sol 为 结构 体 数据 ， 其 sol.x 成 员 变量 为 时 间 
向 量 上 t， 成 员 变量 sol.y 为 各 个 时 刻 的 状态 向 量 构成 的 矩阵 =， 和 ode45 () 等 返回 的 z 和 矩 
阵 是 不 一 样 的 ， 它 是 按照 行 排列 的 ， 正 好 是 该 函数 结果 的 转 置 矩 阵 。 可 见 ， 该 函数 调用 
格式 很 不 规范 ， 期 望 能 在 后 面 的 版 本 中 有 所 改变 。 


【 例 7-22】 假 设 已 知 延 迟 微分 方程 组 为 


{ zt) =1 一 3z(t) 一 2(t 一 1) 一 0.2zs(t 一 0.5) 一 zt 一 0.5) 
共 b +38(b 十 2 人 (一 4 人 


其 中 ， 在 t 和 0 时 ，z(t) = y(t) = Tt) = 0， 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 

【求解 】 可 见 ， 该 方程 中 含有 z(tj, y(t) 信号 在 记 t 一 1it 一 0.5 时 记 的 值 ， 所 以 需要 专门 的 延迟 微分 
方程 求解 算法 和 程序 来 求解 。 若 想 得 出 该 方程 的 数值 解 ， 需 要 将 其 变 找 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 。 
实现 转换 的 最 直观 方法 是 引入 一 组 状态 变量 Ti 人 tt) 三 Z(tjiza(b=3(t),zs(t) 三 共 b， 这 样 可 以 得 出 
下 面 给 出 的 一 阶 微分 方程 组 


z(b) = zs(b) 


吉 ( 提 =1 一 3zl(b) 一 za 人 tt 一 1) 一 0.2zitt 一 0.5) 一 2 人 一 0.5) 
2 人 =4zl 人 一 2zz( 昌 一 3zs( 检 


本 方程 可 以 定义 两 个 时 间 常 数 Ti = 1, T2 = 0.5。 这 样 ， 由 第 一 个 方程 可 见 ， 在 其 中 需要 Ti 延迟 时 
间 常 数 的 是 状态 变量 zz， 而 需要 人 的 状态 变量 是 Ti， 所 以 应 编写 如 下 的 MATLAB 函数 : 


function dx=c7exdde(t,x,z) 
xlagl=z(:,1); 和 第 1 列表 示 提 取 z(mi) 
xlag2=z(:,2); 
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dx= [1-3*x(1)-xlagl(2)-0.2*xlag2(1)~3-xlag2(1); 
Xx(3); 
4*x(1)-2+x(2)-3+x(3)]; 
历史 数据 函数 可 以 如 下 写 出 : 
function S=c7exhist(t) 
S=zeros(3,1); 
当然 ， 由 于 该 方程 为 常数 初始 值 ， 所 以 可 以 直接 在 调用 语 自 中 使 用 零 短 阵 。 这 样 ， 用 下 面 的 
MATLAB 语 自 可 以 立即 得 出 该 延迟 微分 方程 的 数值 解 为 
>> lags=[1 0.5]; tx=dde23(;c7exdde,1ags,zeros(3,1),[0,10]); 
plot(tx.x,tx.y(2,:)) 
用 下 面 的 语 自 可 以 绘制 出 y(t) 信号 ， 如 图 7-15 所 示 。 
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图 7-15 延迟 微分 方程 的 数值 解 
【 例 7-23】 前 面 介绍 了 dde23() 函数 在 求解 延迟 微分 方程 中 的 应 用 。 然 而 对 于 如 下 问题 
(tt) = htz(t 一 T) 十 42 人 一 你) 十 瑟 wb) 
其 中 ，Ti = 0.15,mma = 0.5， 因 为 方程 中 同时 包含 卫 (t) 和 字 人 t 一 ) 项 ， 这 类 微分 方程 又 称 为 中 性 


(neutraL-type) 延迟 微分 方程 ， 所 以 单纯 采用 dde23() 是 无 能 为 力 的 ， 而 需要 引入 更 好 的 工具 ， 如 
系统 仿真 的 框图 化 求解 环境 Simulink 来 实现 。 详 细 的 求解 方法 将 在 第 7.6 节 中 介绍 。 


7.4 边 值 问题 的 计算 机 求解 


前 面 的 微分 方程 数值 解 中 侧重 研究 初 值 问题 ， 即 已 知 ro 对 其 他 时 刻 状态 变量 值 进行 
求解 的 方法 。 在 实际 应 用 中 ， 经 常会 遇 到 这 样 的 问题 ， 已 知 部 分 状态 在 上 = 0 时 刻 的 值 ， 
还 知道 部 分 状态 在 上 + = tr 时 刻 的 值 ， 这 类 问题 即 所 谓 的 边 值 问题 。 边 值 问题 也 是 ode45() 
类 函数 无 法 直接 求解 的 一 类 问题 。 本 节 将 讨论 边 值 问题 的 计算 机 求解 方法 。 

二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 的 数学 描述 为 


这 z) = 下 (2 切 (7-4.1) 
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假设 想 在 区 间 [fc, 外 上 研究 该 方程 的 解 ， 且 已 知 在 这 两 个 边界 点 上 满足 
aag(a) + Bog(a) =Ta，asg( 纺 十 记 y() = 也 (7-4.2) 


上 面 的 方程 称 为 边界 条 件 。 
显然 ， 利 用 前 面 的 初 值 问题 算法 是 不 能 直接 使 用 的 ， 因 为 并 不 能 直接 获得 在 初始 时 
刻 的 各 个 变量 的 值 。 下 面 将 讨论 各 种 边 值 问题 的 数值 解法 。 


7.4.1 ”线性 方程 边 值 问题 的 打靶 算 法 


首先 考虑 一 种 简单 的 情况 ， 即 线性 微分 方程 的 边 值 问题 求解 的 数值 算法 。 考 虑 下 面 
给 出 的 微分 方程 





zz) + p(z)g(z) +g(z)y(z) = jz) (7-43) 
其 中 ，p(z), g(z) 和 F(z) 均 为 给 定 函数 ， 则 式 (7-4-2) 可 以 进一步 简化 成 
3(a) = 7a，32(0 一? (7-4.4) 


下 面 介绍 的 算法 又 称 为 打 葛 算法 (shooting method)， 其 基本 想法 是 找 出 能 够 满足 式 
(7-4.2) 边 值 的 相应 初 值 y(0) 和 8(0) ， 然 后 再 利用 前 面 介 绍 的 初 值 算法 去 求解 这 一 初 值 问 
题 。 打 轰 算 法 可 以 由 下 面 步骤 完成 : 

@ 求 出 下 面 方程 初 值 问题 的 数值 解 ma( 


访 (z) 十 plz) 加 (z) +q(z)ya(z) 一 0，Wa(o) 一 1 加 (ao)=0 (7-4.5) 
@@ 求 出 下 面 方程 初 值 问题 的 数值 解 ye 人 
襄 (z) + p(z) 加 (z) + q(z)yz(z) = 0，ya(a) = 0 go 人 oa) = 1 (7-46) 
图 求 出 下 面 方程 初 值 问题 的 数值 解 yp( 纪 
加 (xz) + p(z)go(z) + g(z)yp(z) = f(z)，yp(a) 一 0 加 (oa) = 1 (7-47) 
国 若 加 切 夫 0， 则 计算 
也 二 人 一 如 划 (7-4.8) 
@@ 计算 下 面 初 值 问题 的 数值 解 ， 则 y(z) 即 为 原 边 值 问题 的 数值 解 
zz) +p(z)g(z) +g(z)y(z) = jz)，y(a) = Yo, Wo) 一 站 (7-49) 


求解 前 面 问题 的 数值 解 应 该 首先 得 出 一 阶 微分 方程 组 模型 ， 即 取 变 量 zl =  z2 = 
当 ， 则 可 以 得 出 本 
富 =z， 如 =-elz)z 一 pzjzz+fla) (7-410) 
上 面 算法 的 MATLAB 实现 为 
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function [t,y]=shooting(fl,f2,tspan,x0f,varargin) 
t0=tspan(1); tfinal=tspan(2); ga=x0f(1); gb=x0of(2); 
[t,y1]=ode45(fl,tspan, [1;0] ,varargin); 
[t,y2]=ode45(fl,tspan, [0;1] ,varargin) ; 

[t,yp]=ode45 (f2,tspan, [0;0] ,varargin)i; 
m=(gb-ga*yl(end,1)-yp(end,1))/yY2(end,1); 
[t,y]=ode45(f2,tspan, [ga;im] ,varargin); 


在 该 机 数 中 ，tspan 为 初始 和 终止 仿真 时 间 构成 的 向 量 ，zor= [7a;?p] 为 边界 值 。 除 
此 之 外 ， 用 户 需要 定义 两 个 辅助 责 数 f1(), f2() 来 描述 原 模型 。 其 中 ，f1() 描述 


{ 有 二 克 (7-4.11) 
i 一 一 g(zl)zl 一 P(zl)z2 十 帮 z1) 


而 f2() 描述 原来 方程 的 齐 次 部 分 
| Re (7-4-12) 
宫 = 一 q(z1)zl 一 D(zl)z2 


可 以 看 出 ， 在 求解 其 中 的 初 值 问题 时 直接 采用 了 ode45() 函数 ， 并 允许 使 用 该 函 
数 的 任何 附加 选项 ， 这 些 选项 可 以 由 varargin 函数 传 给 ode45() 函数 。 如 果 您 觉得 
ode45() 丽 数 不 适合 某 些 特定 的 问题 ， 则 可 以 用 其 他 函数 名 取代 之 。 下 面 将 通过 简单 例子 
介绍 该 函数 的 使 用 。 
【 例 7-24】 试 求 线性 微分 方程 妆 - 3 十 2g = z，3(0) = 1 VD) =2 在 [0,1] 段 方程 的 数值 解 。 
【求解 〗】 由 给 出 的 方程 可 以 立即 写 出 下 面 的 两 个 M 函数 ， 其 中 c7funl.m 为 
function xdot=c7funt(t,x) 
xdot=[x(2); -2+x(1)+3*x(2)]; 
而 c7fun2.m 为 
function xdot=c7fun2(t,X) 
xdot=[x(2); t-2*Xx(1)+3*x(2)]; 
采用 下 面 的 语句 就 可 以 求 出 原 方程 的 解 ， 并 将 其 绘制 出 来 ， 如 图 7-16 所 示 。 可 见 ， 得 出 的 
Zi 人 t) 函数 满足 给 定 的 边界 条 件 。 
>> [t,7]=shooting(:c7fun1i,c7fun2,[0,1] ,[1;2]); Plot(t,y) 
其 实 ， 对 这 样 简单 的 问题 还 可 以 由 微分 方程 理论 得 出 原 方程 的 解析 解 为 
ez 一 3)ez+(3-ejezz 3 1 
ES 二 4 
可 以 由 下 面 的 语 白 求 出 上 面 得 出 结果 的 精度 。 
>> yQ=((exp(2)-3)*exp(t)+(3-exp(1))*#exp(2+t))/(4*exP(1)*#(exp(1)-1))+3/4+t/2; 
norm(y(: ,1)-70) % 整个 解 函数 检验 
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图 7-16 线性 两 点 边 值 问题 的 解 


ans = 
4.479031687538188e-008 
>> norm(y(end,1)-2) % 终点 条 件 检验 
ans = 
2.262022391619212e-008 
由 检验 结果 可 见 ， 这 样 求 出 的 解 精度 还 是 较 高 的 。 


7.4.2” 非 线性 方程 边 值 问题 的 打靶 算法 
前 面 对 一 类 特殊 的 微分 方程 ( 即 线性 微分 方程 ) 边 值 问题 进行 了 探讨 ， 但 这 种 方法 并 
不 能 求解 式 (7-4-1) 和 (7-4-2) 所 描述 的 一 般 问题 。 这 里 给 出 对 此 一 般 问 题 的 数值 解法 。 
假定 原始 问题 可 以 转换 成 下 面 的 初 值 问题 





分 = FE(z 妨 人 ya) = ?ao ga) 一 问 (7-413) 
则 问题 转换 成 求解 y(m; b) = 思 ， 可 以 采用 下 面 的 Newton 和 迭代 法 来 求 取 m。 
7 (mi 由 一 一 闻 (7414) 


(By15moes 厅 一 wm 人 
式 中 , = miizjiua = 人 miizjiaa = (3y/8m)(miiz)ua = (8g/8m)(miiz)， 且 可 以 
由 下 面 的 微分 方程 初 值 问题 来 求解 。 
血 一 uv ui(a) 一 Ta 
加 = 下 (zutt)，vz(a) = 冰 
妈 =W，uv3(a) =0 (7-415) 
人 oomt+ 委 eoovu wa@=1 
其 中 ， 要 求 能 显 式 地 求 出 9F/ay,， 9F/8g。 在 具体 计算 中 可 以 指定 一 个 m 值 ， 然 后 求解 
式 (7-4.15) 中 的 初 值 问题 ， 将 结果 代入 式 (7-4.14) 迭代 一 步 ， 并 将 结果 代入 式 (7-4.15) 重 
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新 计算 ， 直 至 两 次 计算 出 来 的 mm 值 的 误差 在 允许 的 范 ， 则 可 以 采用 此 m 值 ， 最 后 代 
人 式 (7-413) 来 求解 原始 问题 。 上 面 算法 的 MATLAB 实现 为 
function [t,y]=nlbound(funcn,funcv,tspan,x0Of,tol,varargin) 
t0=tspan(1) ;itfinal=tspan(2); ga=x0f(1); gb=x0f(2); m=1; m0=0; 
While (norm(m-mn0)>tol) ，mO=m; 
[t,v]=ode45 (funcv,tspan, [gaim;0;1] ,varargin) ; 
m=m0-(v(end,1)-gb)/(v(end,3)); 
end 
[t,7]=ode45 (funcn,tspan, [ga;im] ,varargin) ; 
其 中 ， 用 户 必须 自己 编写 一 个 funcv() 函数 来 描述 式 (7-4-15) 这 的 初 值 问题 。 下 面 将 通 
过 例子 来 演示 此 算法 。 


【 例 7-25】 试 求解 下 面 的 非 线性 微分 方程 边 值 问题 。 
站 = F(z,y 芒 =202 3(0) = 一 by(r/2)=1 


【求解 】 可 以 容易 地 求 出 偏 导 数 BFV8g = 2 入 BF/88 = 2%， 代 入 式 (7-4-15) 中 的 第 4 个 式 子 可 以 
立即 得 出 褒 = 2zaz3 十 2zl7z4， 故 可 以 写 出 下 面 的 MATLAB 函数 为 

function xdot=c7fun3(t,X) 

xdot=[x(2); 2*x(1)*x(2); x(4); 2+x(2)+x(3)+29x(1)*x(4)] 3 
而 原 微分 方程 模型 的 MATLAB 表示 可 以 写成 

function xdot=c7fun4(t,x) 

xdot=[x(2); 2+x(1)*x(2)]; 
这 时 ， 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语 白 来 求解 原始 问题 ， 得 出 的 结果 如 图 7-17 所 示 。 可 见 ， 解 出 
的 Ti(t) 函数 满足 给 定 的 边界 要 求 。 

>> [t,y]=nlbound(,c7fun4:,:c7fun3,[0,Pi/2] ,[-1,1] ,1e-8); 

Plot(t,y) ; set(gca,'xlim',[0,pi/2]); 














图 7-17 线性 两 点 边 值 问题 的 解 
该 问题 的 解析 解 为 (z) = tan(z 一 f/4)。 这 样 ， 就 可 以 由 下 面 的 语 各 比较 得 出 的 解 是 否 精确 
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>> y0=tan(t-pi/4); norm(y(: ,1)-y0) 
ans = 
1.662871328177840e-005 
>> norm(y(end,1)-1) 
ang = 
5.281529774414651e-006 
可 见 ， 这 样 得 出 的 数值 解 和 解析 解 极其 接近 ， 且 满足 原始 边 值 条 件 。 


7.4.3 ”线性 微分 方程 的 有 限 差分 算法 


考虑 式 (7-4.3) 中 给 出 的 线性 微分 方程 ， 如 果 用 前 面 介绍 的 中 心 差 分 数值 微分 公式 取 
代 其 中 的 微分 项 ， 则 可 以 推导 出 下 面 的 线性 代数 方程 组 


丰 全 人 刀 

2 妇 22 仿 思 
本 。 :|=| : (7-4.16) 

Un-2 加 -2 un-2| | mm-2 加 -2 

an-1 如 -1 [mn-1 加 -1 


其 中 ，m 为 中 间 计算 点 的 个 数 ，miii = 1, 2,…… 沁 一 1 为 微分 方程 的 数值 解 ， 即 w+1 = 人 hi， 
而 n = ya， 加 = 加 ， 其 他 参数 可 以 由 下 式 计算 出 来 ， 为 


户 
在 一 一 2 十 h2g(zi, 二 一 1 二 5p(z 
。 g(zi 22(zi) 过 (4a17) 
wii=1- 5p(zDh 一 凶 f(e) 


且 
及 一 有 一 Wi7a，b 因 -1 一 加 -1 一 yn-l7b (7-4-18) 


式 中 , 九 为 计算 步 长 ， 且 疡 = -oj/m -1), ri=a+(-1)h。 上 面 算法 的 MATLAB 实 
现 为 
function [x,y]=fdiff(funcstspan,x0f,n) 
t0=tspan(1) ;tfinal=tspan(2); ga=x0f(1); gb=x0f(2); 
h=(tfinal-t0)/n; 
for i=1l:n，x(i)=tO+h*(i-1); end， 
x0=x(1:n-1); t=-2+h“2+feval(funcs,x0,2); tmp=feval(funcs,x0,1); 
v=1+h*tmp/2; w=1-h+tmp/2; b=h-~2+feval(funcs,x0,3); 
b(1)=b(1)-w(1)*ga; b(n-1)=b(n-1)-v(n-1)*gb; b=b; A=diag(t); 
for i=1:n-2，A(i,i+1)=v(i); A(i+l,i)=w(i+1); end 
y=inv(A)*b; x=[x tfinal]; y=[gai yi gb] 
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其 中 ， 要 求 给 定 的 函数 为 funcs(x,key) ， 当 key=1,2,3 时 分 别 表示 p(z),g(z),f(z) 天 
数 。 另 外 ，n 为 要 计算 的 点 数 。 从 算法 来 看 ， 要 求 等 间距 的 计算 点 分 布 ， 所 以 在 解决 一 些 
复杂 问题 时 ， 该 算法 不 一 定 实用 。 这 里 将 通过 例子 来 演示 该 函数 的 使 用 。 


【 例 7-26 】 试 求解 线性 微分 方程 节 H(1 十 z 六 十 (1-z)=1+z2,y(0) = 1,y(1) = 4 的 边 值 问题 。 
【求解 〗 对 该 微分 方程 可 以 编写 下 面 的 MATLAB 函数 

function y=c7fun5(x,key) 

Switch key 、 

case 1，y=1+X; 

case 2，y-1-xi 

otherwise，y=1+x. 2; 

end 
这 时 要 计算 出 各 个 计算 点 处 的 4 值 ， 则 可 以 由 下 面 的 方式 调用 fdiff() 函数 ， 绘 制 出 y(t) 的 曲 
线 ， 如 围 7-18 所 示 。 

>> [t,y]=fdiff('c7fun5， [o,1,[1,4] ,50); Plot(t,7) 
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图 7-18 线性 两 点 边 值 问题 的 解 


当然 ， 利 用 式 (7-4.16) 方程 的 三 对 角 特 性 ， 可 以 采用 LU 分 解 来 容易 地 求解 ， 但 这 样 
会 使 得 MATLAB 编程 变 得 更 烦琐 。 从 前 面 给 出 的 算法 看 ， 只 有 第 2 种 算法 不 要 求 原 始 函 
数 为 线性 的 ， 但 该 算法 需要 求 出 R(.) 函数 的 偏 导数 ， 所 以 一 般 在 线性 方程 求解 时 采用 第 
1 种 方法 ， 其 他 情况 下 可 以 采用 第 2 种 方法 。 


7.5 “ 偏 微分 方程 求解 入 门 


MATLAB 可 以 求解 一 般 的 偏 微分 方程 ， 也 可 以 用 偏 微分 方程 工具 箱 中 给 出 的 相应 机 
数 求解 一 些 偏 微分 方程 。 本 节 将 首先 介绍 一 般 偏 微分 方程 的 数值 解法 ， 然 后 介绍 利用 偏 
微分 方程 工具 箱 求解 几 类 典型 偏 微分 方程 的 方法 。 
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7.5.1 “ 偏 微 分 方程 组 求解 
MATLAB 语言 提供 了 pdepe() 函数 ， 可 以 直接 求解 偏 微分 方程 


SN， Du 
e (ee 汉 ) 亚 = 多 丈 所 于 (zsw 吧 )] 十 3 (ceaw 全 ) (7-5-1) 
这 样 ， 偏 微分 方程 可 以 编写 下 面 的 函数 描述 ， 其 人 口 为 
[c, 帮 果 =pdefun(zvtusaa) 


其 中 ，pdefun 为 函数 名 。 这 样 ， 由 给 定 的 输入 变量 即 可 计算 出 cf,s 这 3 个 函数 。 
边界 条 件 可 以 用 下 面 的 函数 描述 为 


P(ztu) 十 g(Z, 记 也 ).* 玫 (= 直人 党 ) =0 (7-5-2) 


这 样 的 边 值 函 数 可 以 编写 一 个 如 下 的 MATLAB 函数 描述 为 
[pa,gaypi;gb]=pdebc(T,Eiiaz) 
除了 这 两 种 函数 外 ， 还 应 该 写 出 初始 条 件 函 数 。 偏 微分 方程 初始 条 件 的 数学 描述 为 
ul(z,to) = wuo。 这 样 ， 需 要 一 个 简单 的 函数 来 描述 ， 编 写 简单 函数 uo=pdeic(z) 即 可 。 
还 可 以 选择 rp 和 上 + 的 向 量 ， 再 加 上 描述 的 这 些 函数 ， 就 可 以 用 pdepe() 函数 求解 次 
偏 微分 方程 ， 这 需要 用 下 面 的 格式 求解 该 偏 微分 方程 。 
【 例 7-27】 试 求解 下 面 的 偏 微分 方程 P1 


| 尝 本 0024 呈 全 -Flw -ua) 


ua2 2uaz 
如 =017 和 +Ftu 一 ao2) 


其 中 ，F(z) = e57az -er-1l46z， 且 满足 初始 条 件 ui(z,0) = l) ua(z,i) = 0 用 边 界 条 件 
Bu 
骂 00=o0wmo0=oumdb=l 吾 09=0 


【求解 】 对 照 给 出 的 偏 微分 方程 和 式 (7-5-1)， 则 可 以 将 原 方程 改写 为 
旧 日 加 . 二 | 


二 殉 三 匹 |0178uz/3z Fu 一 ua) 

可 见 ， 一 0， 且 0 环 
1 _ [oa zz] [Fu 一 

< 站 | ea 7 虽 


这 样 ， 可 以 编写 出 下 面 的 描述 偏 微分 方程 的 MATLAB 函 教 为 

function [c,f,s]=c7mpde(x,tyusdu) 

c=[1; 菇 ; y=u(1)-u(2); F=exp(5.73*y)-exp(-11.46*y); s=F+[-1; 1]; 
f=[0.024*du(1); 0.17*du(2)]; 
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套用 式 (7-5-2) 中 的 边界 条 件 ， 可 以 写 出 如 下 的 边 值 方程: 


0 工 _ [0 ta 一 1 0 0 
ee 加 图- 国 ear Pd 图 … 国 
从 而 编写 出 下 面 描 述 边界 条 件 的 MATLAB 函数 . 
function [pa,qa,pb,qb]=c7mpbc(xa,ua,xb,ub,t) 
pa=[0; ua(2)]; qa=[1;0]; pb=[ub(1)-1; 0]; qb=[0;1]; 
另外 ， 还 可 以 立即 得 出 描述 初 值 的 MATLAEB 函数 为 


function u0=c7mpic(x) 
uo=[1; 0]; 
有 了 这 3 个 函数 ， 选 定 z 和 志向 量 ， 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 此 偏 微分 方程 ， 得 出 解 ua 
各， 如 图 7.19 (aj、 图 7-19 (b) 所 示 。 
>> x=0:.05:1; t=0:0.05:2; m=0i 
sol=pdepe(m,6c7mpde,0cTmpic,@c7mpbc,x,t); surf(x,tisol(:，:,1)) 
figure; surf(x,t,sol(:，:，2)) 





0 0 
(a) wbz) (b) wa(tz) 
图 7-19 偏 微分 方程 求解 区 域 设置 


0 0 






7.5.2 ”二 阶 偏 微分 方程 的 数学 描述 


除了 前 面 介 绍 的 一 类 偏 微分 方程 外 ，MATLAB 语言 还 有 自己 的 偏 微分 方程 工具 箱 ， 
可 以 比较 规范 地 求解 各 种 常见 的 二 阶 偏 微分 方程 。 这 里 将 MATLAB 偏 微分 方程 工具 
箱 可 解 的 二 阶 偏 微分 方程 简单 介绍 一 下 ， 后 面 再 介绍 一 个 实用 的 偏 微分 方程 求解 界面 
pdetoo1， 利 用 该 程序 界面 可 以 容易 地 求解 偏 微分 方程 。 


7.5.2.1 ”椭圆 型 偏 微分 方程 
椭圆 型 偏 微分 方程 的 一 般 表示 形式 为 


-div(cVa) 十 ou = (zz (7-5-3) 
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其 中 , 若 凡 = u(zlz2… ,znti =u(z 直 ，Vu 为 二 的 梯度 ， 则 其 定义 为 





D 0 D 
Vu= 2 志 | 忆 (7-5-4) 
散 度 div(u) 的 定义 为 
导 主 2 
div(u) = ( 志 十 现 上 + 亏 ) 也 (7-5-5) 
这 样 ，div(cVuw) 可 以 更 明确 地 表示 成 
D Du D Du D Du 
div(cVu) = 攻 (< 党 ) 十 (< 党 ) 十 … 十 三 ( 洋 )| (7-5-6) 
若 c 为 常数 ， 则 该 项 可 以 进一步 化 简 为 
信 ， 闻 起 学 
div(cVu) = < (如 十 琵 十 … + 责 训 ) 4 一 CAu (7-5-7) 
其 中 ，A 又 称 为 Laplace 算 子 。 这 样 ， 椭 圆 型 偏 微分 方程 可 以 更 简单 地 写成 
-人 (过 + 2 + 着 )s+ms=yG (7-5-8) 
7.5.2.2 ”抛物 线 型 偏 微分 方程 
抛物 型 偏 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
4 一 div(cVu) +au = fc (7-5-9) 
根据 上 面 的 叙述 ， 若 e 为 常数 ， 则 该 方程 可 以 更 简单 地 写成 
ou Bu 8 二 9 
-( 直 + 中 + 完 跨 )+wm=yte 章 (7.5-10) 
7.5.2.3 ” 双 曲 型 偏 微分 方程 
双 曲 型 偏 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
2 一 div(cVau) +au = (zz (7-5-11) 
若 e 为 常数 ， 则 可 以 将 该 方程 简化 成 
2 Bu 8 D2u 
< 党 -<( 吕 + 中 + + 路 )+o= yo (7-5.12) 


从 上 面 的 3 种 类 型 方程 可 以 看 出 ， 它 们 直接 的 区 别 在 于 函数 对 t 的 导数 阶 次 。 如 果 
对 + 没有 求 导 ， 则 可 以 理解 为 其 值 为 常数 ， 故 称 为 栅 圆 型 偏 微分 方程 。 如 果 取 尽 对 时 间 的 
一 阶 导数 ， 则 一 阶 导数 与 雯 对 z 的 二 阶 导数 直接 构成 了 抛物 线 关 系 ， 故 称 其 为 抛物 型 偏 
微分 方程 。 如 果 对 + 取 二 阶 导数 ， 则 可 以 称 之 为 双 曲 型 偏 微分 方程 。 

MATLAB 的 偏 微分 方程 工具 箱 采 用 的 是 有 限 元 方法 求解 各 种 偏 微分 方程 的 。 椭 圆 型 
偏 微分 方程 求解 中 ，c oa; dy 均 可 以 为 给 定 函 数 的 形式 ， 但 其 他 类 型 偏 微分 方程 求解 时 ， 
它们 必须 为 常数 。 
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7.5.2.4 特征 值 型 偏 微分 方程 
MATLAB 可 以 直接 求解 的 另 一 类 偏 微分 方程 为 特征 值 型 偏 微分 方程 为 


-div(cVu) 十 au = Xdu (7-5-13) 
对 常数 c， 该 方程 还 可 以 简化 成 
-( 器 + 号 + + 号) + 和 (7-.5.14) 
1 寻 


对 比 式 (7-5-14) 与 式 (7-5-3) 可 以 发 现 ， 将 前 者 等 号 右 侧 的 Xdu 移动 到 方程 的 左 侧 ， 
就 可 以 变换 成 一 般 的 椭圆 型 偏 微分 方程 ， 所 以 该 方程 是 风 圆 型 偏 微分 方程 的 一 个 特例 。 


7.5.3” 偏 微分 方程 的 求解 界面 应 用 举例 
7.5.3.1 “ 偏 微分 方程 求解 程序 概述 

MATLAB 偏 微分 方程 工具 箱 提供 了 一 个 界面 ， 可 以 求解 二 元 偏 微分 方程 zlz2)， 
这 时 求解 区 域 可 以 用 该 界面 提供 的 画 圆 、 椭 圆 、 和 拢 形 及 多 边 形 等 工具 任意 绘制 ， 也 可 以 
由 若干 个 这 样 简单 绘制 的 集合 进行 并 集 、 交 集 、 差 集 等 构成 所 需 的 求解 区 域 。 完 成 求解 
区 域 的 绘制 后 ， 还 可 以 用 该 界面 提供 的 功能 将 原 求解 区 域 用 三 角形 的 形式 自动 绘制 出 网 
格 。 

在 MATLAB 提示 符 下 键入 pdetoo1l， 将 启动 偏 微分 方程 求解 界面 ， 如 图 7-20 所 示 。 

偏 微分 方程 求解 界面 分 为 如 下 几 个 部 分 : 

GD 菜单 系统 偏 微分 方程 工具 箱 有 较 全 面 的 菜单 系统 ， 其 中 大 部 分 实用 功能 均 可 以 由 
工具 栏 实现 ， 工 具 栏 不 能 实现 的 部 分 多 为 一 些 工 具 箱 的 设置 与 文件 处 理 的 功能 。 后 面 将 
根据 实际 需要 介绍 菜单 系统 的 若干 功能 。 

@@ 工具 栏 工具 栏 内 各 个 按钮 的 详细 内 容 如 图 7-21 所 示 ， 工 具 栏 能 实现 从 求解 区 域 
设 定 、 微 分 方程 参数 描述 、 求 解 到 结果 表示 在 内 的 一 整套 实际 功能 。 工具 栏 右 侧 的 列表 
框 还 给 出 了 MATLAB 能 直接 求解 的 一 些 常用 微分 方程 类 型 。 

国 集 合 编辑 (Set formula) 用 户 可 以 在 求解 区 域 用 不 同 的 几何 形状 画 出 若干 集合 
集合 编辑 区 域 允许 用 户 用 加 减法 等 表示 集合 的 并 、 交 和 差 集 运算 ， 2 
域 。 

团 求 解 区 域 为 该 程序 界面 下 部 的 区 域 ， 用 户 可 以 在 这 个 部 分 内 绘制 出 问题 的 求解 区 
域 ， 微 分 方程 的 解 也 可 以 在 这 个 区 域内 用 二 维 的 形式 表示 出 来 。MATLAB 还 支持 三 维 表 
示 ， 但 需要 打开 新 的 图 形 窗口 。 
7.5.3.2” 偏 微分 方程 求解 区 域 绘制 

本 节 将 通过 例子 演示 在 偏 微分 方程 求解 界面 下 描述 求解 区 域 的 方法 。 首 先 用 工具 栏 
中 提供 的 椭圆 绘制 和 矩形 绘制 功能 绘制 出 如 图 7-22 (a) 所 示 的 一 些 区 域 ， 这 样 就 可 以 在 集 
合 编辑 栏目 中 将 原来 的 内 容 修改 为 (Ri1+E1+E2)-E3， 表 示 从 矩形 R1， 椭 圆 E1, E2 的 并 集 
中 剔除 掉 E3。 单 击 工具 栏 中 89 按钮 就 可 以 得 到 求解 区 域 。 选 择 Boundary 一 Remove All 





7.5 偏 微分 方程 求解 人 门 245 























5 





TGSaect he gpedlPDE sppicalon hon he poptp man 












绘制 机 图。 区域 边界 稀 玻 网 格 求解 方程 


局 部 放大 ， 


图 7-21 偏 微分 方程 求解 工具 栏 


Subdomain Borders 菜单 项 ， 则 将 消除 若干 相 邻 区 域 中 间 的 分 隔 线 ， 得 出 如 图 7-22 (b) 所 
示 的 区 域 图 。 

有 了 求解 区 域 ， 就 可 以 单 击 A 按钮 将 求解 区 域 用 三 角形 划分 成 若干 网 格 ， 如 图 7-23 
(a) 所 示 。 如 果 感 觉 到 网 格 不 够 密 ， 则 可 以 单 击 右 侧 的 按钮 加 密 网 格 ， 可 以 得 出 如 图 7-23 
(b) 所 示 的 更 密 的 网 格 图 。 值 得 指出 的 是 ， 一 般 情况 下 ， 网 格 越 密 ， 计 算 的 结果 越 精确 ， 
但 代价 是 计算 时 间 则 越 长 。 
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(a) 求解 区 域 绘制 (b) 实际 求解 区 域 
图 7-22 ” 偏 微分 方程 求解 区 域 设置 
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5 -1 -05 0 05 1 15 -15 -1 -05 0 05 1 15 
{(a) 求解 区 域 网 格 绘制 (b) 加 密 网 格 的 效果 
图 7-23 求解 区 域 的 网 格 生成 


7.5.3.3” 偏 微分 方程 边界 条 件 描述 


求解 边界 在 偏 微分 方程 界面 下 用 9 表示 。 一 般 地 ， 在 偏 微分 方程 工具 箱 支持 的 边界 
条 件 包 括 Dirichlet 条 件 和 Neumann 条 件 。 下 面 分 别 介绍 这 两 种 边界 条 件 。 
GD Dirichlet 条 件 一 般 描述 为 


太 (= 多 ) aan = 了 (ci 包 ) (7-5-15) 


其 中 ，80 表示 求解 区 域 的 边界 。 假 设 在 边界 上 满足 该 方程 ， 则 只 需 给 出 > 和 户 函 数 即 
可 ， 这 两 个 参数 可 以 为 常数 ， 也 可 以 为 z 的 函数 ， 甚 至 可 以 是 Bu/8em 的 函数 ， 为 方便 
起 见 ， 一 般 可 以 令 刀 = 1。 后 面 将 介绍 Dirichlet 边界 条 件 的 描述 方式 。 

@ Neumann 条 件 其 扩展 形式 为 


| 有 evo 二 o 吕 | | 至 二 (7-5-16) 


其 中 ，su/8n 为 z= 向 量 法 向 的 偏 导数 。 
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选择 Boundary 一 Specify Boundary Conditions 菜单 ， 将 打开 一 个 如 图 7-24 所 示 的 对 
话 框 ， 用 户 可 以 在 这 个 对 话 框 中 描述 边界 条 件 。 如 果 想 使 得 边界 上 各 点 的 函数 值 为 0， 则 
可 以 将 该 对 话 框 的 " 栏 值 设 为 0 即 可 。 





图 7-24 边界 条 件 设置 对 话 框 


7.5.3.4 ” 偏 微分 方程 求解 举例 

用 前 面 的 方法 设置 了 求解 区 域 和 边界 条 件 ， 并 选择 了 合适 的 偏 微分 方程 后 ， 就 可 以 
单 击 工具 栏 的 等 号 按钮 (=) 立即 得 出 微分 方程 的 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 实际 偏 微分 方 
程 的 求解 全 过 程 。 
【 例 7-28】 试 求解 双 曲 型 偏 微分 方程 


【求解 】 由 给 定 的 偏 微分 方程 ， 可 以 得 出 c= la=27=10,d4=1l。 这 样 单 击 偏 微分 方程 界面 
工具 栏 中 的 PDE 图 标 ， 则 将 打开 一 个 类 似 于 图 7-25 的 对 话 框 ， 左 侧 有 各 种 常见 的 偏 微分 方程 类 
型 。 选 择 其 中 的 Parabolic 选项 ， 就 能 将 给 定 的 偏 微分 方程 的 参数 输入 到 该 对 话 框 中 。 





图 7-25” 偏 微分 方程 参数 设置 对 话 框 
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如 果 想 求解 该 偏 微分 方程 ， 则 可 以 单 击 工具 栏 中 的 等 号 按钮 ， 这 样 马上 就 能 求 出 微分 方程 的 
解 ， 如 图 7-26 (a) 所 示 。 其 中 ， 图 形 为 伪 色 彩 围 形 ， 其 颜色 表示 u(z,3) 值 。 注 意 ， 这 时 给 出 的 
u(z,2) 的 值 为 在 圭一 0 时 的 函数 值 ， 后 面 将 介绍 如 何 显示 不 同上 下 方程 的 解 。 

用 户 还 可 以 修改 徽 分 方程 的 边界 条 件 。 例 如 ， 再 得 出 图 7-24 所 示 的 对 话 框 ， 仍 采用 Dirichlet 
条 件 ， 令 边界 上 所 有 的 心 值 为 5， 则 可 以 将 该 对 话 框 中 r 栏目 的 值 填写 为 5， 这 样 再 求解 偏 微分 方 
程 ， 将 得 出 如 图 7-26 (b) 所 示 的 结果 。 


4 得 Time=10 Color 

















6 1 一 
10 
05 5 
4 5 
8 0 
3 
05 2 05 日 
1 避 1 05 0 05 1 1.5 而 1 5 1 -05 0 05 1 15 65 
(a) 偏 微分 方程 的 解 (b) 改变 边界 条 件 后 的 解 


图 7-26 偏 微分 方程 的 解 


微分 方程 的 结果 还 可 以 用 其 他 很 多 方式 显示 。 单 击 工具 栏 中 的 三 维 图 图 标 则 将 打开 
-个 如 图 7.27 所 示 的 对 话 框 ， 若 再 选择 Contour 则 可 以 绘制 等 值 线 图 ， 若 选择 Arrows 选 
项 ， 将 计算 并 绘制 引力 线 ， 选 择 这 两 个 选项 ， 将 得 出 如 图 7-28 (a) 所 示 的 计算 结果 。 





图 7-27 结果 显示 方式 设置 对 话 框 
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另外 还 应 注意 ， 在 如 图 7-27 所 示 的 对 话 框 中 ，Property 栏目 的 各 个 项 目 均 有 列表 
框 ， 如 第 一 项 的 默认 值 为 u， 表 明 所 有 的 分 析 都 是 针对 u(.) 函数 的 ， 在 绘图 时 显示 的 是 
vu(z,3). 如 果 想 显示 其 他 的 内 容 ， 则 可 以 单 击 右 侧 的 ， 这 样 就 可 以 打开 列表 框 ， 从 中 选 
择 其 他 的 分 析 内 容 ， 直 至 选择 用 户 自 定义 栏目 。 

若 单独 选择 Height (3d-plot)， 则 将 另外 打开 一 个 图 形 窗口 ， 绘 制 出 网 格 型 三 维 图 


5 


形 ， 如 图 7-28 (b) 所 示 。 


Time=10 Height u 


Time=10 Color u Yectorfield -gradtu) 


1 

05 

-05 
5 -5 0 05 1 15 


(a) 等 值 线 与 引力 线 表 示 (b) 三 维 网 格 线 表示 
图 7-28 偏 微分 方程 解 的 不 同 表 现形 式 
7.5.3.5 “时 变 解 的 动画 显示 

偏 微分 方程 程序 默认 的 时 间 向 量 为 t=0:10， 图 7-26 中 得 出 的 微 劳 方程 解 也 是 在 最 终 
时 刻 t= 10 的 解 。 从 双 曲 偏 微分 方程 看 ， 方 程 的 解 应 该 是 时 间 t 的 函数 ， 所 以 应 该 用 动画 
形式 显示 出 来 。 现 在 仍然 以 例 7-28 中 给 出 的 双 曲 偏 微分 方程 为 例 ， 介 绍 如 何 将 时 变 的 方 
程 显示 出 来 。 

用 户 可 以 由 Solve 一 Parameters 菜单 引出 的 对 话 框 设 置 时 间 向 量 ， 例 如 在 该 栏目 内 
填写 0:0.1:4， 这 样 再 进行 微分 方程 求解 则 为 这 段 时 间 的 解 。 定 义 了 该 时 间 向 量 ， 由 图 
7-27 给 出 的 对 话 框 可 以 选择 其 中 的 动画 (Animation) 选项 ， 单 击 Options 按钮 还 可 以 设 
置 动 画 的 播放 速度 ， 如 用 默认 的 6fps (每 秒 6 桢 )， 这 样 就 可 以 直接 获得 该 微分 方程 解 
的 动画 了 。 用 户 可 以 用 Plot 一 Export Movie 菜单 将 动画 输出 到 MATLAB 工作 空间 ， 例 
如 存 成 变量 M， 则 可 以 用 movie(M) 在 MATLAB 图 形 窗口 中 播放 得 出 的 动画 ， 也 可 以 用 
movie2avi (M, myavi .avi?) 命令 将 动画 存 成 myavi.avi 文件 ， 以 备 过 后 播放 。 
7.5.3.6 ”函数 参数 的 偏 微分 方程 求解 

前 面 介 绍 的 偏 微分 方程 ca, d, 太 均 为 常数 ， 而 在 实际 遇 到 的 偏 微分 方程 中 ， 经 常 需 要 
这 些 量 为 函数 的 情况 。 偏 微分 方程 工具 箱 目前 能 处 理 的 问题 是 含有 非 线性 系数 的 椭圆 偏 
微分 方程 问题 ， 在 系数 字符 串 中 允许 使 用 xy 直接 表示 微分 方程 中 的 zl; za 或 >,y， 用 变 
量 ux 和 nuy 表示 Bu/8z 和 Bu/8y,， 这 样 就 可 以 描述 任意 的 非 线性 系数 。 下 面 将 通过 例子 
演示 这 样 方程 的 求解 方法 。 


避 
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【 例 7-29】 假 设 偏 微分 方程 为 


-div (二 于 有 到 Yu) 二 (22 十 )u = er 
其 中 边界 为 0， 试 求解 该 偏 微分 方程。 
【求解 】 观察 该 方程 可 以 发 现 ， 它 满足 椭 国 型 偏 微分 方程 ， 其 中 


1 
ce 于 了 =er 


的 后 

站 ) + ( 动 ) 
且 在 求解 边界 上 尺 的 值 为 0。 仍 使 用 偏 徽 分 方程 工具 箱 ， 打 开 如 图 7-25 所 示 的 对 话 框 ， 选 择 椭 国 
型 偏 微分 方程 (Elliptic) 选项 ， 在 c 参数 栏目 填写 1./sqrt(1+ux:“2+uy.2)， 在 3 和 ff 栏目 分 别 填 
写 x.~2+y.“2 和 exp(-x.~2-y.~2) ， 再 打开 Solve 一 Parameters 对 话 框 ， 从 中 选 定 Use nonlinear 


solver 属性 (注意 ， 该 属性 只 适用 于 精 国 型 偏 微分 方程 求解 ]。 再 单 击 工具 栏 内 的 等 号 ， 则 可 以 求解 
该 方程 ， 得 出 如 图 7-29 (a)、 图 7-29 (b) 所 示 的 解 。 





Color u Vector field -gradu) 





(a) 等 值 线 与 引力 线 表示 (b) 三 维 网 格 线 表示 
图 7-29 偏 微分 方程 解 的 不 同 表现 形式 


7.6 ”微分 方程 的 框图 求解 
7.6.1 Simulink 简介 


Simulink 环境 是 1990 年 前 后 由 The MatEWorks 公司 推出 的 产品 ， 原 名 为 Simu- 
LAB，1992 年 改 为 Simulink。 其 名 字 有 两 重 含义 ， 仿 真 (simu) 瑟 模 型 连接 (linlk) ， 表 示 
该 环境 可 以 用 框图 的 方式 对 系统 进行 仿真 : 可 以 利用 这 一 有 效 的 工具 ， 用 图 形 的 方式 描 
述 各 种 各 样 的 微分 方程 ， 从 而 求解 相应 的 微分 方程 = 

当然 ，Simulink 的 功能 远 不 止 微分 方程 的 求解 ， 它 还 提供 了 各 种 可 用 于 控制 系统 仿 
真 的 模块 支持 一 般 的 控制 系统 仿真 。 此 外 ， 它 还 提供 了 各 种 工程 应 用 中 可 能 使 用 的 模 
块 ， 如 电机 系统 、 机 构 系 统 、 通 信 系 统 等 的 模块 集 ， 直 接 进行 建 模 与 仿真 研究 。Simulink 
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的 功能 十 分 强大 ， 可 以 借用 其 本 身 或 模块 集 对 任意 复杂 的 系统 进行 仿真 。 相 关内 容 可 以 
参阅 其 手册 2 和 书籍 名 ， 限 于 本 书 篇 幅 ， 只 能 介绍 和 微分 方程 求解 有 关 的 内 容 。 

本 节 先 简单 介绍 微分 方程 建 模 可 能 用 到 的 模块 ， 然 后 通过 例子 演示 微分 方程 的 
Simulink 建 模 方法 与 求解 方法 。 


7.6.2 Simulink 相关 模块 


在 MATLAB 命令 窗口 下 给 出 下 面 的 命令 

open-syatema(?Bimulink?) 
将 打开 如 图 7-30 所 示 的 模块 组 窗口 。 可 见 ， 该 组 窗口 中 提供 了 各 类 下 一 级 的 模块 组 ， 
如 输入 信号 源 模块 组 Sources、 连 续 模 块 模块 组 Continuous 等 ， 每 组 的 模块 都 是 很 丰富 
的 ， 理 论 上 可 以 建立 任意 复杂 问题 的 仿真 模型 。 


Library: sieulink 又 
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图 7-30 Simulink 环境 的 主 窗口 
Simulink 下 支持 的 模块 不 胜 枚 举 ， 不 可 能 在 本 节 的 篇 幅 内 全 部 介绍 ， 所 以 针对 微分 
方程 模块 搭建 问题 ， 作 者 只 选择 了 一 些 常用 模块 作为 子 模块 库 ， 用 odegroup 命令 可 以 打 
开 如 图 7-31 所 示 的 自 定 义 模块 集 。 








JE 
入 [加 
柄 | ER 
ee 本 { 图 | 二 
Ce 
RE 
他 3 


总 伟 
公 是 号 革 


二 Merix 2 TREE Pon ， Suitch Lockrgp 











图 7-31 常用 模块 的 自 定义 模块 组 
下 面 将 介绍 其 中 常用 的 模块 : 
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输入 输出 端口 (Inl, out1) 一 般 更 常用 输出 模块 显 式微 分 方程 求解 的 结果 ， 该 模 
块 将 在 MATLAB 工作 空间 中 产生 变量 yout。 仿 真 模型 中 任意 一 路 信号 都 可 以 用 示波器 
Scope 直接 显示 。 

@@ 时 钟 模块 Clock 产生 时 间 +， 从 而 可 以 搭建 时 变 微分 方程 模型 。 

@@) 常用 输入 模块 可 以 用 Sine 模块 产生 正弦 信号 ， 用 Step 可 以 产生 阶 牙 信号 ， 而 用 
Constant 模块 可 以 产生 便 值 信号 - 

图 积分 器 模块 (Int) 可 以 用 其 描述 一 阶 导数 ， 令 常 微分 方程 组 的 每 个 一 阶 导数 项 作 
为 每 个 积分 器 模块 的 输入 。 例 如 ， 第 ;个 积分 器 模块 的 输入 端 定义 为 刀 归 ， 则 其 输出 端 
自然 就 是 zi(b)。 若 给 出 了 一 阶 微分 方程 组 ， 则 积分 器 输入 端的 搭建 就 是 整个 微分 方程 
组 Simulink 模型 搭建 的 关键 。 对 于 线性 高 阶 微分 方程 ， 还 可 以 采用 其 中 的 传递 函数 模块 
Transfer Function 。 

回 延迟 模块 (Transport Delay) 可 以 得 出 其 输入 信号 在 t+- 7 时 刻 的 值 。 该 模块 可 以 用 
于 延迟 微分 方程 的 建 模 与 求解 。 

人 @ 增益 模块 (Gain, Sliding Gain 和 Matrix Gain) 这 些 增益 模块 都 是 建 模 中 很 有 意义 的 
增益 模块 ， 而 它们 的 作用 也 各 不 相同 。Gain 模块 主要 用 于 信号 的 放大 ， 如 果 该 模块 的 输 
入 信和 号 为 w， 则 其 输出 为 Ku。Matrix Gain 是 矩阵 增益 模块 ， 如 果 向 量 型 输入 信号 为 以， 
则 其 输出 信号 就 成 为 开 w。Sliding Gain 模块 较 有 特色 ， 它 实际 上 是 一 个 靖 动 全。 用 户 可 
以 通过 鼠标 拖 动 的 方式 实时 改变 该 模块 的 增益 。 

轩 数学 运算 模块 可 以 对 其 输入 信号 实现 加 减 乘 除 等 代数 运算 ， 也 可 以 实现 各 种 逻辑 
运算 和 比较 运算 。 

(@ 数学 函数 模块 可 以 对 输入 信号 做 模块 指定 的 非 线性 运算 ， 如 三 角 函 数 运算 、 指 数 
对 数 运算 等 。 

@@ 信号 向 量化 模块 用 混 路 模块 Mux 可 以 将 若干 路 信号 混成 向 量 型 的 信号 ， 用 
DeMux 模块 可 以 将 向 量 型 信号 解 出 单 路 的 信号 。 


7.6.3 ”微分 方程 的 Simulink 建 模 与 求解 


建立 起 微分 方程 的 Simulink 模型 ， 可 以 用 sim() 函数 对 其 模型 直接 求解 ， 得 出 微分 
方程 的 数值 解 。sim() 函数 的 调用 格式 和 ode45() 等 函数 特别 接近 ， 这 里 不 详细 介绍 该 
函数 的 调用 格式 ， 读 者 可 以 参考 例子 中 的 调用 格式 ， 领 略 其 语法 结构 。 

本 节 将 通过 例子 介绍 微分 方程 的 Simulink 建 模 方法 与 微分 方程 求解 问题 ， 首 先 介绍 
Lorenz 方程 的 建 模 方法 ， 然 后 介绍 一 般 的 延迟 币 分 方程 建 模 ， 最 后 用 建 模 的 方法 解 出 前 
面 不 能 求解 的 延迟 微分 方程 。 

【 例 7-30】 考 虑 例 7-7 中 给 出 的 Lorenz 方程 的 求解 问题 ， 这 里 重 写 如 下 : 
二 (= 一 zi(b) 十 zz(bzs 人 tb 
za 人 t) = 一 pzz(t) 十 pzs 人 
za(b = 一 zi(b)zz(b) 十 ozz 人 tb) 一 3( 


其 中 ， 设 及 = 8/3,p = 10,c = 28， 且 各 个 状态 变量 的 初 值 为 zl(0) = 72(0) = 0, ra(0) = 
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试用 Simulink 搭建 该 模型 ， 并 得 出 仿真 结果 。 
【求解 〗】 前 面 已 经 介绍 过 ， 用 MATLAB 语言 可 以 编写 一 个 函 教 ， 描 述 原 来 的 微分 方程 组 模型 ， 
然后 用 ode45() 类 函数 就 可 以 直接 求解 该 方程。 

用 Simulink 也 可 以 描述 出 微分 方程 组 的 模型 。 具 体 的 方法 是 : 考虑 原 方程 中 有 状态 变量 的 一 
阶 导数 项 ， 需 要 使 用 三 个 积分 器 ， 用 其 输入 端 分 别 描述 各 (bza(t, zs(b， 则 其 输出 端 自然 就 成 
了 zi(b, za(b， zs(t)， 这 样 就 建立 起 了 Simulink 框图 的 核心 模块 框架 ， 如 图 7-32 (a) 所 示 。 双 击 
积分 器 模块 ， 可 以 将 状态 变量 初 值 填写 进 各 个 积分 器 模块 。 

在 构造 微分 方程 求解 框架 时 ， 定 义 了 各 个 状态 变量 及 其 导数 的 信号 ， 利 用 混 路 器 Mux 模块 ， 
可 以 定义 出 向 量 型 的 信号 zft) = [zi(t),zz(t),zrs(tb)j7， 该 信号 进入 Fcn 模块 可 以 直接 表示 为 该 模 
块 输入 信号 的 ut) = [ua(b,ua(b,us(bjT。 这 样 ， 考 虑 Lorenz 方程 的 第 一 个 式 子 ， 可 以 在 服 下 面 
的 Fcn 模块 中 填写 -betau[1]+u[2]*u[3] ， 从 而 将 该 模块 的 输出 直接 连接 到 第 一 个 积分 器 的 输 
入 端 dzl/dt， 搭 建 起 第 一 个 微分 方程 式 。 用 类 似 的 方法 可 以 建立 起 其 他 两 个 微分 方程 式 ， 用 这 样 
的 方法 最 终 可 以 构造 出 如 图 7-32 (b) 所 示 的 完整 Simulink 模型 。 为 获得 仿真 结果 ， 可 以 将 z(t) 状 
态 变 量 连接 到 输出 疯 口 。 





dzi(t)/dt 








EECTOXT 
dzz(t) /dt 
多 za2() 


dza(t/dt 
加 za 人 
c7mlorla.mdl c7mlorlb.mdl 


(a) 引入 积分 器 (bj Simulink 模型 
图 7-32 Lorenz 方程 的 Simulink 建 模 
仿真 模型 建立 起 来 之 后 ， 可 以 用 下 面 的 语句 对 该 微分 方程 进行 求解 ， 并 得 出 和 图 7-3 (a)、 图 
7-3 (b) 完全 一 致 的 仿真 结果 ， 这 里 不 再 重复 给 出 。 
>> beta=8/3; rho=10; sigma=28; 
[t,x]=sim(c7mlorlb,[0,100]); Plot(t,x) 
figure; plot3(x(:,1),x(:，2),x(:，3)) 

注意 ， 这 里 的 beta, rho 和 sigma 参数 可 以 写 入 MATLAB 工作 空间 ， 而 无 需 作 为 附加 参数 
在 语句 调用 中 给 出 ， 也 可 以 将 积分 器 的 初 值 在 积分 器 模块 中 设置 成 变量 形式 ， 无 需 改 变 Simulink 
模型 本 身 就 可 以 改变 状态 变量 的 初 值 。 

应 该 指出 ， 对 于 小 规模 问题 来 说 ， 用 Simulink 建 模 的 求解 方式 比 用 ode45() 等 函数 的 调用 
方式 更 复杂 。 但 在 解决 大 规模 问题 、 模 块 化 问题 亦 即 复杂 混 连 系统 的 问题 时 ， 用 Simulink 建 模 
方式 应 该 比 简单 的 函数 调用 更 合适 。 此 外 ， 对 更 复杂 的 时 间 延 迟 微分 方程 求解 问题 来 说 ， 采 用 
Simulink 建 模 的 方法 ， 可 以 解决 用 普通 微分 方程 求解 函数 解决 不 了 的 问题 。 
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【 例 7-31】 考 虑 例 7-22 中 介绍 的 延迟 微分 方程 式 ， 重 写 如 下 


{ it) =1-3z(t) 一 vt-1) 一 02zatt 一 0.5) 一 zlt 一 0.5) 
当 昌 十 3g(b) 十 2 人 一 4z(b) 
试用 Simulink 搭 达 该 微分 方程 模型 ， 并 得 出 其 数值 解 。 
【求解 〗 该 模型 当然 可 以 用 MATLAB 语言 编写 一 个 函数 来 表示 ， 然 后 用 延迟 微分 方程 的 求解 函 
数 dde23() 直接 求解 ， 但 这 样 的 求解 过 程 似乎 不 是 很 直观 。 

现在 考虑 第 一 个 方程 式 ， 将 一 3z(t) 项 移动 到 等 号 霸 侧 ， 则 可 以 将 其 变换 成 


f( 的 十 3z(t) =1 一 xy 人 一 1) 一 0.2z3(t 一 0.5) 一 z(t 一 0.5) 


所 以 可 以 将 该 方程 理解 成 z(t) 为 传递 函数 模型 1/(s + 3) 的 输出 信号 ， 而 该 函数 的 输入 信 
号 为 1-ytt 一 1)-0.2zs(t 一 0.5) 一 zlt 一 0.5)。 第 2 个 方程 式 可 以 理解 为 : g(t) 是 传递 函数 模块 
4/(s2 + 3s + 2) 的 输出 信号 ， 而 该 模块 的 输入 信号 为 了 (tj ， 在 zt) 信号 和 3(t) 信号 上 连接 延迟 
模块 Transport Delay 可 以 得 出 这 些 信号 的 延迟 。 通 过 说 明 的 分 析 ， 可 以 搭建 出 如 图 7-33 所 示 的 
Simulink 仿真 模型 。 














图 7-33 延迟 微分 方程 的 Simulink 模型 


建立 了 仿真 模型 后 ， 就 可 以 用 下 面 的 语 旬 求 解 该 微分 方程 ， 并 得 出 输出 信号 3(t) 的 曲线 。 该 
结果 和 例 7-22 中 给 出 的 完全 一 致 ， 这 里 不 再 重复 给 出 。 该 结果 还 可 以 同时 在 示波器 上 显示 出 来 。 
>> [t,x]=sim(,c7mdde2,[0,10]); plot(t,x) 
当然 ， 若 不 习惯 使 用 传递 函 教 模块 ， 还 可 以 假设 zl = T,z2 = 2,z3 一 当 ， 这 样 可 以 将 原 微分 
方程 模型 变 接 成 一 阶 状 态 方程 模型 
2 人 =1 一 zl(t) 一 zz 人 t 一 1) 十 0.2z3(t 一 0.5) 一 za 人 t 一 0.5) 
za(t 一 zs 人 
za(t) = -4za(b 一 3rs(b 一 2zz 介 
给 这 3 个 状态 变 醒 选择 3 个 积分 器 ， 则 可 以 搭建 出 Simulink 框图 ， 也 可 以 得 出 同样 的 结果 。 这 里 
不 给 出 具体 的 Simulink 模型 ， 读 者 可 以 按 习题 的 要 求 自己 搭建 该 模型 。 
【 例 7-32】 现 在 考虑 例 7-23 中 定义 的 延迟 微分 方程 ， 其 中 
-13 3 -3 002 0 0 0 
4 =|106 -116 62|, 4=|0 003 0| ,8B=|1 
207 -207 113 [0 0 0.04 
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试用 Simulink 搭建 系统 模型 ， 并 得 出 系统 的 仿真 曲线 。 
【求解 〗 该 方程 用 MATLAB 自身 提供 的 dde23() 函数 无 法 求解 ， 所 以 这 里 考虑 采用 基于 Simulink 
的 框图 形式 求解 该 方程 。 在 建 模 之 前 ， 可 以 用 下 面 的 语 自 输 入 己 知 的 答 阵 : 
>> Al=[-13,3,-3; 106,-116,62; 207,-207,113] ; 
A2=diag([0.02,0.03,0.04]); B=[0; 1; 2]; 

再 考虑 原始 的 微分 方程 模型 ， 已 经 存在 一 个 状态 向 量 z(t)， 故 可 以 安排 一 个 积分 器 ， 使 得 其 
输出 为 rt)， 这 样 其 输入 端 自然 是 它 (t)， 可 以 分 别 给 这 两 个 信号 连接 延迟 环节 ， 并 核实 际 情况 设 
置 延迟 时 间 常数 ， 则 可 以 构造 出 z(t 一 Ti) 和 全 人 t 一 刀 ) 信号 ， 这 样 经 过 简单 的 处 理 就 可 以 拱 建 出 如 
图 7-34 所 示 的 Simulink 模型 。 

















图 7-34 带 有 导数 延迟 的 微分 方程 Simulink 模型 


用 下 面 的 语句 就 可 以 求解 该 方程 ， 并 将 各 个 状态 变量 绘制 出 来 ， 如 图 7-35 所 示 。 
>> [t,x]=seim('c7mdde3:,[0,8]); Plot(t,x) 


5 





4 zs(t) 


3 














图 7-35 延迟 微分 方程 的 数值 解 


7.7 本 章 要 点 简介 
。 本 章 有 关 的 MATLAB 函数 及 自 编 函 数 由 下 表 给 出 。 
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函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
daolve() 常 微分 方程 的 解析 解 ， 尤 其 适用 于 线性 常 微分 方程 组 符号 运算 204 
语句 利用 Laplace 变换 求解 微分 方程 自 编 207 
zk-4() 用 定 步 长 四 阶 Runge-Kutta 法 求解 常 微分 方程 组 自 纺 212 
ode45() 用 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Fahlberg 变 步 长 算法 求解 常 微分 方程 组 ， MATLAB 213 


类 似 的 函数 还 有 ode23()，odel5s()，odel13()，ode23s()，ode23t， 
ode23tb() 等 ， 适 用 于 一 般 微分 方程 、 刚 性 微分 方程 、 微 分 代数 方 
程 、 隐 式微 分 方程 等 的 直接 求解 











odeset() 微分 方程 的 控制 参数 MATLAB 214 
dde23() 延迟 微分 方程 的 数值 求解 MATLAB 233 
shooting() 线性 微分 方程 的 边 值 问题 的 打 芭 算 法 自 编 235 
nlbound() 非 线性 微分 方程 的 边 值 问题 的 打靶 算法 自 编 238 
faditt(O) 有 限 差分 算法 求解 线性 微分 方程 的 边 值 问题 自 编 239 
pdepe() 偏 微分 方程 的 数值 解 MATLAB 241 
pdetool() 偏 微分 方程 求解 界面 偏 微分 方程 244 
open_system() | 启动 Simulink 环境 或 模型 Simulink 251 
odegroup 常 微分 方程 组 建 模 常用 模块 库 自 编 251 
sim() Simulink 模型 的 仿真 求解 Simulink 252 


。 本 章 介绍 了 基于 MATLAB 符号 运算 工具 箱 dsolve() 函数 的 线性 微分 方程 的 解析 解 
方法 ， 并 介绍 基于 该 函数 的 特殊 非 线性 微分 方程 的 解析 解 。 然 而 对 一 般 非 线性 微分 方 
程 来 说 ， 解 析 解 是 不 存在 的 ， 只 能 依赖 数值 解 的 方法 对 其 进行 研究 。 

。 引 入 了 数值 解 的 概念 ， 并 以 最 简单 的 一 阶 微分 方程 的 Euler 算法 为 例 ， 介 绍 了 一 般 数 

值 解法 的 思路 并 介绍 了 变 步 长 求解 的 概念 ， 还 介绍 了 MATLAB 下 的 微分 方程 数值 求 

解 函数 ode45() ， 通 过 例子 演示 了 该 函数 的 使 用 方法 。 

微分 方程 初 值 函数 能 直接 求解 的 方程 是 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 若 给 出 的 方程 不是 这 类 

函数 ， 则 需要 通过 本 书 介绍 的 方法 选择 一 组 状态 变量 ， 将 原 方程 变换 成 一 阶 显 式微 分 

方程 组 ， 以 便 用 给 定 的 求解 函数 直接 求解 。 

若 某 微分 方程 模型 求解 速度 极 慢 ， 则 有 可 能 为 刚性 方程 ， 需 要 调用 ode15s() 等 函数 

来 求解 。 此 外 ， 其 他 类 型 的 微分 方程 ， 如 微分 代数 方程 、 隐 式微 分 方程 与 延迟 微分 方 

程 等 ， 也 可 以 由 MATLAB 语言 提供 的 现成 函数 直接 求解 。 

。 二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 可 以 用 本 书 提供 的 3 种 算法 求解 。 

。 偏 微分 方程 可 以 由 MATLAB 提供 的 现成 函数 直接 求解 ，x-y 平面 的 偏 微分 方程 可 以 
由 MATLAB 语言 的 偏 微分 方程 工具 箱 提供 的 界面 直接 求解 ， 而 高 维 偏 微分 方程 可 以 
由 该 工具 箱 提供 的 现成 函数 直接 求解 。 

。Simulink 是 MATLAB 中 的 一 个 很 重要 的 系统 仿真 平台 ， 可 以 用 该 高 阶 以 框图 的 形 
式 建 立 起 系统 的 模型 。 本 书 先 介绍 其 人 门 知识 ， 然 后 侧重 于 微分 方程 求解 ， 介 绍 了 
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Simulink 如 何 措 建 微分 方程 框图 ， 其 中 一 个 重要 的 方法 就 是 用 积分 器 来 定义 状态 变量 
和 其 导数 ， 用 已 知 信号 搭建 起 这 样 的 微分 方程 ， 然 后 用 该 工具 提供 的 求解 按钮 直接 求 
解 。 


7.8 习 题 


1 试 求 出 下 面 线 性 微分 方程 的 通 解 。 


和 a 2 
人 4 )+64d 3 +1522 二 十 176 沁 提 


假设 上 述 微分 方程 满足 已 知 条 件 y(0) = 1,V(1) = 3,y(z) = 2,3(0) = 1 8(1) = 2， 试 求 出 满足 
该 条 件 的 微分 方程 的 解析 解 。 
2 试 求解 下 面 微分 方程 的 通 解 以 及 满足 z(0) = 1,z(z) = 2,2(0) = 0 条件 下 的 解析 解 。 


十 13 





十 80y(t = e-2 [sa 人 十 二 引 ) 十 cos(30]| 


去 (t) 十 52( 划 十 4z( 二 3y(t) = estsin(4t) 
28(t) +y(b 十 入 (+ 6z(b 一 eetcos(4b) 


3 试 求 出 下 面 的 时 变 线性 微分 方程 解析 解 


@ Legendre 微分 方程 (1 一切) 呈 - 史 +nmn+lz=0 


@ Bessel 微分 方程 3 + 二 +-nz= 


4 试 求 出 微分 方程 0z) 一 人 区 za+(1- 1 yz) = zzer5 的 解析 解 通 解 ， 并 求 册 满 中 
边界 条 件 y(1) = r, V(r) = 1 的 解析 解 。 
5 试用 Laplace 变换 求解 下 面 微分 方程 组 的 解析 解 ， 并 和 共 他 方法 比较 。 
(0)+ab+ztD+aG= 0 z(0)=2y0)=1 
2( 一 训 b) 一 z(b +3y(b =sintb z0) =g0) = 一 1 
6 试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 
国宝 十 2tt( 的 +tzz(t) =t+1 四 z)+2zy(z) = ze 四 8) 十 下 十 纺 二 一 ertsint 
7 极限 环 是 二 阶 非 线性 常 微分 方程 中 一 种 常见 的 现象 ， 对 某 些 非 线性 微分 方程 来 说 ， 不 论 初始 
状态 为 何 值 ， 估 分 方程 的 相 多 和 痢 多 在 一 条 封闭 的 曲线 上 ， 该 曲线 称 为 微分 方程 的 极限 
环 。 试 绘制 册 微分 方程 上 衬 = 站 十 z(1 一 一 久 ) 的 极限 环 ， 并 对 不 同 初 值 验证 微分 方程 
= -z+y( 一 妆 一 好 
的 相 平面 曲线 确实 收 半 于 机 限 环 - 
全 一 一 g 一 和 
8 考虑 著名 的 Rssler 化 学 反应 方程 组 4 凡 = 工 十 ay ， 选 定 a =b=0.2,c=5.7， 且 


冯 一 b 十 (一 c)z 
zl(0) = zz(0) = zs(0)， 绘 制 仿真 结果 的 三 维 相 轨迹 ， 并 得 出 其 在 X-y 平面 上 的 投影 。 在 实际 
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求解 中 建议 将 a,bc 作为 附加 参数 ， 同 样 的 方程 若 设 @ 一 0.2,b= 0.5,c = 10 时 ， 绘 制 出 状态 
变量 的 二 维 图 和 三 维 图 。 


和 二 = ay 一 z 一 jz] 
Chua 电路 方程 是 混沌 理论 中 经 常 提 到 的 微分 方程 5 人 纺 一 工 一 十 z ， 其 中 ，jf(z) 为 


避 


评 一 一 有 一 7z 
Chua 电路 的 二 极 管 分 段 线性 特性 ， Ja)=tz+ala-b(z+ll-lz-l， 且 a< 了 < 0。 试 编写 
出 MATLAB 函数 描述 该 微分 方程 ， 并 绘制 出 a=15,B= 20,7=0.5,a= 一 120/7,b= 一 75/7， 
且 初始 条 件 为 z(0) = 一 2.121304,y(0) = 一 0.066170,z(0) = 2.881090 时 的 相 空 间 曲线 。 


中 zt) = 4z(b 一 2z(by(b 
Lotka-Volterra 扑 食 模型 方程 为 人 3 = zx 一 3y() 


试 求解 该 微分 方程 ， 并 绘制 相应 的 曲线 。 
请 给 出 求解 下 面 微分 方程 的 MATLAB 命令 ， 


1 


扎 


， 且 初 信 为 z(0) = 2,3y(0) = 3， 


工 


2) 十 芭 六 + 一 eV(0) 一 2 80) 一 区 0) 一 0 


并 绘制 出 gt) 曲线 。 试 问 该 方程 存在 解析 解 吗 ? 选择 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算法 求解 该 广 
程 时 ， 步 长 选择 多 少 可 以 得 出 较 好 的 精度 ， 试 与 MATLAB 语言 给 出 的 现成 函数 在 速度 、 精 
度 上 进行 比较 。 


12 试 选择 状态 变量 ， 将 下 面 的 非 线性 微分 方程 组 转换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 并 用 MATLAB 
对 其 求解 ， 绘 制 出 解 的 相 平面 或 相 空 间 曲 线 。 
立 一 27z 一 3z29t2 
六 一 e 纪 = 4zt2z 
加 (一 2 过 = 2tezy 
20)=z(0)=3I)=2 
2(D)=z()=yG)=3 


立 = -z 一 一 (3z)2 十 ()3 十 6 十 24 
yG) = -一 er 一 

z(l) = 2,2(1) = 一 4 

= -2201)=7WD)=6 


@ 





13 试用 解析 解 和 数值 解 的 方法 求解 下 面 的 微分 方程 组 。 
{ 站 (t) = 一 2z(b) 一 32(b) 十 et z(0) = Liz2(0)=2 
zi = 2z(0) 一 3g( 一 4() 一 全 (0 一 sintb V(0)=3,3(0) = 和 
这 tb) = 一 wb/ra(b) RN 一 as 
14 他 之 庆 分 方 和 组 | ab = -objraG 其 中 ,r(b = Va2 的 十 好 鸭 ， 且 w(0) = ba(0) = 
2,6(0) = 2,v(0) = 1， 试 选择 一 组 状态 变量 ， 将 其 变换 成 MATLAB 语言 能 直接 求解 的 微分 方 
程 组 形式 ， 并 绘制 出 v(t),vu(t) 的 轨迹 曲线 。 
全 一 us3 
15 已 知 微 分 方程 可 以 表示 为 Bol 人 2 一“ -AN ， 基 中， 
2ts + cos(ul 一 ua)ia = 一 gsina 一 sin(ul 一 22)u 
cos(ul -aa)is 十 如 = 一 gsintz 十 sinful 一 za)u 
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tn(0) = 45,uz(0) = 30,us(0) = ua(0) = 0，g= 9.81， 试 求解 此 微分 方程 ， 并 绘制 出 各 个 状态 
变量 的 时 间 曲 线 。 


ia sin(zlzz) 十 5ilza cos(z3?) + t2ziz8 = e- 节 


16 试 求 出 本 
汪 表 由 网 交 当 信 何人 到 72 十 jzl sin(z?) + cos(i2z2) 一 sint 的 数值 角 0) 


lza(0) = lza(0) = 2,z2(0) 一 2， 并 绘制 出 轨迹 曲线 。 
17 下 面 的 方程 在 传统 微分 方程 教程 中 经 常 被 认为 是 刚性 微分 方程 。 试 用 常规 微分 方程 解法 和 刚 


性 微分 方程 解法 分 别 求解 这 两 个 微分 方程 的 数值 解 ， 并 求 出 解析 解 ， 用 状态 变量 曲线 比较 数 
什 求 解 的 精度 。 


| 页 =9yi 十 24 加 十 5cost 一 于 samb mm()= 了 


加 = 一 50y, yo(0) 一 2 
加 = 一 24y 一 51y2 一 9cost 十 jsab wo0)=3 


页 = 一 0.1y1 一 49.9ya, ji(0)=1 
Q@ 
如 =70y -120ys, ye(0) = 1 


态 = 一 0.04y 十 104ya2ya 
18 考虑 下 面 的 化 学 反应 系统 的 反应 速度 方程 组 ， 了 .04yi 一 104y2ys 一 3 x 107%8 ， 其 初 值 
| 加 =3x10703 

为 如 (0) = 1,ya(0) = as(0) = 0， 该 方程 往往 被 认为 是 刚性 方程 。 试 采用 ode45() 对 之 求解 ， 
观察 是 否 能 正确 求解 ， 如 果 不 能 求解 应 该 如 何 解决 问题 ? 

19 试 求 出 习题 4 中 给 出 的 微分 方程 边 值 问题 数值 解 ， 绘 制 出 y(t) 曲线 ， 并 和 该 习题 得 出 的 解析 
解 比较 精度 。 

20 考虑 Van der Pol 方程 节 十 Hi( 扫 一 1 疙 十 = 0， 试 求解 几 = 1， 且 边 值 y(0) = 1,y(5) = 3 时 方 
程 的 数值 解 。 如 果 假设 /为 自由 参数 ， 试 求 出 满足 边 值 条 件 ， 且 满足 (5) = 一 2 时 方程 的 数 
值 解 及 /的 值 ， 并 绘图 验证 之 。 





Bu 62u 


开 + 丙 = 


2 


试用 数值 方法 求解 偏 微分 方程 一 0 ， 并 绘制 出 尽 函 数 曲 面 。 


外 -ov>o=l 世 


zZ>0, >0 


22 考虑 简单 的 线性 微分 方程 y4) + 3y(3) 十 3 十 入 十 5 = e-t 十 estsin(4t 十 r/3)， 且 方程 
的 初 值 为 V(0) = 1,8(0) = 0) = 1/2,y(3)(0) = 0.2， 试 用 Simulink 搭建 起 系统 的 仿真 模 
型 ， 并 绘制 出 仿真 结果 曲线 。 考 虑 上 面 的 模型 ， 假 设 给 定 的 微分 方程 变化 成 时 变 线性 微分 
方程 W9 上 + 3ty() 十 3t2 十 入 十 5 一 e- 对 十 ertsin(4# 十 z/3)， 而 方程 的 初 值 仍 为 (0) 一 1， 
30) = i0) = 1/2,yG)(0) = 0.2， 试 用 Simulink 搭建 起 系统 的 仿真 模型 ， 并 绘制 出 仿真 结果 
曲线 。 

23 考虑 延迟 微分 方程 (t) 十 49G)(t 一 0.2) 十 6i(t 一 0.1) 十 6 十 49 仁 一 0.2) 十 yt 一 0.5) 一 ee 
且 在 t 芭 0 时 该 方程 具有 零 初 始 条 件 ， 试 分 别 用 Simulink 建 模 与 dde23() 函数 求解 的 方式 直 
接 求解 该 微分 方程 ， 并 绘制 出 y(t) 曲线 。 


y=0, z>0 
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在 科学 与 工程 研究 中 经 常会 通过 实验 测 出 一 些 数据 ， 根 据 这 些 数据 对 某 种 规律 进行 
研究 是 数据 插值 与 函数 逼近 所 要 解决 的 问题 。 可 以 将 已 知 数据 看 成 是 样本 点 ， 所 谓 数据 
插值 就 是 在 样本 点 的 基础 上 求 出 不 在 样本 点 上 的 其 他 点 处 的 函数 值 。 第 8.1 节 将 介绍 一 
维 、 二 维 甚至 多 维 数据 插值 问题 的 求解 方法 ， 并 介绍 一 种 基于 插值 技术 的 求 取 数 值 积分 
的 方法 。 第 8.2 节 将 介绍 两 种 常用 的 样 条 插值 方式 ， 三 次 分 段 多 项 式 的 插值 方式 和 了 BB 样 条 
插值 方式 ， 通 过 例子 比较 二 者 的 不 同 ， 并 介绍 基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 运算 ， 还 将 演 
示 该 积分 运算 的 结果 优 于 第 8.1 节 介绍 的 方法 。 掌 握 了 这 两 节 就 能 较 好 的 求解 一 维 或 多 维 
数据 的 插值 运算 。 

所 谓 函 数 远 近 问 题 即 由 已 知 的 样本 点 数据 求 取 能 对 其 有 较 好 拟 合 效果 的 函数 表达 式 
的 方法 。 最 简单 地 ， 可 以 由 多 项 式 拟 合 更 多 的 样本 点 ， 这 样 求解 使 得 拟 合 误差 极 小 化 的 
多 项 式 的 系数 即 为 多 项 式 拟 合 或 逼近 所 要 解决 的 问题 ， 而 由 有 理 函 数 拟 合 多 项 式 的 Pade 
近似 及 MATLAB 求解 、 给 定 函 数 原型 的 函数 参数 最 小 二 乘 拟 合 等 都 是 很 有 效 的 函数 近 
方法 ， 在 第 8.3 节 中 将 详细 介绍 这 些 函 数 逼近 问题 。 第 8.4 节 还 将 介绍 信号 的 相关 分 析 、 
给 定数 据 的 快速 Fourier 变换 技术 、 噪 声 滤波 技术 及 滤波 器 设计 等 有 关 的 信号 处 理 人 门 知 
识 及 其 MATLAB 语言 实现 。 

本 章 涉及 的 内 容 很 多 也 可 以 由 其 他 的 非 传统 方法 求解 ， 如 数据 插值 、 拟 合 等 内 容 将 
在 第 10.2 节 中 介绍 用 神经 网 络 进行 研究 ， 而 噪声 滤波 等 内 容 将 在 第 10.4 节 中 用 小 波 变换 
的 方式 求解 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 阅读 相关 内 容 ， 并 比较 这 些 方法 与 本 章 介绍 方法 之 
间 的 优 劣 。 


8.1 插值 与 数据 拟 合 
8.1.1 一 维 数据 的 插值 问题 
8.1.1.1 “一 维 插 值 问题 的 求解 

假设 f(z) 是 一 维 给 定 函 数 ， 函 数 本 身 未 知 ， 只 已 知 在 相 异 的 一 组 N 个 自 变量 
zlbz2… ,ZN 点 处 的 函数 值 为 mi,yz,…… ,YN， 这 样 一 组 样本 点 (zi)，(z2,y2)，…， 
(zw,yN) 又 经 常 称 为 样本 点 ， 则 由 这 些 已 知 样本 点 的 信息 获得 该 函数 在 其 他 点 上 函数 值 
的 方法 称 为 函数 的 插值 。 如 果 在 这 些 给 定点 的 范围 内 进行 插值 ， 又 称 为 内 插 ， 否 则 称 为 
外 插 。 如 果 从 时 间 概 念 上 理解 这 个 问题 ， 则 对 zw 以 后 点 的 插值 又 称 为 预报 。 

MATLAB 语言 中 提供 了 若干 个 插值 函数 ， 如 一 维 插值 函数 interp1() ， 多 项 式 拟 合 
函数 Polyfit() 等 ， 还 有 大 量 的 解决 多 维 插值 问题 的 函数 。 

一 维 插值 interp1l() 函数 的 调用 格式 为 
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an=interpl(z,y,zl, 方 法 ) 
其 中 ，z = [zubza ZN]T,，1 = [yo,… ,yj7， 两 个 向 量 分 别 表示 给 定 的 一 组 自 变 
量 和 函数 值 数据 ， 可 以 用 这 这 两 个 向 量 来 表示 已 知 的 样本 点 坐标 ， 且 不 要 求 > 向 量 为 单 
调 的 。zi 为 用 户 指定 的 一 组 新 的 插值 点 的 横 坐 标 ， 它 可 以 是 标量 、 向 量 或 矩阵 ， 而 得 出 
的 妨 是 在 这 一 组 插值 点 处 的 插值 结果 。 插 值 方法 一 般 可 以 选 默 认 的 '1inear，( 线 性 插 
值 ， 它 在 两 个 样本 点 间 简 单 地 采用 直线 拟 合 )，*nearest， (最近 点 等 值 方式 )、"*cubic” 
(三 次 Hermite 插值 ， 当 前 版 本 的 MATLAB 中 改 为 ?pchip?) 和 "spline” (三 次 分 段 样 条 
插值 ) 等 ， 一 般 建议 使 用 三 次 样 条 插值 。 
【 例 8-1】 假 设 已 知 的 数据 点 来 自 函数 f(z) = (z2 一 3z 十 5)e 5 sinz， 试 根据 生成 的 数据 进行 揪 
值 处 理 ， 得 出 较 平 滑 的 曲线 。 
【求解 〗 根据 给 出 函数 则 可 以 直接 生成 数据 ， 并 绘制 出 如 图 8-1 (a) 所 示 的 折线 图 。 
>> x=0: .12:1; 
y=(x. “2-3*X+5) .*exPp(-5+X) .*Ssin(X); plot(x,y,xiy， 902) 
可 以 看 出 ， 由 这 样 的 数据 直接 连 线 绘制 出 来 的 曲线 十 分 粗 料 ， 可 以 再 选择 一 组 插值 点 ， 然 后 
直接 调用 interpl() 函数 进行 插值 近似 。 
>> xl=0: .02:1; yO=(x1.~2-3*x1+5) .*expP(-5*Xx1) .*sin(x1) 7 
yl=interpl(x,y,xl); y2=interpl(x,y,xl, "cubic”); 
y3=interpl(x,y,xl,'spline?); y4=interpl(x, 了 ,xl, nearest?); 
plot (xl, [y1 ,727 ,737 74 和 ] :xx1, 0) 
[max(abs(y0(1:49)-y2(1:49))) ,max(abs(y0-y3))vmax(abs(y0-y4))] 
ang = 
0.01765138386097 “0.00861395506624 0.15982601354162 
分 别 选择 各 种 拟 合 选项 ， 可 以 得 出 拟 合 结 果 与 理论 曲线 ， 它 们 之 间 的 比较 如 图 8-1 (b) 所 示 。 
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(a) 已 知 数据 的 图 示 (b) 各 种 算法 播 值 结果 比较 
图 8-1 一 维 函 数 各 种 插值 结果 
可 以 看 出 ， 默 认 的 直线 型 拟 合 得 到 的 曲线 和 图 8-1 (a) 中 的 同样 坦 料 ， 因为 该 方法 就 是 对 各 
个 点 的 直接 连 线 ， 而 ,nearest， 选项 得 出 的 拟 合 效果 就 更 差 了 。 采用 :cubic， 和 spline， 选项 
的 拟 合 更 接近 于 理论 值 。 事 实 上 ， 应 用 样 条 插值 算法 得 出 的 插值 十 分 适 近 理论 值 ， 甚至 用 肉眼 难 
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以 分 辨 。 所 以 样 条 函 教 插值 在 一 维 教 据 插值 拟 合 中 还 是 很 有 效 的 。 样 条 插值 还 可 以 通过 spline() 
函数 和 样 条 插值 工具 箱 求 出 。 
【 例 8-2】 斌 编写 一 段 程序 ， 克 许 用 户 利用 插值 方法 手工 绘制 一 条 光滑 的 曲线 。 
【求解 〗 在 实际 应 用 中 经 常 需要 用 户 自己 选 定 几 个 点 ， 然 后 就 能 绘制 出 一 条 光滑 的 曲线 。 选 择 点 
的 方法 可 以 由 MATLAB 下 的 ginput() 函 教 实现 ， 有 了 这 些 点 ， 则 可 以 编写 出 下 面 的 函数 ， 该 函 
数 即 能 实现 所 需 的 功能 。 
function sketcher(vis) 
x=[]; y=[]; i=1; h=[]; axis([0,10 1]) 
while 1 
[x0,y0,but]=ginput(1); 
if but==1l， 
x=[x,x0] ; y=[y,y0] ; 
h(i)=1ine(x0,y0); set(h(i),，'Marker，”o7); i=i+l; 
else，breaki end 
end 
if nargin==1，delete(h); end % 若 需要 ， 可 以 删除 样本 点 标识 
xx=[x(1):(x(end)-x(1))/100: x(end)]; 
yy=interpl(x,y,Xxx,"spline'"); line(xx,yy) 
8.1.1.2 Lagrange 插值 算法 及 应 用 
Lagrange 插值 算法 是 一 般 代 数 插值 教材 中 经 常 介绍 的 一 类 插值 算法 中， 对 已 知 的 
zib 估 点 ， 可 以 求 出 = 向量 上 各 点 处 的 插值 为 


和 和 N 
dz=》 wu TI 过 (8.1L1 


这 1 J=1y 天 (zi 一 写 ) 


根据 上 述 算法 ， 可 以 立即 编写 出 相应 的 MATLAB 函数 为 
function y=lagrange(x0,70,x) 
ii=1:length(x0); y=zeros(size(Xx)); 
for i=it 
ij=find(ii-=i); yl=1; 
for j=1:length(ij)，y1=y1.*(x-x0(ij(j))); end 
y=y+y1*#y0(i)/Prod(x0(i)-x0(Cij)); 





end 
【 例 8-3】 考 虑 一 个 著名 的 例子 ，jf(z) = 1/(1+25z?),-1 科 z 和 1， 假设 已 知 其 中 一 些 点 的 坐标 ， 
则 可 以 采用 下 面 的 命令 进行 Lagrange 插值 ， 得 出 如 图 8-2 (a) 所 示 的 插值 曲线 。 
>> x0=-1+2* [0:10]/10; y0=1./(1+25*+x0. “2)3 
x=-1:.01:1; y=lagrange(x0,y0,x); 负 Lagrange 插值 
ya=1./(1+25*+x.“2); plot(x,yax,y， :7) 
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由 得 出 的 插值 曲线 可 见 ， 用 Lagrange 插值 得 出 的 效果 和 精确 值 相差 其 远 ， 这 种 多 项 式 阶 次 
越 高 越发 散 现象 的 又 称 为 Runge 现象 。 所 以 对 这 个 例子 来 说 ， 传 统 的 Lagrange 算法 失效 。 现 在 
考虑 MATLAB 下 的 interp1() 函数 来 解决 同样 的 问题 ， 通 过 下 面 的 语句 可 以 得 出 三 次 及 样 条 
插值 的 结果 ， 并 将 各 种 插值 结果 与 精确 值 绘制 在 相同 的 坐标 系 下 ， 如 图 8-2 (b) 所 示 。 可 见 ， 用 
MATLAB 中 提供 的 算法 不 存在 Runge 现象 ， 一 般 可 以 放心 大 胆 地 直接 使 用 。 

>> yl=interpl(x0,y0,x,，cubic'); y2=interpl(x0,y0,x, "spline?); 
Plot(x,ya,x,y1， :7 Xx72，--) 














=1 -05 0 05 1 中 -05 0 035 1 
(a) Lagrange 捅 值 失效 (b) inrerp1() 函数 结果 
图 8-2 不 同 插值 算法 下 的 插值 效果 





8.1.2 已 知 样本 点 的 定 积分 计算 


第 3.4.1 节 中 给 出 了 由 样本 点 求解 定 积分 的 梯形 方法 及 现成 的 MATLAB 函数 
trapz()。 然 而 由 例 3-28 中 给 出 的 结果 看 ， 若 已 知 的 样本 点 较 稀 朴 ， 则 得 出 的 定 积分 
近似 将 有 很 大 的 误差 。 如 果 被 积 函数 用 样 条 插值 的 方法 从 给 定 样本 点 直接 求 取 ， 则 可 以 
编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 : 

function y=quadspln(x0,70,ayb) 

f=inline(;interpl(x0,y0,x,) ?spline 7) xx07， 07 天 

y=quadl(f,avb,1le-8,[] ,x0,y0); 
该 函数 的 调用 格式 为 

T=quadspln(zo,yo,a;D 

其 中 ，zo, 2 为 样本 点 构成 的 横 纵 坐标 向 量 ，a,! 为 积分 区 间 ， 调 用 该 函数 将 得 出 所 需 的 
定 积 分 值 ， 下 面 将 通过 例子 演示 该 函数 的 应 用 。 
【 例 8-4 】 试 利用 样 条 插值 算法 求解 例 3-28 中 给 出 的 积分 问题 。 
【求解 】 由 原 题 知 正弦 函数 积分 的 理论 值 为 2， 直接 采用 梯形 法 由 数据 求 积分 实际 上 是 近似 成 折线 
与 X 灿 国 成 区 域 的 面积 求 取 问 题 ， 若 步 长 较 大 ， 则 近似 精度 较 差 。 这 里 将 考虑 在 只 已 知 样本 点 的 
前 提 下 利用 插值 方式 描述 被 积 函数 ， 进 行 积 分 求解 的 方法 。 由 下 面 的 语句 即 可 得 出 定 积分 的 值 。 

>> x0=0:pi/30:pi; yO=sin(x0); IT=quadspln(x0,y0,0,Pi) 
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I = 
1.99999970244699 
可 见 ， 这 样 的 积分 结果 远 比例 3-28 中 用 梯形 法 得 出 的 结果 精度 高 得 多 。 如 果 给 定 的 样本 点 更 稀 
玖 ， 则 下 面 可 以 比较 梯形 法 和 插值 法 的 优 劣 就 更 明显 了 。 
>> x0=0:pi/10:pi;i yO=sin(x0); Il=trapz(x0,70) 
I1 = 
1.98352353750945 
>> I=quadspln(x0,y0,0,pi) 
I = 
2.00000015925845 
现在 考虑 更 极端 一 点 的 例子 ， 即 使 已 知 再 少 的 样本 点 ， 例 如 在 工 E [0, 可 区 间 内 仅 已 知 5 个 不 
均匀 分 布 的 样本 点 ， 仍 可 以 考虑 采用 插值 和 quad1() 函数 结合 的 方法 求 取 积 分 值 ， 而 这 时 梯形 法 
有 很 大 的 误差 。 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 语句 : 


>> x0=[0,0.4,1 2,pi]; yO=sin(x0); 久生 成 样本 点 
Plot(x0,y0,x0,70,;o:) 多 绘制 出 的 样本 点 折线 如 图 8-3 (a) 所 示 。 
TI-quadspln(x0,y0,0,pi) 久 大 约 有 196 的 相对 误差 ， 应 该 说 是 相当 精确 的 

I = 
2.01905234690466 

>> Il=trapz(x0,y0) 久 用 trapz() 函数 将 得 出 很 大 的 相对 误差 (7.9%) 

I1 = 
1.84155830360963 


事实 上 ， 即 使 在 这 样 稀 疏 的 样本 点 下 ， 也 可 以 用 样 条 插值 法 得 出 相当 好 的 拟 合 效果 。 用 下 面 
的 MATLAB 语 自 可 以 绘制 出 样 条 插值 的 结果 于 理论 之 间 的 比较 ， 如 图 8-3 (b) 所 示 ， 其 中 曲线 的 
实 线 部 分 表示 原 函 玫 ， 虚 线 表 示 插 值 效果 。 
>> x=[0:0.01:pi,pi]; yOa=sin(x); y=interp1(x0,70,x, "8Pline?); 
plot (x0,y0,x,y， :7 5xiy0Oayx0,70,o7) 








08 08 
06 06 
04 04 
02 02 
0 0 1 3 2 3233 3 35 4 0 1 主 生 24 
(a) 样本 点 的 分 布 (b) 插值 效果 比较 


图 8-3 样本 点 极 稀 朴 时 的 插值 效果 
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【 例 8-5】 仍 然 考虑 例 3-29 中 的 振荡 函数 ， 假 设 已 知 其 中 的 150 个 数据 点 ， 试 采用 quadspln() 函 
数 计算 出 该 定 积分 的 值 ， 并 检验 其 精度 。 
【求解 】 因为 这 里 假设 原 函 数 未 知 ， 只 已 知 孝 据 点 ， 所 以 用 解析 积分 的 算法 是 不 可 行 的 。 若 想 求 
出 该 积分 的 数值 解 ， 则 可 以 给 出 下 面 的 指令 : 
>> x=[0:3*pi/2/200:3*pi/2] ; y=cos(15*x); I=quadspln(x, 了 ,0,3+pi/2) 
I = 
0.06667117837770 
可 见 ， 这 样 的 结果 还 是 很 精确 的 。 下 面 可 以 绘制 出 原始 函数 和 插值 曲线 ， 如 图 8-4 所 示 。 可 
以 看 出 ， 这 样 的 曲线 拟 合 效果 还 是 很 好 的 ， 从 图 形 上 和 理论 曲线 基本 看 不 出 区 别 。 
>> x0=[0:3*pi/2/1000:3*pi/2] ; yO=cos(15*x0) ; 
yl=interpl(x,y,x0, spline?); plot(x,y,x0,71，: 7) 





-05 





ec 


1 2 3 有 
图 8-4 原型 函数 与 样 条 插值 曲线 


对 此 例子 来 说 ， 由 于 被 积 函 教 本 身 变 化 较 大 ， 给 定 的 样本 点 相对 较 少 ， 所 以 未 能 提供 充足 的 
信息 量 ， 来 获得 更 高 精度 的 积分 值 。 若 想 进 一 步 提 高 积分 的 精度 ， 则 惟一 解决 的 途径 是 提高 更 密 
的 样本 点 。 


8.1.3 二 维 网 格 数据 的 插值 问题 
MATLAB 下 提供 了 二 维 插值 的 函数 ， 如 interp2() ， 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 mo,yo,zo 为 已 知 的 数据 ， 而 zi,an 为 插值 点 构成 的 新 的 网 格 参数 ， 返 回 的 zx: 矩 
阵 为 在 所 选 插值 网 格 点 处 的 函数 近似 值 。interp2() 函数 中 可 以 选择 的 插值 方法 仍然 为 
,linear，、;cubic， 和 ,spline;。 和 一 元 函数 插值 类 似 ， 其 中 最 好 的 方法 还 是 样 条 插值 
:spline，， 本 节 仍 将 通过 例子 演示 、 比 较 各 种 算法 。 

【 例 8.6】 假 设 由 二 元 函数 z = flz,a = (z2 -- 2zje--Y -zy 可 以 计算 出 一 些 较 稀 状 的 网 阁 数 
据 ， 斌 根据 这 些 数 据 对 整个 函数 曲面 进行 各 种 插值 拟 合 ， 并 比较 拟 合 结果 。 

【求解 〗 考虑 给 出 的 二 元 函数 ， 假 设 仅 知 其 中 较 少 的 数据 ， 则 可 以 由 下 面 命令 绘制 出 已 知 数据 的 
网 格 围 ,， 如 图 8.5 (a) 所 示 。 从 图 8-5 (a) 可 以 看 出 ; 由 这 些 数 据 绘制 的 图 形 还 是 很 址 糙 的 。 
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>> [x,7]=meshgrid(-3: .6:3，-2: .4:2); z=(x. -2-2+x) .*exp(-x.~2-7. 2-x.*y); 
surf (x,7,z) ，axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 
选 较 密 的 插值 点 ， 则 可 以 用 下 面 的 MATLAB 语句 采用 软 认 的 插值 算法 进行 插值 ， 得 出 的 结 
果 如 图 8-5 (b) 所 示 。 
>> [xl,yl]=meshgrid(-3:.2:3，-2: .2:2); 
zl=interp2(x,y,zZ,xl,y1); surf(xl,y1,zl)，axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 


05 os 
@ 0 
-05 -05 
和 纤 > 
SR 5 2 
过 -2 2 
(a) 已 知 数据 的 图 示 (b) 线性 选项 揪 值 结 


图 8-5 二 维 函数 捅 值 比 较 


可 以 看 出 ， 黑 认 的 线性 插值 方法 还 原 后 的 三 维 表面 图 在 很 多 地 方 还 是 太 粗 料 。 可 以 用 下 面 的 
命令 分 别 由 立方 插值 选项 和 样 条 插值 选项 来 进行 插值 ， 得 出 的 结果 如 图 8-6 所 示 。 
>> zl=interp2(x,y,z,xl,y1,cubic:); z2=interp2(x,y,z,xl,y1,?8pline?); 
SuUrf(xl,y1,zl) ， axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 
figure; surf(xl,y1,z2) ，axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 
可 以 看 出 ， 这 样 的 插值 效果 还 都 是 比较 理想 的 。 





人 了 


(a) 立方 捅 值 算法 (b) 样 条 插值 算法 
图 8-6 二 维 函 数 其 他 插值 结果 比较 


通过 下 面 的 误差 分 析 还 可 以 进一步 比较 两 种 算法 ， 因 为 网 格 已 知 ， 玖 可 以 由 己 知 函 蚌 计算 出 
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z 的 精确 值 ， 所 以 可 以 通过 下 面 的 语句 求 出 两 种 算法 得 出 的 短 阵 za 和 z2 与 真 值 zx 之 间 误 差 的 绝 
对 值 ， 分 别 如 图 8-7 (a)j、 图 8-7 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 选 择 样 条 方法 的 插值 精度 要 远 高 于 立方 插值 
算法 ， 所 以 在 实际 应 用 中 建议 使 用 'spline' 插值 选项 。 
>> z=(xl."2-2+xl) .*exp(-xl.-2-y1.-2-xl.*y1); 久 新 网 格 各 点 的 函数 值 
surf (xl,yl,abs(z-zl))，axis([-3,3,-2,2,0,0.08]) 
figure; surf(xl,y1,abs(z-z2)) ，axis([-3,3,-2,2,0,0.025]) 


< 二 -2 


(a) 立方 插值 算法 (b) 样 条 插值 算法 
图 8-7 二 维 函数 的 误差 


了 


8.1.4 二 维 一 般 分 布 数据 的 插值 问题 


通过 上 面 的 例子 可 以 看 出 ，MATLAB 提供 的 二 维 插值 函数 还 是 能 较 好 地 进行 二 维 插 
值 运算 的 。 但 该 函数 有 一 个 重要 的 缺陷 ， 就 是 它 只 能 处 理 以 网 格 形式 给 出 的 数据 ， 如 果 
已 知 数据 不 是 以 网 格 形式 给 出 的 ， 则 用 该 函数 是 无 能 为 力 的。 在 实际 应 用 中 ， 大 部 分 问 
题 都 是 以 实测 的 多 组 (zi,w, si) 点 给 出 的 ， 所 以 不 能 直接 使 用 函数 interp2() 进行 二 维 插 
值 。 

MATLAB 语言 中 提供 了 一 个 更 一 般 的 griadata() 函数 ， 用 来 专门 解决 这 样 的 问 
题 。 该 函数 的 调用 格式 为 

zi=griddata(z0,y0,z20，Z,3 VE ) 

其 中 ，zo,yo, zo 是 已 知 的 样本 点 坐标 ， 这 里 并 不 要 求 是 网 格 型 的 ， 可 以 是 任意 分 布 的 ， 
均 由 向 量 给 出 。z,y 是 期 望 的 插值 位 置 ， 可 以 是 单个 点 ， 可 以 是 向 量 或 网 烙 型 矩阵 ， 得 出 
的 z 应 该 维 数 和 z;,g 一 致 ， 表 示 插 值 的 结果 。 选 项 'v4) 是 PMAITLAB 40 版 本 中 提供 的 
插值 算法 ， 公 认 效 果 较 好 ， 但 没有 一 个 正式 的 名 称 慎 所 以 这 里 用 己 vY 和 2 表明 该 算法 。 除 了 
)v4， 选项 外 ， 还 可 以 使 用 ,1inear:'、'cubic， 和 near6st 等 算法 。 
【 例 8.7】 仍 考虑 原型 函数 > = (zy) = (z2 一 27)e- 富 -中 ,在 TE 人 33 人 2) 纸 形 区 
域内 随机 选择 一 组 (zi, 芒 ) 坐标 ， 就 可 以 生成 一 组 二 的 值 。 以 这 些 值 为 已 知 数 据 ， 用 一 般 分 布 数 据 
插值 函数 griddata() 进行 插值 处 理 ， 并 进行 误差 分 析 。 
【求解 】 这 里 选择 200 个 随机 数 构成 的 点 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 生成 z,2 二 向 量 ， 但 由 于 这 些 数 
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据 不 是 网 格 数 据 ， 所 以 得 出 的 数据 向 量 不 能 直接 用 三 维 曲面 的 形式 表示 。 但 可 以 通过 下 面 的 语句 
将 各 个 样本 点 在 X-y 平面 上 的 分 布 形式 显示 出 来 ， 如 图 8-8 (a) 所 示 ， 也 可 以 绘制 出 样本 点 的 三 维 
分 布 ， 如 图 8-8 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 这 些 分 布点 还 是 比较 均匀 的 。 
>> x=-3+6*+Tand(200,1) ; y=-2+4*+Trand(200,1); 
Z=(X. “2-2+x) .*exp(-x. 2- 了 .2-x.#* 了 ); 久生 成 已 知 数据 
plot(x,y,?x:) 久 样 本 点 的 二 维 分 布 
figure，Plot3(x,y,z,:x2) ，axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 








(a) 已 知 数据 点 的 分 布 (b) 已 知 数据 点 的 三 维 分 布 
图 8-8 已 知 样本 数据 显示 
仍 选 定 按照 例 8-6 中 给 出 的 方法 生成 网 格 短 阵 ， 则 可 以 用 *cubic? 和 ，v&? 两 种 算法 获得 插值 
结果 ， 还 可 以 绘制 出 拟 合 后 的 曲面 形式 ， 分 别 如 图 8-9 (a)、 图 8-9 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 用 'v4” 
算法 得 出 的 结果 效果 明显 更 好 些 ， 用 "cubic， 播 值 算法 得 出 的 曲面 残 续 不 全 。 
>> [xi,yl]=meshgrid(-3:.2:3，-2: .2:2); 
zl=griddata(x,y,Z,xl,yl,icubic”); surf(xl,y1,zl)， 
axig([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]); z2=griddata(x,y,Z,xt,y1，iv42); 
figure; surf (xl,y1,z2) ，axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 








(a) 立方 插值 算法 (bj "va， 插值 算法 
图 8-9 二 维 函 数 各 种 插值 结果 比较 
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还 可 以 进一步 进行 误差 分 析 。 用 下 面 的 语句 可 以 先 计 算出 在 新 网 格 点 处 函数 值 的 精确 解 ， 并 
用 这 些 点 和 两 种 方法 计算 出 来 的 误差 ， 得 出 如 图 8-10 (a)、 图 8-10 (b) 所 示 的 误差 曲面 。 可 见 ， 用 
?V4， 选项 的 插值 结果 明显 优 于 立方 插值 算法 ， 所 以 在 实际 应 用 中 建议 采用 该 算法 。 
>> z0= (xl.~2-2*+xl) .*exp(-x1.~2-y1.~2-x1.*y1); 新 网 格 各 点 的 函 教 值 
surf (xl,yl,abs(z0-zl)); axis([-3,3,-2,2,0,0.15]) 
figurei surf(xl,y1,abs(z0-z2)); axis([-3,3,-2,2,0,0.15]) 
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(a) 立方 插值 算法 (b) 'v4' 插值 算法 


图 8-10 二 维 函数 插值 误差 分 析 


【 例 8-8】〗 前 面 已 经 提 及 ， 给 定 的 样本 点 在 x-y 平面 分 布 较 均匀 ， 现 在 人 为 噜 除 菜 些 点 ， 表明 已 知 
数据 分 布 不 均匀 ， 这 时 再 进行 插值 分 析 ， 观 察 插值 效果 . 
【求解 】 由 已 知 的 z;2 z 短 阵 人 为 地 副 除 在 以 (一 1, 一 1/2) 点 为 国 心 ， 以 0.5 为 半径 的 国内 的 点 ， 
则 可 以 采用 下 面 语 各 : 
>> x=-3+6*rand(200,1); y=-2+4+rand(200,1)1 和 重新 生成 样本 志 
Z=(x.~2-2+x) .*exp(-X.~2- 了 .2-X.yy) 
ii=find((x+1) .~2+(y+0.5).~2>0.5-2); 久 找 出 不 满足 条 件 的 志 坐 标 
x=x(ii); y=y(ii); Z=Z(ii);i Plot(xy， 2 ) 
t=[0:.1:2*pi,2ypi] ; x0=-1+0.5+cos 人 t); 70=-0.5+0.5*sin(t); 
line(x0,y0)  % 在 图 形 上 重印 该 国 ， 可 见 ， 回 内 样本 点 均 已 噜 除 
这 时 将 得 出 如 图 8-11 (a) 所 示 的 样本 点 分 布 图 ， 同 时 还 竹 印 了 国 . 可 见 ， 在 该 图 内 确实 样本 点 均 
已 经 剔除 。 用 新 的 样本 点 可 以 拟 合 出 曲面 ， 如 图 8-11 (b) 所 示 。 可 见 ， 拟 合 效果 还 是 很 好 的 。 
>> [xl,y1]=meshgrid(-3:.2:3，-2:.2:2); 
zl=griddata(x, 了 ,Z,xl,y1,V42)3 
surf (xl,y1,z1) ，axis([-3,3,-2,2,-0.7,1.5]) 
现在 可 以 进行 误差 分 析 了 ， 用 下 面 的 语句 可 以 得 出 误差 ， 并 绘制 出 误差 曲面 ， 如 图 8-12 (a) 
所 示 ， 可 以 看 出 ， 尽 管 原始 样本 点 数据 被 人 为 噜 除 掉 了 一 个 较 大 的 区 域 ， 但 拟 合 效果 还 是 很 好 。 
>> z0= (xl.~2-2*xl) .*exp(-x1.~2-71.~2-xl.*y1); 
surf (xl1,y1,abs(z0-zl)) ，axis([-3,3,-2,2,0,0.1) 
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(a) 已 知 数据 点 的 分 布 (b) 曲面 拟 合 的 效果 
图 8-11 修改 样本 后 的 分 布 及 拟 合 效果 


读者 还 可 以 给 出 下 面 的 语句 绘制 出 误差 的 等 高 线 图 ， 同 时 重印 出 样本 点 分 布 ， 如 图 8-12 (b) 
所 示 。 从 图 中 可 用 看 出 ， 原 始 样本 点 数据 分 布 稀少 的 地 方 (在 本 例子 中 人 为 副 除 料 本 点 的 区 域 和 其 
他 几 个 样本 点 稀少 的 区 域 ) 拟 合 效果 不 甚 理想 ， 其 余部 分 拟 合 效果 较 好 。 

>> contour (xl,y1,abs(z0-zl) ,30); hold on，Plot(x,y，,x");i line(x0,70) 
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< 
(a) 误差 的 三 维 曲 面 (b) 误差 的 二 维 等 高 线 图 
图 8-12 二 维 函 数 插值 误差 分 析 
由 此 可 以 得 出 结论 ， 数 据 插值 拟 合 效果 的 好 坏 很 大 程度 上 取决 于 数据 点 的 分 布 情况 ， 如 果 某 
个 区 域 的 数据 点 分 布 较 少 ， 则 很 难 通过 插值 的 方式 恢复 该 区 域 ， 因 为 这 个 区 域 已 知 的 信息 量 是 不 
足以 高 精度 恢复 数据 的 ， 所 以 为 使 得 这 函数 的 拟 含 精度 较 高 ， 还 是 建议 在 数据 采集 时 均匀 地 多 选 
择 一 些 点 . 


8.1.5 高 维 插值 问题 


三 维 的 网 格 数据 生成 仍然 可 以 用 meshgrid() 函数 实现 。 该 函数 的 具体 调用 格式 为 


[ze ,yz]=meshgrid(zl,31 2) 
其 中 ，zli, 妨 ,za 为 这 三 维 所 需要 的 分 割 形 式 ， 应 该 是 向 量 形式 给 出 的 ， 返 回 的 =,2, z 为 
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网 格 的 数据 生成 ， 均 为 三 维 数组 。 
兄 维 网 格 数据 的 生成 可 以 使 用 ndgrid() 郴 数 。 该 函数 的 调用 格式 为 
=ndgrid(oli von) 
其 中 ，vwl,， .… ,un 为 这 交 维 所 需要 的 分 割 形式 ， 应 该 是 向 量 形式 给 出 的 ， 返 回 的 
zl1,…… ,zn 为 网 格 数据 生成 的 效果 ， 这 时 返回 的 =; 为 维 数组 。 
若 已 知 按 空间 网 格 取 的 样本 点 ， 则 可 以 用 interp3() 函数 或 更 一 般 的 interpn() 函 
数 进行 插值 运算 。 这 些 函 数 的 调用 格式 和 interp2() 一 致 ， 这 里 不 详细 介绍 了 。 若 已 知 
样本 点 不 是 以 空间 网 格 数据 的 形式 给 出 ， 则 类 似 地 可 以 调用 griddata3() 或 更 一 般 的 
griddatan() 函数 对 其 进行 插值 拟 合 。 这 些 函数 的 调用 格式 可 以 参见 griddata() 函数 。 
【 例 8.9】 假 设 已 知 某 三 元 函数 V(ziahz] = ez strz+sycos(729z 十 z2yz)， 可 以 通过 该 函数 生成 
一 些 网 格 型 样本 点 ， 试 根据 样本 点 进行 拟 合 ， 并 给 出 拟 合 误差 。 
【求解 】 在 MATLAB 下 无 法 绘制 真正 意义 下 的 四 维 图 形 ， 所 以 这 里 的 分 析 只 局 限于 数字 层面 
上 。 先 调用 meshgrid() 函数 生成 一 组 三 维 网 格 坐标 点 ， 则 可 以 求 出 料 本 点 处 的 函数 值 W， 从 下 
面 的 结果 可 以 看 出 ， 插 值 的 精度 较 高 。 
>> [x,y,z]=meshgrid(-1:0.2:1); 
V=exp (x. -2.*Z+ 了 .2.*X+Z,， 2.#y) .cos(X. 2. 了 .*Z+Z，2.4 了 .9X)i 
[x0,y0,z0]=meshgrid(-1:0.05:1); 
VO=exp(x0.~2.*z0+y0.~2.*X0+Z0.~2.*y0) .*cos(x0.2.*y0.*#Z0+Z0.2.*y0,*#XO) 
Vi=interp3(x,y,z,V,x0,70,z0,:sPline); err=V1-VO; max(err(:)) 
an8 一 
0.04186238115447 


8.2 ， 样 条 插值 与 数值 微 积分 


前 面 介 绍 的 插值 函数 是 简单 的 插值 算法 。MATLAB 提供 了 一 个 样 条 插值 工具 箱 ， 可 
以 更 好 地 求解 样 条 插值 问题 。 还 可 以 借助 于 样 条 数据 结构 容易 地 求解 微 积分 问题 。 所 以 
本 节 可 以 认为 是 第 8.1 节 以 及 第 3.3 节 和 第 3.4 节 的 拓 广 。 

样 条 函数 是 函数 逼近 的 一 种 方法 ， 其 中 三 次 样 条 函数 和 了 B 样 条 函数 是 两 类 常用 的 样 
条 函数 。 下 面 首先 分 别 介绍 这 两 类 样 条 函数 的 表示 方法 ， 然 后 介绍 利用 MATLAB 的 样 条 
插值 工具 箱 求解 数值 微分 和 数值 积分 的 问题 。 


8.2.1 样 条 插值 的 MATLAB 表示 
8.2.1.1 三 次 样 条 函数 及 其 MATLAB 表示 

三 次 样 条 函数 的 定义 是 ， 已 知 平面 上 个 点 (za6] 位 三 王 2 其 中 ，zl < 
za < … < zn， 这 些 点 称 为 样本 点 。 如 果 有 某 函 数 S(z) 满足 下 面 3 个 条 件 ， 则 称 S(z) 为 
经 过 这 mm 个 点 的 三 次 样 条 函数 。 

@ Ss(zi) = wu (ti = 1,2,… ,mn)， 亦 即 该 函数 经 过 这 些 样本 点 。 

@ S(z) 在 每 个 子 区 间 [zi zitl] 上 为 三 次 多 项 式 
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S(z) = ca(z 一 zi3+cia(z 一 zi)2 十 cs(z 一 zi) 十 ci 

图 S(z) 在 整个 区 间 [zl, za] 上 有 连续 的 一 阶 及 二 阶 导数 。 

MATLAB 的 样 条 插值 工具 箱 中 提供 了 csapi() 函数 来 定义 一 个 三 次 样 条 函数 类 ， 其 
调用 格式 很 简单 ， 为 
其 中 ，z = [zhza……,znl， 3 = 区 ,%，… ,如 ] 为 样本 点 ， 得 出 的 3 是 一 个 三 次 样 条 函 
数 对 象 ， 其 成 员 变量 包括 子 区 间 点 、 各 个 三 次 多 项 式 系数 等 。 

样 条 函数 对 象 的 插值 结果 可 以 由 faplt() 绘制 出 来 ， 对 给 定 的 向 量 =p， 也 可 以 由 
fnval() 函数 计算 出 来 。 这 两 个 函数 的 调用 格式 为 


其 中 得 出 的 yn 为 z 上 各 点 的 插值 结果 。 

【 例 8-10】 试 求 出 例 8-5 中 给 出 稀 玻 数据 的 三 次 样 条 插值 结果 。 

【求解 】 由 三 次 样 条 函数 的 调用 语句 可 以 立即 得 出 给 定数 据 的 样 条 插值 结果 ， 并 和 原理 论 数据 同 
时 绘制 出 来 ， 如 图 8-13 所 示 。 














8-13 给 定 稀疏 数据 的 三 次 样 条 插值 效果 


>> x0=[0,0.4,1 2,pi] ; yO=sin(x0); 
sp=csapi(x0,y0) ，fnplt(sp,':”); hold on， 
ezplot(,sin(t)),[0,pi]); plot(x0,70,?o7) 
BaP = 
form: PP， 
breaks: [0 0.40000000000000 1 2 3.14159265358979] 
coefs: [4x4 double] 
Pieces: 4 
order: 4 
dim: 工 
>> sp.coefs 


ans = 
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-0.16265031352655 “0.00758565399762 “0.99653564433683 0 
-0.16265031352655 -0.18759472223424 “0.92453201704218 ”0.38941834230865 
0.02443571684740 -0.48036528658203 “0.52375601175242 ”0.84147098480790 
0.02443571684740 -0.40705813603983 -0.36366741086945 ”0.90929742682568 
其 中 得 出 的 每 一 行为 对 应 区 间 内 的 三 次 多 项 式 系 教 。 例 如 ， 在 (0.4;1) 区 间 内 ， 插 值 多 项 式 可 以 表 
示 为 Sa(z) 一 一 0.162650314(z 一 0.4)3 一 0.187594722(z 二 0: 和 )2+0.924532017(z 一 0.4) 十 0.389418342。 
【 例 8-11】 试 用 三 次 样 条 插值 的 方法 对 例 8-1 中 给 出 的 数据 进行 拟 合 。 
【求解 】 用 下 面 的 语 折 可 以 建立 起 描述 已 知 数 据 的 样 条 插值 类 ， 并 得 出 各 段 三 次 多 项 式 系数 ， 由 
表 8-1 给 出 ， 根 据 该 表 可 以 用 多 项 式 方式 计算 出 样 条 插值 的 值 。 


>> x=0: .12:1; y=(x.~2-3*x+5) .*exp(-5*+x) .*sin(x) 
sp=csapi(x,y); fnplt(sp) 
c=[sp.breaks(1:4)，sp.breaks(2:5)，sp,coefs(1:4,:) 


.和 生成 表 8-1 数据 
sp.breaks(5:8)，sp.breaks(6:9)， sp.coefs(5:8,:) ]; 





表 8-1 分 段 三 次 多 项 式样 条 插值 系数 表 





三 次 多 项 式 系数 
|] 





三 次 多 项 式 系数 




















cd 

(00.12) (0.48,0.6) 0.1588 
(0.12,0.24) (0.6,0.72) 0.1001 
(0.24,0.36) (0.72,0.84) 0.0605 





(0.36,0.48) (0.84,0.96) 





csapi() 函数 还 可 以 处 理 多 个 自 变量 的 网 格 数据 三 三 次 样 条 插值 类 ， 其 调用 格式 为 





S-csapitfalzay 
其 中 ，mz;i 为 自 变量 的 网 格 标志 ，z 网 格 数 据 的 样本 点 ， 得 出 的 8 是 三 次 样 条 函数 对 象 。 
【 例 8-12】 试 用 三 次 样 条 插值 方法 得 出 例 8-6 中 给 出 网 格 数 据 的 样 条 播 值 拟 合 ; 并 绘制 出 曲面 。 
【求解 】〗 用 下 面 的 语句 自然 就 能 得 出 样 条 插值 对 象 SBp， 并 绘制 出 如 图 8-14 所 示 的 曲面 。 可 见 ， 这 
样 的 插值 结果 与 interp2() 函数 得 出 的 完全 一 致 
>> x0=-3: .6:3; y0=-2:.4:2; [x,7]=ndgrid(x0,y0); % 注意 这 里 只 能 用 ndgrid 
Zz=(x. “2-2+x) .*exp(-x.~2-7.~2-x.*y); 久 否 则 生成 的 z# 短 阵 顺序 有 问题 
sp=csapi({x0,y0},z); fnplt(sp); 
注意 ， 这 里 的 z 答 阵 应 该 是 基于 用 ndgrid() 函数 生成 的 立 和 归 短 阵 ， 而 不 能 用 meshgrid() 
函数 生成 ， 因 为 用 其 生成 的 z 短 阵 数 据 排列 方式 和 样 条 插值 工具 箱 不 一 致 
8.2.1.2 BB 样 条 函数 及 其 MATLAB 表示 
B 样 条 插值 为 另 一 类 常用 的 样 条 函数 ， 其 数学 描述 方式 比较 不 易 理解 ， 故 这 里 只 介绍 
该 类 样 条 函数 对 象 的 建立 函数 spapi() ， 而 不 介绍 其 数学 描述 。 若 已 知 样本 点 数据 向 量 ~ 


274 第 8 章 数据 插值 、 函 数 逼 近 问题 的 计算 机 求解 








二 < 
-3 卫 


图 8-14 二 维 函 数 插值 结果 


和 2#， 则 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 建立 起 B 样 条 插值 对 象 8 为 

3=spapiC 有 sz 3) 
其 中 ， 大 为 用 户 选 定 的 B 样 条 阶 次。 一 般 选 择 :=4,5 能 得 出 较 好 的 插值 效果 。 对 某 些 特 
定 的 问题 适当 提高 上 值 能 改善 插值 效果 。 
【 例 8-13】 分 别 用 B 样 条 函数 对 例 8-10 和 8-11 中 给 出 的 数据 进行 5 次 也 样 条 函数 拟 合 ， 并 与 三 
次 分 段 多 项 式样 条 示 数 拟 合 的 结果 相 比较 。 
【求解 】 先 考虑 例 8-10 中 给 出 的 数据 ， 可 以 用 下 面 的 语 身 进行 拟 合 ， 得 出 如 图 8-15 (a) 所 示 的 拟 
合 效果 。 其 中 的 也 样 条 插值 效果 几乎 看 不 出 和 理论 曲线 的 差异 。 


>> x0=[0,0.4,1 2,pi]; y0=sin(x0); ezplot(sin(t),[0,pi]); hold on 
spl=csapi(x0,y0); fnplt(spl,:--)); 多 三 次 分 段 多 项 式样 条 插值 
ap2=spapi(5,x0,y0); fnplt(sp2,:?) 5 次 了 B 祥 条 插值 


可 见 ， 用 5 次 也 样 条 插值 的 效果 远 远 优 于 三 次 分 段 多 项 式 的 拟 合 效果 。 对 例 8-11 中 给 出 的 数 
据 进 行 拟 合 ， 将 得 出 如 图 8-15 (b) 所 示 的 效果 ，B 样 条 亦 远 远 优 于 三 次 样 条 插值 , 
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(a) 例 8-10 数据 拟 合 (b) 例 8-11 数据 报 合 


图 8-15 基于 样 条 插值 的 曲线 拟 合 效果 


>> x=0:.12:1; J= (zx. 2-3+x+5) .*GXP(-54X) .+Sin(X)3 
ezplot(!(xr~2-3+x+5)*#exp(-5+x)*#sin(Xx) ，[0,1])，hold on 
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spl=csapi(x,y); fnplt(spl,--'); sp2=spapi(5,x,y); fnplt(sp2,:?) 


8.2.2 ”基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 运算 


既然 用 样 条 插值 的 方法 能 由 给 定 的 数据 进行 曲线 拟 合 ， 且 在 给 定数 据 较 稀 朴 的 情形 
拟 合 效果 也 是 很 理想 的 ， 故 可 以 利用 插值 对 象 对 给 定数 据 函数 进行 微 积分 运算 。 和 第 3.3 
与 3.4 节 介绍 的 算法 相 比 ， 基 于 样 条 插值 的 数值 微分 算法 有 其 特色 ， 更 适用 于 给 定 样本 
数据 较 稀 疏 时 的 数值 微分 。 从 数值 积分 的 角度 看 ， 这 里 得 出 的 数值 积分 是 数值 积分 的 函 
数 ， 亦 即 求 取 F(z) 区 人 jb)dt 的 值 ， 而 不 是 单纯 的 定 积分 值 ， 其 中 ro 是 用 户 指定 的 积 


分 区 域 左 端 边 界 值 。 当 然 ， 单 纯 的 定 积分 也 可 以 用 积分 函数 得 出 ， 即 工 = F(b) - F(a): 


8.2.2.1 ”基于 样 条 插值 的 数值 微分 运算 
基于 样 条 函数 的 数值 微分 运算 可 以 由 fnder() 函数 直接 计算 出 来 如 下 : 







呈 玫 的 疝 条 滑 用 方法 中 ， 前 一 种 方法 能 直接 求 取 8 样 条 对 象 的 人 阶 导数 ， 得 出 的 
结果 仍然 是 样 条 对 象 sd。 后 一 种 调用 格式 中 ， 可 以 对 多 变量 样 条 对 象 进行 偏 导数 求 取 。 


【 例 8-14】 考 虑 例 8-11 中 给 出 的 数据 点 ， 试 用 三 次 分 段 多 项 式样 条 函数 与 也 样 条 插值 函数 求 出 该 
函 数 的 导数 ， 并 与 理论 推导 结果 相 比 较 。 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 语 提 生 成 原始 数据 ， 并 分 别 建立 起 三 次 分 笑 多 项 式 型 样 条 邓 数 与 BB 样 条 函 
数 的 数据 类 ， 这 样 就 可 以 调用 fnder() 函数 求 出 该 函数 的 的 导数 ， 并 程 出 如 图 8-16 所 示 曲 线 。 
>> syms xi; f=(x~2-3+x+5)*exp(-5+x)#sin(x); ezplot(diff(f),[0,1])，hold on 
x=0: .12:1; y=(x.~2-34x+5) .*exp(-5+x) .ein(x); 
spl=csapi(x,y); dspl=fnder(spl,1); fnplt(dspl，--)) 
sp2=spapi(5,x,y); dsp2=fnder(sp2,1); fnplt(dsp2,:'); axis([0,1,-0.8,5]) 
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图 8-16 基于 样 条 插值 的 函数 数值 微分 结果 
在 图 8-16 中 同时 还 绘制 理论 曲线 。 可 见 ， 用 也 料 条 拟 合 的 数值 微分 结果 是 相当 精确 的 ， 用 三 
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次 分 段 多 项 式样 条 插值 算法 的 得 出 的 币 分 效果 也 是 很 理想 的 ， 因 为 给 出 的 数据 点 是 很 稀疏 的 ， 用 
第 3.3 节 中 给 出 的 算法 无 法 得 出 这 样 的 结果 。 
【 例 8-15】 试 由 例 8-12 中 给 出 的 数据 拟 合 82z/(BzBy) 的 曲面 ， 并 将 得 出 的 结果 与 解析 解法 绘制 
出 的 曲面 相 比较 。 
【求解 】 由 下 面 给 出 的 语句 可 以 直接 生成 数据 ， 进 行 B 样 条 函数 拟 合 ， 并 对 得 出 的 结果 进行 求 
导 ， 绘 制 出 如 图 8-17 (a) 所 示 的 曲面 。 
>> x0=-3:.3:3; y0=-2:.2:2; [x,J]=ndgrid(x0,y0); 
z=(x.~2-2+x) .exp(-x.“2- 了 .2-x.+7); 
sp=spapi({5,5},{x0,y0},z); dspxy=fnder(sp,[1, 切 ); fnplt(dspxy) 
当然 ， 下 面 的 语句 可 以 用 理论 的 方法 推导 出 所 需 的 入 导数 ， 并 绘制 出 其 曲面 ， 如 图 8-17 (b) 
所 示 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 曲面 与 样 条 插值 得 出 的 结果 完全 一 致 。 由 此 可 以 看 出 ， 基于 样 条 插值 的 
数值 偏 导 数 算 法 函数 是 可 靠 的 。 
>> syms x yi Z=(x“2-2*x)*+exp(-X~2- 了 -2-x#y); 
ezsurf (diff(diff(z,x),y),[-3 3],[-2 3]) 








全 -2 





(a) 样 条 氢 合 结果 (b) 理论 推导 结果 
图 8-17 所 需 二 阶 偏 导数 的 曲面 表示 


8.2.2.2 ”基于 样 条 插值 的 数值 积分 运算 

本 节 将 介绍 使 用 分 段 三 次 样 条 函数 和 五 次 卫 样 条 函数 来 盘 近 被 积 函数 ， 从 而 求 取 某 
函数 积分 函数 的 方法 。 这 里 要 介绍 的 方法 和 第 8.1.2 节 介绍 的 quadspln() 函数 是 有 区 别 
的 ，quadspln() 函数 介绍 的 是 求 取 某 一 区 间 内 的 定 积分 值 ， 而 这 里 介绍 的 fnint () 方法 
可 以 用 来 求 取 积分 函数 的 值 , -当然 也 能 用 于 求 取 定 积分 的 值 。 该 函数 的 调用 格式 为 

Ji=fnint(5) 

其 中 ， 访 为 向 量 ， 返 回 = 各 点 处 的 积分 函数 值 ， 因为 不 定 积分 通常 可 以 在 积分 结果 上 加 
一 个 常数 ， 所 以 实际 的 不 定 积分 值 应 该 是 该 结果 的 上 于 平移 。 该 不 定 积分 结果 还 可 以 用 
于 [w 如 区 间 定 积分 的 求解 ， 即 T=diff(fnint(S,|a, 吕 ))。 
【 例 8-16】 仍 考虑 例 8-4 中 较 稀 玻 的 样本 点 ， 试用 样 条 积分 的 方式 求 出 定 积分 及 积分 函数 。 
【求解 】 下 面 的 语句 可 以 用 两 种 形式 建立 起 插值 对 象 ， 用 fnint() 函数 可 以 分 别 得 出 积分 函数 ， 
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并 求 出 所 需 的 定 积分 值 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 结果 远 远 比例 8-.4 中 得 出 的 结果 精确 得 多 ， 用 也 样 条 
甚至 能 在 极 稀 疏 的 样本 点 前 提 下 得 出 相当 高 精度 的 定 积分 结果 。 
>> x=[0,0.4,1 2,pi]; y=sin(x); 
spl=csapi(x,y); a=fnint(spl,1); xx=fnval(a,[0,pi]); xx(2)-xx(1) 
ans = 
2.01905234585838 
>> sp2=spapi(5,x,y); b=fnint(sp2,1); xx=fnval(b,[0,pi]); xx(2)-xx(1) 
ans = 
1.99994177102332 
用 下 面 的 语 自 还 可 以 绘制 出 积分 函数 的 蝎 线 ， 其 中 由 也 样 条 函数 可 以 得 出 和 解析 解 十 分 接近 
的 积分 函 教 ， 如 图 8-18 所 示 。 
>> ezplot(:-cos(t)+2,[0,Pi]); hold on 
fnplt(a,'--'); fnplt(b, :7) 
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图 8-18 基于 样 条 插值 的 函数 数值 积分 结果 





8.3 由 已 知 数据 拟 合 数学 模型 
8.3.1 多 项 式 拟 合 


前 面 介绍 的 Lagrange 拟 合 就 是 一 种 多 项 式 拟 合 。 一 般 多 项 式 拟 合 的 目标 是 找 出 一 组 
多 项 式 系数 uii = 1,2,…… ,十 1， 使 得 多 项 式 


W(z) = alzn" 十 aazn 十 … 寺 国字 十 琴 计 (8-3-1) 


能 够 较 好 地 拟 合 原始 数据 。 和 前 面 介绍 的 插值 算法 不 同 ， 多 项 式 拟 合并 不 能 保证 每 个 样 
本 点 都 在 拟 合 的 曲线 上 ， 但 能 使 得 整体 的 拟 合 误差 较 小 。 多 项 式 拟 合 可 以 通过 MATLAB 
提供 的 polyfit() 函数 实现 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 和 为 原始 的 样本 点 构成 的 向 量 ， 为 选 定 的 多 项 式 阶 次 ， 得 出 的 2p 为 多 项 式 系 
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数 按 降 稼 排列 得 出 的 行 向 量 ， 可 以 用 符号 运算 工具 箱 中 的 poly2sym() 函数 将 其 转换 成 真 
正 的 多 项 式 形式 ， 也 可 以 使 用 Polyval() 函数 求 取 多 项 式 的 值 。 下 面 将 通过 例子 演示 多 
项 式 拟 合 函 数 的 使 用 方法 和 优 缺 点 。 
【 例 8-17】 考 虑 例 8-1 中 的 样本 点 数据 ， 试 用 多 项 式 拟 合 的 方法 在 不 同 的 阶 次 下 进行 拟 合 ， 并 观 
察 拟 合 效果 ， 找 出 合适 的 阶 次 。 
【求解 〗 可 以 用 下 面 语句 得 出 拟 合 该 教 据 的 3 次 多 项 式 并 绘制 出 拟 合 曲线 ， 如 图 8-19 (a) 所 示 
>> x0=0: .1:1; y0=(x0."2-3*+x0+5) .*exp(-5+x0) .*sin(x0); 
P3=polyfit(x0,y0,3); vpa(Poly2sym(P3) ,10) % 可 以 如 下 显示 多 项 式 
ans = 
2.839962923*x~3-4.789842696*x-~2+1.943211631*x+.5975248921e-1 
>> x=0: .01:1; ya=(x. “2-3*x+5) .*exp(-5#Xx) .+sin(Xx); 
yl=polyval(P3,x); plot(x,y1,x,ya,x0,y0,o7) 


从 拟 合 结果 可 以 看 出 ， 效 果 还 是 相当 差 的 ， 一 种 很 显然 的 解决 方法 就 是 增加 拟 合 多 项 式 的 次 
数 ， 下 面 就 不 同 的 次 数 进行 拟 合 ， 最 终 得 出 如 图 8-19 (b) 所 示 的 拟 合 效果 。 
>> Pp4=polyfit(x0,70,4); y2=polyval(P4,x); 
pP5=polyfit(x0,y0,5); y3=polyval(P5,x); 
P8=polyfit(x0,y0,8); y4=polyval(P8,x); 
Plot (x,ya,x0,y0， 0 ,xy2,x,73,x,74) 
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(a) 3 次 多 项 式 氢 合 (b) 其 他 次 数 的 多 项 式 报 合 
图 8-19 多 项 式 拟 合 效果 


从 该 例 的 拟 合 效果 看 ，n > 8 就 能 得 出 较 好 的 结果 ， 这 时 拟 合 多 项 式 可 以 由 下 面 的 语句 显示 
出 来 ， 可 以 用 该 多 项 式 去 近似 原 函 数 模 型 。 
>> VPa(poly2sym(P8) ,5) 
ang = 
-8.2586*x-~8+43.566*x-~7-101.98+Xx-~6+140.22*+x~5-125.29*X “4+ 
74.450*x~3-27 .672*x-~2+4.9869*x+.42037e-6 
多 项 式 拟 合 实际 上 相当 于 对 已 知 函 数 用 Taylor 杖 级 数 表 示 ， 但 Taylor 轩 级 数 展 开 的 前 提 条 
件 是 函数 应 该 已 知 ， 这 对 实际 的 多 项 式 拟 合 问题 显得 很 营 刻 。 对 本 例 来 说 ， 因 为 原 函 数 是 已 知 


8.3 由 已 知 数据 拟 合 数学 模型 279 





的 ， 所 以 可 以 通过 Taylor 畦 级 教 方法 先 展开 该 函数 ， 可 以 得 出 如 下 的 结果 : 
>> 8ymSs Xi = (x~2-~3*yx+5)*exp(-5*#Xx)*Sin(X) 3 
VPa(taylor(y,9) ,5) 
ang = 
5.*X-28.*X~2+77.667*x~3-142.*+x~4+192.17*+x~5-204.96*x-6+179.13*x“7-131.67+x~8 

比较 该 结果 和 上 述 的 多 项 式 拟 合 的 结果 ， 可 以 发 现 二 者 是 完全 不 同 的 ， 这 样 就 可 以 得 出 结 
论 ， 用 多 项 式 表示 数据 的 模型 是 不 惟一 的 ， 即 使 两 个 多 项 式 函数 完全 不 同 。 在 某 一 区 域内 其 曲线 
将 特别 近似 。 所 以 有 时 多 项 式 拟 合 时 应 该 注意 检验 结果 ， 比 如 得 出 的 结果 是 否 很 平滑 ， 而 不 应 片 
面 地 比较 多 项 式 的 系数 是 否 一 致 
【 例 8-18】 重 新 考虑 例 8-3 中 的 函数 ， 试 观察 多 项 式 拟 合 的 效果 。 

【求解 】 多 项 式 拟 合 的 效果 并 不 一 定 总 是 很 精确 的 。 考 虑 例 8-3 中 的 样本 点 ， 可 以 取 不 同 的 多 项 
式 阶 次 有 4， 则 使 用 如 下 语句 获得 多 项 式 拟 合 ， 并 绘制 出 拟 合 曲线 ， 如 图 8-20 (a) 所 示 。 
>> x0=-1+2*#+ [0:10]/10; y0=1./(1+25*x0. 2); 
x=-1:.01:1; yas<1./(1+25*x. 2); 
p3=polyfit(x0,y0,3); yl=polyval(P3,z); 
p5=polyfit(x0,y0,5); y2=polyval(P5,x); 
p8=polyfit(x0,y0,8); y3=polyval(P8,x); 
pl0=polyfit(x0,y0,10) ; y4=polyval(P10,x); 
Plot (xyayxy1,Xx72， 一 .xy73， 一- Xi74， 27) 

其 实 ， 该 例子 如 果 用 Taylor 窒 级 数 展开 效果 将 更 差 ， 用 下 面 的 语 自 可 以 得 出 Taylor 轮 级 数 
展开 式 及 拟 合 效果 ， 并 可 以 绘制 出 该 多 项 式 拟 合 的 效果 ， 如 图 8-20 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 这 样 拟 
合 的 结果 是 相当 差 的 ， 甚 至 说 是 完全 错误 的 。 
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(a) 各 阶 多 项 式 拟 合 效果 (b) Taylor 宕 级 数 展开 
图 8-20 多项式 拟 合 及 Taylor 震级 数 展开 
>> syms xi; y=1/(1+25*x~2); p=taylor(y,x,10) 
P = 
1-25*+x~2+625*+x~4-15625*x~6+390625*x-8 
>> xl=-1:0.01:1; ya=1./(1+25*xt.~2); yl=subs(p,x,xl); Plot(xl,71) 
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8.3.2 给 定 函数 的 连 分 式 展开 及 基于 连 分 式 的 有 理 近 似 


连 分 式 是 对 函数 或 数值 的 一 种 很 有 效 的 近似 形式 。 函 数 /(z) 经 常 可 以 用 过 分 式 形式 
表示 为 
Jo)= (833) 


户 (z) 十 








户 (z) 十 


za)+ 一 





Hz) 十 一 
而 最 常见 的 连 分 式 形式 为 Cauer II 型 连 分 式 @] ， 表 示 为 
jz) = 所 
永 二 


(8-3-3) 


adZ 
克 十 和 
MATLAB 语言 及 符号 运算 工具 箱 并 未 直接 提供 连 分 式 展开 的 函数 ,但 可 以 调用 


Maple 中 给 出 的 cfrac() 函数 来 求 取 函 数 的 连 分 式 展开 ， 在 调用 该 函数 前 还 需要 将 Maple 
的 数论 包 用 with() 函数 调和 人， 这 样 给 定 函 数 或 数值 的 Cauer 开 型 连 分 式 展开 可 以 用 下 面 





函数 字符 串 fun 进行 连 分 式 展开 ， 自 变量 为 >， 展开 
的 项 数 为 mn， 该 函数 得 出 的 部 分 分 式 展开 cfe， 为 Maple 环境 中 的 变量 ， 而 /为 返回 到 
MATLAB 环境 中 的 字符 串 。 若 对 数值 进行 连 分 式 展开 ， 则 可 以 不 给 出 = 变量 。 
由 保留 的 前 ”级 连 分 式 的 项 ， 可 以 调用 Maple 语言 的 thenumer() 和 thedenom() 函 
数 变换 出 有 理 函 数 的 近似 形式 。 这 两 个 函数 的 调用 格式 为 





由 上 面 两 个 命令 可 以 得 出 有 理 近 似 的 分 子 和 分 母 - 
【 例 8-19 】 先 观察 一 个 常数 的 连 分 式 近似 问题 ， 试 对 元 进行 20 级 近似 ， 并 找 出 一 个 较 籽 的 连 分 式 
近似 阶 次 。 
【求解 】 一 个 常数 的 连 分 式 可 以 用 下 面 的 语 各 直 接 得 出 : 
>> maple(vwith(numtheory):'); f=maple([cfe:=cfrac(pi;20)7]) 
二 运 
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cfe := 3+1/(7+1/(15+1/(1+1/(292+1/(1+1/(1+1/(1+1/(2+1/(1+1/(3+1/(1+ 
1/(14+1/(2+1/(1+1/(1+1/(2+1/(2+1/(2+1/(2+1/(1+ .5)))))))))))22222)77) 
亦 即 的 连 分 式 展开 式 子 为 


1 十 
292 十 





1 十 … 
其 中 ， 分 子 292 和 其 他 值 相 比 差 得 较 悬 殊 ， 所 以 截断 到 此 级 即 可 以 得 出 较 高 的 精度 。 由 有 理 近 似 
的 函数 则 可 以 得 出 分 子 和 分 母 的 值 为 
>> n=maple(;nthnumer' ,cfe,4); d=maple(;nthdenom; ,cfe”,4); [vpa(n),vpa(d)] 
ang = 
[ 103993.， 33102.] 
这 时 还 可 以 得 出 4 级 连 分 式 有 理 近 似 为 
只 用 4 级 连 分 式 近似 就 相当 接近 下 值 了 。 
【 例 8-20】 试 用 连 分 式 展开 的 方法 求 出 画 数 f(z) 一 人 二 的 前 10 级 表达 式 ， 并 求 出 该 到 数 
的 有 理 近 似 表达 式 。 
【求解 】 根据 要 求 ， 可 以 用 下 面 的 语句 立即 得 出 前 10 级 连 分 式 表达 式 。 
>> syms xi fun='sin(x)*exp(-x)/(x+l)“3?; 久 fun 应 该 为 字符 束 
maple(;vwith(numtheory):'); f=maple([*cfe:=cfrac(， fun ”,x,10)7]) 
2 e 
cfe := x/(1+4*x/(1-5*x/(3+43#*x/(20-337*x/(43+28274*x/(1685-66157779*x/ 
(395836-9881300005*x/(512851+140501598188444*x/(158335371- 
531240292464601408*x/(2484643103+'...')))))))))) 


103993 


35102 3.1415926530119026040722614947737。 可 见 ， 





























亦 即 这 样 可 以 得 出 
了 
jJ(z) = 本 
1+ 一 
43z 
3577 
2 二 28274z 
多 上 661577797 
1 后 本 和 5813000057 
让 140501598188444 
531240292464601408 
158335371 一 


2484643103 十 … 
由 下 面 的 语 白 可 以 得 出 前 8 级 和 10 级 连 分 式 的 有 理 多 项 式 近似 。 
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>> n=collect(maple(?nthnumer: ,cfe:,8) ,x); 久 分 子 多 项 式 合并 同类 项 
d=collect(maple('nthdenom: ,cfe,8) ,x); [n,d]=numden(n/d); G=n/d;i latex(G) 
pn=collect(maple("nthnumer ,cfe,10) ,x); 
d=collect (maple('nthdenom:,:cfe:,10) ,x); 

[n,d] =numden(n/d); Gl=n/d; latex(G1) % 显示 从 略 
这 时 可 以 得 出 
z(845713z3 一 4973560z2 + 11841438z 一 10769871) 
月 加 10556427324 一 83147900z3 -- 294069480z2 -- 312380460z 一 107698710 

用 下 面 的 语句 还 可 以 得 出 (0,0.5) 区 间 内 的 原始 函数 flz) 和 如 (z) 的 曲线 ， 如 图 8-21 (a) 所 示 。 
可 见 ， 拟 合 效果 还 是 很 理想 的 ，n = 10 时 效果 更 好 些 ， 几 乎 无 法 区 分 原 函 数 曲线 和 拟 合 曲线 。 若 
扩大 拟 合 区 域 ， 令 其 为 (0,5)， 则 可 以 得 出 如 图 8-21 (b) 所 示 的 拟 合 曲线 ， 可 见 这 样 的 拟 合 效果 变 
差 ， 需 要 进一步 增加 连 分 式 级 数 ， 所 以 这 样 的 方法 有 时 不 适合 于 大 区 城 拟 合 。 

>> ezplot (fun, [0,2])，hold on; ezplot(G,[0,2]); ezplot(G1, [0,2]) 
figurei ezplot (fun,[0,5])，hold on; ezplot(G,[0,5]); ezplot(G1,[0,5]) 














05 1 15 2 1 2 3 有 和 
(a) (0,2) 区 则 拟 合 效果 (b) 扩大 区 域 的 拟 合 效果 
图 8-21 连 分 式 拟 合 的 效果 比较 
8.3.3 ”有理 式 拟 合 一 Pad6 近 似 
假设 某 函 数 fs) 的 寡 级 数 展开 可 以 表示 为 
js) = oo+cls 十 cas2 十 cas 十 一 ci (8-3.4) 
1=0 


并 假设 r/m 阶 的 Pad6 近似 可 以 写成 如 下 的 有 理 函 数 形式 


了 十 1 
> ,ps 
房 H1s 十 sr 一 十 十 记 记 1 
一 一 
Gm() 一 am+18 下 十 amsm 开 十 … 十 Ca mt Ce 


aas 
1 
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式 中 ,am = 1. B = ca。 设 并 2ocsi = G?(s)， 则 可 以 写 出 如 下 的 等 式 
mn 十 1 oo +1 
oasry asi=》 bs (8-3-6) 
1 ti=0 1 
对 比 等 式 中 s 相应 次 数 的 系数 ， 令 相应 的 s 项 系数 的 值 相等 ， 则 ai,i = 2,…… , 几 +1 和 
,1i= 2 ,大 十 1 系数 可 以 从 下 面 的 方程 求解 出 来 。 
Wz=uw，um=VYy (8-3-7) 
其 中 ， 
了 = [aa as，… ,am+lT， 刀 一 [一 cr+2) 一 cr+3 一 cm+r+l] (39) 
4 一 [ 记 一 co 房 一 c BE 一 ct = [aaas artT 
且 
Cr+1 Cr 0 0 
0 
太 = Cr+2 Cl (8-3.9) 
crHm cr+Hm-1 cm-1 cr+l 
cl 0 0 0 
0 .… 0 
证 (8-3.10) 
cr cr-1 ca-2 al 


可 以 证 明 四 ， 若 Pad6 近似 的 分 子 分 母 阶 次 相同 或 分 母 比分 子 高 一 阶 ， 则 该 近似 等 效 
于 Cauer I 工 型 连 分 式 近似 。 可 以 编写 一 个 MATLAB 函数 padefcn() 来 计算 给 定 f(z) 函 


数 的 Pad6 有 理 函 数 近似 。 该 函数 的 清单 如 下 : 
function [nP,dP]=padefcn(c,r,m) 
we=-c(r+2:m+r+1); VV=[c(r+1:-1:1); Zeros(m-1-r,1)]; 
We=rot90(hankel(c(m+rr:-1:r+1),vv)); V=rot90(hankel(c(r:-1:1))); 
x=[1 (WNw) 7]; y=[1 x(2:r+l)*V'+c(2:r+1)]; 
dP=x(m+1:-1:1)Vx(m+1l); nP=y(r+t1:-1:1)/x(m+ti); 

【 例 8-21】 试 对 jz) = e-2z 函数 用 有 理 函 数 近似 。 


【求解 】 可 以 选择 不 同 的 分 母 阶 次 ， 选 择 分 子 阶 次 为 0， 并 选择 不 同 的 分 母 阶 次 ， 则 可 以 得 出 不 同 


的 Pad6 有 理 近 似 式 ， 近 似 曲 线 如 图 8-22 所 示 。 


>> syme xi c=taylor(exp(-2+x) ,10); c=sym2poly(c); c=c(end:-1:1); x=0:0.01:8; 


nd=[3:7] ; xx=[0,2,2+eps,8] ; yy=[0,0,1,1]; Plot(xx,yy); hold on 
for i=1:length(nd) 


[n,d]=padefcn(c,0,nd(i)); y=polyval(n,x) ./pPolyval(d,x); plot(x,y) 


end 
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图 8-22 原始 数据 与 拟 合 曲线 


由 图 8-22 可 见 ，3 阶 近似 得 出 的 效果 尚 可 ， 如 果 增 加 阶 次 ， 会 得 出 更 好 的 效果 ，8 阶 近 似 的 结果 
还 是 很 精确 的 。8 阶 Pad6 近似 表达 式 如 下 : 
Ra= 157.5 
3 一 十 427 十 1475 十 4275 十 10574 十 21073 十 31572 十 3157 十 157.5 


8.3.4 ”函数 线性 组 合 的 曲线 拟 合 方法 
假设 已 知 某 函 数 的 线性 组 合 为 
g(z) = cl 太 (z) + czfa(z) + csPa(z) 十 … 十 cn 如 (z) (8-3-11) 


其 中 ， 廊 (z), 户 (z)，… , 记 (z) 为 已 知 函 数 ，cl cz,…… ,cn 为 待定 系数 ， 这 时 假设 已 经 测 出 
数据 (zl,m), (za2,y2)…… (zz)， 则 可 以 建立 起 如 下 的 线性 方程 





4c=3 (8-3-12) 
其 中 ， 
Pizl) (zi) … 和 (za) 妇 
呈 站 2 机 用 风 v 妆 的 (8.3.13) 
户 (zM) 户 (zx) … 加 (zM) hh 


且 e= [ctca,…… ,cnlT。 故 该 方程 的 最 小 二 乘 解 为 c= 4\y。 
【 例 8-.22】 假 设 测 出 了 一 组 (ziyWi)， 由 下 面 的 表格 给 出 ， 且 已 知 函 教 原型 为 g(z) = cl 十 cze se 十 
ca cos(-2z)e-4 + cdT2， 试 用 已 知 数据 求 出 待定 系数 ci 的 值 。 


2 | 0 0.2 0.4 0.7 0.9 0.92 0.99 1.2 1.4 1.48 1.5 
2.88 2.2576 ”1.9683 ”1.9258 ”2.0862 ”2.109 ”2.1979 ”2.5409 ”2.9627 ”3.155 3.2052 





【求解 〗 可 以 将 表 中 数据 直接 拟 合 出 曲线 方程 中 的 ci 参 教 。 
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>> x=[0,0.2,0.4,0.7,0.9,0.92,0.99,1.2,1.4,1.48,1.5]?; 
y=[2.88;2.2576;1.9683;1.9258;2.0862;2.109;2.1979;2.5409;2.9627;3.155;3.2052] ; 
A= [ones (size(x)) exp(-3*x) ，cos(-2+x) .+exp(-4*Xx) .2] ; 
C=ANy; cl=c? 

cc = 
1.22002081340577 2.33972067465903 ” -0.67973291882833 ”0.86999835216114 

>> x0=[0:0.01:1.5]; 
Al= [ones(size(x0)) exp(-3*x0) ，cos(-2*x0) .*exp(-4+x0) x0. 2]; 
yl=Alsc;i plot(x0,y1,x,y，x2) 

这 时 可 以 得 出 拟 合 曲线 和 已 知 数据 点 ， 如 图 8-23 所 示 。 可 见 拟 合 效果 是 令 人 满意 的 。 
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图 8-23 原始 数据 与 拟 合 曲线 





【 例 8-23 】 假 设 测 出 一 组 实际 数据 ， 试 对 其 进行 函数 拟 合 。 


zi | 1.1052 1.2214 1.3499 1.4918 ”1.6487 ”1.8221 ”2.0138 。 2.2255 。 2.4596 2.7183 3.6693 
如 | 0.6795 ”0.6006 ”0.5309 ”0.4693 ”0.4148 ”0.3666 ”0.3241 0.2865 0.2532 “0.2238 0.1546 


【求解 】 可 以 用 下 面 的 语 各 将 表 中 给 出 的 数据 用 曲线 表示 出 来 ， 如 图 8-24 (a) 所 示 。 
>> x=[1.1052,1.2214,1.3499,1.4918,1.6487,1.8221,2.0138,.. . 
2.2255,2.4596,2.7183,3.6693] ; 
y=[0.6795,0.6006,0.5309,0.4693,0.4148,0.3666,0.3241,…. 
0.2864,0.2532,0.2238,0.1546] ; 
Plot (xy，X，7，? 站 ?) 
在 实际 曲线 拟 合 时 ， 有 时 从 z,2 本 身 看 不 出 它们 之 间 的 关系 ， 则 可 能 需要 对 数据 进行 可 能 的 
非 线性 变换 ， 观 察 是 否 能 得 出 线性 关系 。 例 如 ， 可 以 对 7,3 分 别 进行 对 数 变换 ， 得 出 如 图 8-24 (b) 
所 示 的 曲线 ， 可 见 二 者 是 线性 的 。 
>> xl=log(x); yl=log(7); Plot(x1,y1,x1,71， 2) 
这 样 用 线性 函数 拟 合 的 方法 则 可 以 得 出 线性 参数 ， 使 得 ny = alnz 十 5， 亦 即 引 一 ez， 而 
系数 ab 及 的 可 以 由 下 面 的 语句 直接 得 出 。 
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(a) 曲线 氢 合 (b) 对 数 变换 后 的 拟 合 
图 8-24 数据 及 拟 合 结果 


>> A=[xl， ones(size(xl'))]; c=[A\71?]? 
c = 
-1.23389448522593 -0.26303708610220 
>> exp(c(2)) 
ang = 
0.76871338819924 
亦 即 可 以 得 出 拟 合 函 数 gy(z) = 0.76871338819924z-1.23389448522593。 
【 例 8-24】 多 项 式 拟 合 可 以 认为 是 前 面 介绍 的 多 函数 线性 组 合 的 特例 ， 这 样 可 以 选择 各 个 函数 为 
ji(z) = zn+l-i 守 = 1)2,… ,nm， 用 该 方法 重新 考虑 例 8-17 中 数据 的 多 项 式 拟 合 问题 ， 试 观察 多 
项 式 拟 合 的 效果 。 
【求解 】 由 上 述 的 算法 ， 可 以 立即 得 出 数据 的 多 项 式 拟 合 结果 ， 该 结果 和 例 8-17 给 出 的 结果 完全 
一 致 
>> xs=[0:.1:2]，; y=(x.~2-3yx+5) .exp(-5*X) .sin(x); mn=7; A=[]; 
for i=1:n+1，A(:,i)=x. ~“(n+1-i);i end 
c=A\yY; VPa(Poly2sym(c) ,5) 
ans = 
-8.2586*x~8+43.566*Xx“7-101.98*x-~6+140.22*x~5-125 .29*+X“4+ 
74.450*x~3-27.672+x~2+4.9869*+x+.42037e-6 


8.3.5 “最 小 二 乘 曲线 拟 合 


假设 有 一 组 数据 ri yi = 1 2,……,N， 且 已 知 这 组 数据 满足 某 一 函数 原型 gz) = 
ffa,z)， 其 中 待定 系数 向 量 ， 则 最 小 二 乘 曲线 拟 合 的 目标 就 是 求 出 这 一 组 待定 系数 的 
值 ， 使 得 目标 函数 


人 必 
J=min》 i 一 gc 站 =min》 6 一 f(oz (83-.14) 
1 


记 1 
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为 最 小 。 在 MATLAB 的 最 优化 工具 箱 中 提供 了 lsqcurvefit() 函数 ， 可 以 解决 最 小 二 
乘 曲线 拟 合 的 问题 。 该 函数 的 调用 格式 为 





其 中 ，Fun 为 原型 函数 的 MATLAB 表示 ， 可 以 是 M- 函 数 或 inline() 函数 ，ao 为 最 优 
化 的 初 值 ，z, 9 为 原始 输入 输出 数据 向 量 ， 调 用 该 函数 则 将 返回 待定 系数 向 量 a 以 及 在 
此 待定 系数 下 的 目标 函数 的 值 jn 。 


【 例 8-25】 假 设 由 下 面 的 语句 生成 一 组 数据 x 和 了 
>> x=0:.1:10; y=0.12*exp(-0.213*x)+0.54*exp(-0.17*x) . #Sin(1.23*+X) 
并 已 知 该 数据 满足 原型 为 j(z) = ale-az 十 ase oszsin(as7)， 其 中 ，ai 为 待定 系数 。 采 用 最 小 二 
乘 曲线 拟 合 的 目的 就 是 获得 这 些 待定 系数 ， 使 得 目标 函数 的 值 为 最 小 。 
【求解 】 根据 已 知 的 函数 原型 ， 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAEB 函数 : 
>> f=inline()a(1)*exp(-a(2)*x)+a(3)*exp(-a(4)*x) .*sin(a(5)#Xx) aa， 23 
建立 起 函 教 的 原型 ， 则 可 以 由 下 面 的 语 自得 出 待定 系数 向 量 了 。 
>> [xx,res]=1sqcurvefit(f, [1,1,1,1,1] ,x,7); xx ,Tes 
Optimization terminated successful1y: 
Relative function value changing by less than 0PTIONS.TolFun 
ang = 一 Tes 一 
0.11971712065965 7.163683226738623e-007 
0.21246047792014 
0.54040192789832 
0.17018571958912 
1.23002540347539 
可 以 看 出 ， 这 样 得 出 的 待定 系数 精度 较 高 ， 接 近 与 理论 值 Q = [0.12,0.213,0.54,0.17;1.23]7。 
如 果 想 进一步 提高 精度 ， 则 需要 修改 最 优化 的 选项 ， 这 时 函数 的 调用 格式 也 将 发 生变 化 。 
>> ff=optimset;i ff.TolFun=le-20; ff.TolX=le-15; 人 修改 精度 限制 
[xx,res]=1sqcurvefit(f, [1,1,1,1,1] ,xy, 口 , 口 ,ff) cvres 
Optimization terminated successful1y: 
Relative function value changing by less than 0PTIONS.TolFun 
ang = 了 
0.11999999996745 9.503499130199283e-021 
0.21299999993794 
0.54000000004622 
0.17000000002139 
1.23000000000295 
>> xl=0:0.01:10; yl=f(xx,xl); Plot(xl,y1,x,7， 加 直 
其 中 ， 两 个 空 绑 阵 表示 @ 向 量 的 上 下 限 ， 由 于 对 这 些 参数 的 范围 无 限制 ， 故 采用 了 玛 认 的 表示 形 
式 。 可 以 看 出 ， 修 改 误差 限 后 ， 得 出 的 拟 合 待定 系数 更 加 精确 。 绘 制 出 的 拟 合 曲 线 与 样本 点 如 图 
8-25 所 示 。 
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图 8-25 拟 合 效果 比较 


【 例 8-26】 假 设 有 一 组 实测 数据 


四 041 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
Wi | 23201 2.6470 ”2.9707 ”3.2885 ”3.6008 3.9090 4.2147 ”4.5191 4.8232 。 5.1275 


假设 已 知 该 数据 可 能 满足 的 原型 函数 为 y(z) = az 十 bz?ze-cz 十 d， 试 求 出 满足 下 面 数据 的 最 
小 二 乘 解 au,bc,d 的 值 。 
【求解 】 下 面 的 语 白 可 以 输入 已 知 的 参数 。 
>> Xx=0.1:0.1:13; 
y= [2.3201,2.6470,2.9707,3.2885,3.6008,3.9090,4.2147,4.5191,4.8232,5.1275]; 
令 ol = aaa = 只 as = cyad = d， 这样， 原型 函数 可 以 写成 y(z) = alzT 十 aa72e-osz 十 a4， 可 
以 用 MATLAB 写 出 
function y=c8f3(a,x) 
y=a(1)*x+a(2)*Xx.“2 .*exp(-a(3)*+x)+a(4); 
则 
>> a=lsqcurvefit(c8f3,[1;2;2;3] ,x,y); a? 
ang = 
2.45871058396841 “2.44894584435743 ”1.44655649377552 ”2.07337742284199 
用 下 面 的 语 揣 还 可 以 计算 出 各 个 点 处 的 值 ， 可 以 将 二 者 曲线 绘制 在 同一 坐标 系 下 ， 如 图 8-26 所 
示 。 可 见 ， 二 者 还 是 很 接近 的 ， 说 明 拟 合 效果 较 好 。 
>> yl=c8f3(a,x); Plot(x, 了 ,xy71,207) 





8.4 信号 分 析 与 数字 信号 处 理 基础 
8.4.1 信号 的 相关 分 析 
假设 已 知 某 确定 性 信号 为 zx( 蚊 ， 则 其 自 相 关 函 数 的 定义 为 


Ya 
Rcz(T) 一 人 ztiztt 二 T)dt， >0 (8-4-1) 
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图 8-26 _ 拟 合 效果 比较 


且 相 关 函 数 为 偶 函 数 ， 即 Rez(-r) = Rez(r)。 若 研究 两 个 信号 z(t) 和 yy( 扩 ， 则 可 以 定义 
其 互相 关 函 数 为 


人 
Revlr)= 各 去 人/ z(by(t+rjdt >0 (8-4.2) 


从 前 面 介 绍 的 微 积分 求解 方法 可 知 ， 若 这 些 函 数 都 已 知 ， 则 可 以 通过 MATLAB 的 符号 运 
算 工 具 箱 直接 求 出 自 相 关 函 数 和 互相 关 函 数 的 解析 表达 式 。 
【 例 8-27】 假 设 已 知 函 数 z(t) = 4i cos(wat 十 gl) + 4acos(wat 十 92)， 试 根据 定义 求 出 该 函数 的 自 
相关 函数 。 
【求解 】 根据 定义 ， 首 先 应 该 申明 一 些 有 关 符 号 变量 ， 再 定义 出 已 知 函 数 z(t)， 这 样 ， 就 可 以 由 
下 面 的 语句 求 出 信号 的 自 相 关 函 数 。 

>> syms AL A2 wl w2 tl t2 t tau Ti X=Al+cos(Wl1yt+t1)+A2+cCos(w2yt+t2); 

Rxx=simple(limit (int(x*subs(x,t,tttau)vts0,T)MT,T,inf)) 

这 样 可 以 求 出 信号 的 自 相关 函数 解析 解 为 


Re) = 了 coslon7)+ 王 硫 cos(wan) 


假设 在 实验 中 测 出 两 组 数据 ，zi yi (i = 1 2 ,mn)， 则 可 以 由 下 面 的 式 子 计算 出 两 


组 数据 的 相关 系数 为 
攻 xVSCsow-n 必 o 
VCei= 幸 yw- 六 


MATLAB 提供 了 corrcoef () 函数 ， 可 以 求 出 已 知 =,y 向 量 的 相关 系数 矩阵 邵 。 该 
函数 的 调用 格式 为 


【 例 8-28】 试 用 原型 函 教 力 = te-4tsin3t 和 2 = te 导 cos3t 分 别 生成 一 组 数据 ， 并 求 取 其 相关 
系数 短 阵 。 
【求解 〗 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 两 个 信号 的 相关 系数 甜 阵 为 
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>> x=0:0.01:5; yl=x.*exp(-4*#X) .+Ssin(3+Xx) ; 了 2=X.#exP(-4*X) .Cos(3+X) 
R=corrcoef (71,72) 
R = 
1.00000000000000 “0.47758585121404 
0.47758585121404 ”1.00000000000000 
仍 假设 在 实验 中 测 出 两 组 数据 ，zrp yi (i = 1,2,… ,mn)， 对 这 些 离散 点 可 以 由 下 面 的 
式 子 定义 ri 序列 的 自 相关 函数 


mm 天 -1 
czz(K) 一 广 》  z(D)z(k+1D 0<k 和 mm 一 1 (8-4-4) 
1=1 


其 中 mm <m， 自 相关 函数 是 偶 函 数 。 类 似 地 ， 还 可 以 定义 出 互相 关 函 数 
mn- 办 -1 
吕 则 = 专 和 z(0yk+D osk<m-1l (8-4.5) 
1=1 
相关 函数 可 以 用 来 研究 两 个 序列 信号 的 相似 性 。MATLAB 提供 了 求 取 和 绘制 自 相 关 
函数 和 互相 关 函 数 的 程序 ， 可 以 由 xcorr() 务 数 直接 求解 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ，N 为 上 的 最 大 取 值 ， 可 以 忽略 。 
【 例 8.29】 仍 假设 已 知 由 例 8-28 中 函数 计算 出 的 载 据 ， 试 用 数值 方法 求 取 自 相关 函数 、 下 相关 函 
数 ， 并 和 已 知 理 论 曲线 进行 比较 。 
【求解 〗 先 在 te (0,5) 区 间 生 成 一 个 时 间 向 量 ， 则 可 以 由 原型 函数 直接 计算 出 亚 向 量 和 取向 量 ， 
调用 现成 的 函数 就 可 以 得 出 它们 的 自 相关 函数 和 互相 关 函 数 ， 如 图 8-27 {a)j、 图 8-27 (b) 所 示 。 
>> t=0:0.01:5; x=t.*exp(-4#t) .*sin(34 七 ) 7 yt.wexP(-44t) .Cos(34t) 
N=150;， cl=xcorr(x,N); xl=[-N:N]; stem(xl,cl) % 实际 绘图 点 选 得 更 多 殉 
figure; cl=xcorr(x,y,N); xl=[-N:N]; stem(xl,cl) 

















-1l0 ” -i00 -和 0 20 100 150 
(a) = 的 自 相关 函数 (b) = 与 y 的 互相 关 函 数 
图 8-27 信号 的 相关 函数 分 析 





8.4 信号 分 析 与 数字 信号 处 理 基础 291 





8.4.2 快速 Fourier 变换 


离散 数据 rti = 1, 2,… ,和 的 Fourier 变换 是 数字 信号 处 理 的 基础 。 离 散 Fourier 变 
换 的 数学 表示 为 


和 
XUb) = 》 rie-2uk DG-DV， 其 中 1<k<N (8-4.6) 
1 
其 逆 变 换 定义 为 
人 
z(b) = 方 站 (Ge2ik-DG-DMN， 其 中 1 和 KR< N (8-4.7) 
1 


快速 Fourier 变换 (fast Fourier transform，FFT) 技术 是 求解 离散 Fourier 变换 的 最 
实用 、 也 是 最 通用 的 方法 。MATLAB 中 提供 了 内 在 函数 fft () ， 该 函数 的 调用 格式 很 简 
单 ， 为 


区 
MATLAB 提供 的 fft() 函数 可 以 高 效 地 求解 FFT 问题 。 该 函数 的 另 一 个 显著 的 特 
点 是 它 可 以 对 任意 长 度 的 向 量 进行 变换 ， 而 不 要 求 所 变换 的 向 量 长 度 满足 2" 约束 ， 尽 管 
满足 这 样 长 度 的 变换 计算 速度 快 些 。 
【 例 8-30】 假 设 给 定数 学 函数 z(t) = 12sin(2r xt 十 z/4) 十 5cos(2r X 驻 )， 选 择 步 长 为 几 ， 对 其 进 
行 FFT 变换 ， 试 绘制 出 得 出 变换 结果 的 幅 值 蝎 线 。 对 得 出 的 结果 试用 FFT 反 变 换 的 方法 ， 观 察 
是 否 能 通过 反 变 换 还 原 出 所 需 的 信号 。 
【求解 】 对 采用 的 采样 周期 hi， 可 以 产生 五 个 时 间 值 在 ， 并 求 出 这 些 志 上 的 函数 值 为 Zi， 其 相应 
的 频率 点 可 以 由 丰 = 1/j 21o,3 名 ,…… 构成 上 然后 可 以 由 语 旬 
>> h=0.01; t=0:h:1; x=12*sin(2*piyt+pi/4)+5*+cos(2*pi*#4*#t) i X=fft(x) 
f=t/hi plot(f(1:floor(length(f)/2)) ,abs(X(1:floor(length(f)/2)))) 
set(gca,'XLim,[0,10]) 
得 出 FET 幅 值 与 频率 的 关系 ， 如 图 8-28 (a) 所 示 。 这 里 仅 取 一 半数 据 绘制 图 形 的 原因 是 为 了 避免 
FFT 分 析 的 假 频 (aliasing) 现象 。 分 析 结 果 可 以 看 出 ， 在 幅 值 曲线 上 有 两 个 峰值 点 ， 对 应 的 频率 
值 为 10Hz 和 40Hz， 正 是 给 定 函 教 中 的 两 个 频率 值 。 
快速 Fourier 逆 变 换 可 以 由 ifft() 阴 数 直接 求解。 
>> ix=real(ifft(X)); plot(t,xityix, :2)) norm(x-ixh) 
ans = 
5.626279052291681le-014 
这 样 得 出 的 北 FFT 变换 结果 与 原 函 教 在 图 8-28 ({b) 中 给 出 。 可 以 看 出 二 者 完全 一 致 。 由 于 采用 点 
较 稀 足 ， 故 曲线 看 起 来 不 是 很 光滑 。 
此 外 ，MATLAB 还 提供 了 二 维 或 更 高 维 的 FFT 与 道 FFT 酚 数 。 二 维 问题 可 以 调用 
ftt2() 和 iftt2() 函数 ， 而 高 维 问题 可 以 使 用 fftta() 和 :ifftn() 函数 。 
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(a) FFT 分 析 的 幅 值 特性 (b) 道 FFT 与 原 函数 比较 
图 8-28 数据 的 FFT 分 析 
8.4.3 ”滤波 技术 与 滤波 器 设计 


【 例 8-31】 在 介绍 小 波 技术 之 前 ， 考 虑 由 曲线 V(z) = easin(5z) 熏 加 标准 差 为 5 一 0.05 的 零 均 
值 的 白 咯 声 信号 ， 绘 制 出 咯 声 污染 后 的 信号 蝎 线 。 
【求解 〗 下 面 语句 可 以 得 出 如 围 8-29 所 示 的 曲线 。 











0 05 1 15 2 
图 8-29 噪声 污染 的 数据 曲线 
>> x=0:0.002:2; y=exPT-x) .*sin(5*Xx); r=0.05*randn(size(x)); yl=y+r;i plot(x,y1) 


对 于 图 8-29 中 给 出 的 被 噪声 污染 的 信号 曲线 ， 需 要 引入 一 种 办 法 消除 噪声 。 例 如 ， 
可 以 引入 滤波 器 来 实现 降低 噪声 的 工作 ， 得 出 平滑 的 曲线 。 


8.4.3.1 “线性 滤波 器 的 一 般 模型 
线性 滤波 器 模型 的 一 般 表 达 式 为 


帮 十 bz 十 多 22 十 二 bnfi2 
瓦 的 富村 十 aa2z 开 十 a22-2 十 … 十 amzZ 从 4 


假设 输入 信号 为 zx(n)， 则 经 过 该 滤波 器 后 的 输出 信号 可 以 由 下 面 的 差分 方程 表示 为 
JW = -aly(K 一 JJ 一 -一 omg(k 一 mn) 士 五 E(K) 二 到了 全 二 革 二 十 加 az(k 一 nj) (8-4-9) 
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根据 ”和 和 的 不 同 取 值 ， 可 以 定义 出 3 种 常用 的 滤波 器 ， 如 下 : 

DFIR 滤波 器 又 称 为 有 限 长 脉冲 响应 (finite impulse response， 缩 写 FIR) 滤波 器 ， 
需要 将 式 (8-4-8) 中 的 mm 值 设置 成 mm = 0， 这 时 a 为 标量 ， 在 控制 领域 也 称 移动 平均 模型 
(moving average， 简 称 MA)， 这 时 用 向 量 "就 可 以 表示 该 滤波 器 。 

@)IIR 滤波 器 又 称 为 全 极点 无 限 长 脉冲 响应 (infinite impulse response，IIR) 滤波 
器 ， 也 称 为 自 回 归 (auto-regressive，AR) 模型 ， 这 时 mm = 0， 即 5 为 标量 ， 这 样 用 a 即 可 
以 表示 该 滤波 器 。FIR 和 全 极点 IIR 滤波 器 相 比 ， 一 般 达 到 同样 要 求 所 需 的 滤波 器 阶 数 较 
高 ， 但 其 优势 是 总 可 以 设计 出 稳定 的 滤波 器 Pdl。 

@@ ARMA 滤波 器 又 称 为 一 般 IIR 滤波 器 ， 也 称 为 自 回归 移动 平均 (auto-regressive 
moving average，ARMA) 模型 ， 要 求 mn 与 mm 均 不 为 0， 可 以 用 a,b 两 个 向 量 表示 该 滤波 
器 。 

假设 滤波 器 可 以 由 a,b 两 个 向 量 表示 ， 且 假设 需要 过 滤 的 信号 为 向 量 ="， 则 可 以 调用 
filter() 函数 直接 计算 出 过 滤 后 的 信号 向 量 y 为 
=filter(b ,az) 

从 滤波 器 的 作用 又 可 以 分 为 低 通 滤波 器 、 高 通 滤波 器 和 带 通 滤波 器 等 。 顾 名 思 义 ， 
低 通 滤波 器 是 指 那些 允许 低频 信号 顺利 通过 ， 而 高 频 信号 被 过 滤 的 一 类 滤波 器 ;而 高 通 
滤波 器 是 指 高 频 顺 利通 过 ， 而 低频 信号 被 过 滤 的 滤波 器 ; 带 通 滤波 器 是 指 某 一 个 频段 的 
信号 被 顺利 通过 ， 而 在 这 个 频段 带 外 的 信号 均 被 过 滤 的 滤波 器 。 它 们 在 实际 应 用 中 各 有 
其 应 用 。 

例如 ， 例 8-31 中 给 出 信号 中 的 噪声 为 高 频 的 ， 所 以 可 以 考虑 设计 一 个 低 通 滤波 器 ， 
即 频率 低 时 放大 倍数 接近 于 1， 高 频 的 信号 经 过 接近 于 0 的 放大 倍数 后 ， 就 基本 可 以 被 滤 
除 。 如 果 滤 波 器 已 知 ， 则 用 freqz() 函数 可 以 对 滤波 器 进行 放大 倍数 分 析 ， 即 

[hsaolsErsqz(baN) 

其 中 ，N 为 分 析 的 点 数 ， 返 回 的 户 为 复数 放大 倍数 ， 了 为 频率 向 量 。 复 数 放 大 倍数 包含 
幅 值 与 幅 角 等 信息 ， 若 只 想 获得 放大 倍数 的 幅 值 ， 则 可 以 用 plot (to,abs(h)) 命令 。 
【 例 8-32】 假 设 已 经 设计 出 
及 Ca)= 1.2296 x 10-(1 十 z-1)7 
TI 一 07265z-)(1 二 1.488z 二 十 0.5644z-3)(1 二 1.595z 本 十 0.6769z-2)(1 一 1.78z 一 十 0.8713z-) 
试 得 出 该 滤波 器 的 放大 信教 ， 并 观察 适 波 后 的 术 号 = 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 语句 将 滤波 器 的 DG 向 量 输 入 到 MATLAB 环境 中 ， 其 中 ， 用 canv() 示 数 
可 以 求 取 多 项 式 乘积 。 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 滤波 器 的 放大 倍数 曲线 ， 如 图 8-30 (a) 所 示 ， 对 
低频 信号 的 放大 倍数 接近 1， 不 作 过 滤 处 理 ， 而 对 高 频 信 号 的 放大 倍数 接近 0， 可 以 将 唆 声 信和 号 滤 
去 。 
>> b=1.2296e-6*conv([14 6 4 1] ,[1 3 3 缮 ); a=conv([1,-07265] 
conv([1,-1.488,0.5644] ,conv([1,-1.595,0.6769] ,[1,-1.78,0.8713]))75 
x=0:0.002:2; y=exp(-x) .*sin(5+x); r=0.05+randn(siZze(Xx)); 了 1=7+T) 
fh,o]=ftreqz(b,a,100); plot(w,abs(h)) 和 放大 倍数 绘制 
figurei y2=filter(b,a,y1); Plot(x,y1)x,72) 人 滤波 效果 
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经 过 滤波 器 后 的 滤波 效果 如 图 8-30 (b) 所 示 。 可 见 ， 该 滤波 器 可 以 较 好 地 对 给 定 嗓 声 信号 进 
行 过 滤 处 理 ， 但 得 出 的 滤波 信和 号 较 原 信号 稍 有 延迟 。 
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CCORORILOEEEO 。 05 1 四 2 
(a) 滤波 器 的 放大 信 数 (b) 原 信号 与 涉 波 信号 
图 8-30 滤波 器 及 滤波 效果 


8.4.3.2 ”滤波 器 设计 及 MATLAEB 实现 


从 前 面 给 出 的 例子 可 见 ， 如 果 想 较 好 地 对 噪声 信号 进行 过 滤 ， 则 需要 用 滤波 器 。 滤 
波 器 的 设计 方法 多 种 多 样 ， 在 MATLAB 的 信号 处 理工 具 箱 和 滤波 器 设计 工具 箱 中 提供 了 
多 种 滤波 器 设计 的 函数 ， 可 以 直接 调用 。 常 用 的 有 两 种 滤波 器 类 型 ， 如 Butterworth 滤波 
器 和 Chebyshev 滤波 器 ， 可 以 分 别 用 butter() 函数 、cheby1() 函数 (Chebyshev 工 型 滤 
波 器 ) 及 cheby2() 函数 (Chebyshev II 型 )。 它 们 的 调用 格式 为 

[bal=butter(nmywn)， [bal= 
其 中 , mn 为 滤波 器 的 阶 次 ， 可 以 由 用 户 选 择 ， 也 可 以 用 MATLAB 的 相应 函数 (如 
buttord() 等 函数 ) 设置 。uwn 为 归 一 化 的 频率 ， 定 义 为 实际 过 滤 的 频率 与 信号 Nyquist 
频率 的 比值 。 假 设 均匀 步 距 采 样 的 数据 个 数 为 N 个 ， 步 距 为 At 轴 可 以 计算 出 基 波 频率 
万 = 1/AtHz， 这 时 Nyquist 频率 的 定义 为 ,和 N/2。 
【 例 8-33】 仍 考虑 例 8-31 中 的 给 定 信号 ， 试 对 阶 次 及 不 同 的 tn 值 ， 设 计 Butterworth 滤波 器 并 
比较 滤波 效果 。 
【求解 】 仍 选择 un = 0.1， 用 下 面 的 语句 则 可 以 设计 出 不 同 阶 次 的 Butterworth 滤波 器 ， 并 可 以 
绘制 出 在 这 些 滤波 器 的 放大 倍数 及 滤波 效果 曲线 j 如 图 8-31 (aj、 图 8-31 (b) 所 示 。 从 滤波 的 结果 
可 见 ， 随 着 兄 的 增加 ， 滤 波 的 效果 越 来 越 平滑 ， 但 延迟 也 将 增 大 = 

>> fl=figure;i f2=figurei 
for n=5;:2:20 
figure(f1); [b,a]=butter(n,0.1); y2=filter(b,a,y1); plot(x,y2); hold on 
figure(f2); [ho]=freqz(bya,100); Plotkwyabs(h))5 hold on 
end 

选择 阶 次 为 7， 对 不 同 的 un 可 以 设计 出 Butterworth 污 波 器 ， 并 终 制 出 放大 倍数 及 滤波 效果 
曲线 ， 如 图 8-32 (a)j、 图 8-32 (b) 所 示 。 从 得 出 的 曲线 看 ， 当 ann 增加 时 ， 延 迟 变 小 ;但 得 出 的 滤 
波 效 果 会 明显 变 差 ，twn 太 大 时 滤波 没有 什么 效果 。 
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CQ 放大 俏 数 (让 让 效果 
图 8-31 不 同 阶 次 下 Butterworth 滤波 器 放大 倍数 及 滤波 效果 


>> for wn=0.1:0.1:0.7 
figure(f1); [b,a]=butter(7,wn); y2=filter(b,a,y1); plot(x,y2); hold on 
figure(f2); [h,=freqz(b,a,100); plot(w,abs(h)); hold on 














end 

1 

1 
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05 
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ET 035 1 四 2 
(a) 放大 信 数 (b) 滤波 效果 


图 8-32 不 同 滤波 频率 下 Butterworth 滤波 器 放大 倍数 及 滤波 效果 


若 想 设计 高 通 滤波 器 ， 最 简单 的 方法 是 可 以 利用 1 -- 豆 (2-1) 直接 设计 出 来 ， 其 
中 ， 瓦 (>-0 为 由 前 面 介绍 的 方法 设计 出 的 低 通 滤波 器 。 另外 ，butte() 等 函数 也 可 以 直 
接 设计 高 通 滤波 器 和 带 通 滤 具体 调用 格式 为 





8.5 ”本章 要 点 简介 
。 本 章 介绍 的 数据 插值 与 处 理 的 函数 由 下 表 给 出 。 
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函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
interpl() 一 维 数据 的 插值 ， 实 现 了 线性 、Hermite 三 次 及 样 条 插值 算法 MATLAB 261 
aketcher() 利用 样 条 插值 方法 徒手 绘制 光滑 曲线 的 函数 自 编 例 82 
lagrange() Lagrange 插值 函数 自 编 262 
quadspln() 基于 样 条 插值 的 离散 数据 点 的 定 积分 计算 自 编 263 
interp2() 二 维 网 格 数据 的 播 值 ， 实 现 了 线性 、Hermite 三 次 及 样 条 插值 算法 MATLAB 265 
griddata() | 任意 分 布点 数据 的 二 维 插值 MATLAB 267 
meshgrid() 二 维 、 三 维 网 格 数 据 生成 MATLAB 270 
ndgrid() mm 为 网 格 数据 生成 MATLAB 271 
csapi() 建立 分 段 三 次 样 条 插值 的 对 象 模型 ， 多 元 数据 的 调用 见 第 273 页 样 条 插值 272 
fnplt() 样 条 模型 的 图 形 绘制 函数 ， 类 似 的 函数 还 有 样 条 求 值 ftnval() 样 条 捅 值 272 
spapi() 建立 B 样 条 插值 的 对 象 模型 样 条 插值 274 
fnder() 基于 样 条 模型 的 数值 微分 问题 求解 函数 样 条 插值 275 
fnint() 基于 样 条 模型 的 数值 积分 问题 求解 函数 样 条 插值 276 
interp3() 网 格 数据 的 插值 处 理 ， 还 可 以 用 于 mn 维 数 据 函数 tnterPn() MATLAB 278 
griddata3() | 三 元 一 般 分 布 数 据 的 插值 处 理 ， 还 提供 了 可 以 用 于 维 一 般 数据 插值 | MATLAB 278 
griddatan() 
polyfit() - 维 数据 的 多 项 式 拟 合 MATLAB 277 
cfrac() 调用 Maple 语言 中 的 连 分 式 展开 函数 ， 相 应 的 函数 还 有 with()， Maple 280 
nthnumur() 和 nthdenom() ， 可 以 对 给 定 函 数 或 常数 进行 连 分 式 展 
开 ， 并 得 出 有 理 函数 近似 
Padefcn() 利用 Pad6 近似 算法 的 函数 通 近 自 编 283 
leqcurvefit() | 利用 最 小 二 乘 算 法 的 曲线 参数 拟 合 最 优化 287 
corrcoef () 相关 系数 计算 MATLAB 289 
xcorr() 相关 函数 计算 信号 处 理 290 
ttt 数据 的 快速 Fourier 变换 ， 还 支持 二 维 或 多 维 变换 的 ftt2() 和 fttna() | MATLAB | 。 291 
ft() 快速 Fourier 反 变 换 ， 还 支持 二 维 或 多 维 变换 的 tttt2() 和 iftta() MATLAB 291 
filter() 信号 的 滤波 处 理 函数 信和 号 处 理 293 
人 reqz() 滤波 器 频 域 响应 分 析 信号 处 理 293 
butter() Butterworth 滤波 器 设计 函数 ， 类 似 地 ， 还 有 其 他 滤波 器 设计 函数 ， 如 | 信号 处 理 294 


了 开 型 Chebyshev 滤波 器 设计 等 ， 函 数 分 别 为 chebyt() 和 cheby2() ， 











还 可 以 自动 选择 滤波 器 阶 次 ， 如 使 用 battord() 函数 


。 由 已 知 样本 点 去 计算 其 他 点 函数 值 的 方法 称 为 数据 插值 。 本 章 介 绍 了 一 维 数据 插值 的 
方法 及 MATLAB 求解 ， 介 绍 了 曲线 平滑 处 理 与 基于 样本 数据 的 定 积分 计算 ， 还 介绍 
了 二 维 网 格 数据 及 一 般 分 布 数据 的 插值 问题 求解 。 

。 着重 介绍 了 两 种 常用 的 样 条 插值 方法 ， 如 分 段 三 阶 样 条 插值 及 B 样 条 插值 方法 及 应 
用 ， 并 介绍 了 基于 样 条 模型 的 币 积 分 运算 。 
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。 介绍 了 由 已 知 样 本 点 数据 获得 函数 模型 的 方法 ， 如 给 定数 据 的 多 项 式 拟 合 、 函 数 的 连 
分 式 展开 及 有 理 近 似 、Pade 有 理 函 数 逼 近 、 最 小 二 乘 曲线 拟 合 方法 等 。 


。 介绍 了 信号 处 理 的 基本 内 容 ， 如 信号 的 相关 系数 与 相关 函数 计算 、 离 散 信号 的 快速 
Fourier 变换 及 反 变 换 等 ， 还 介绍 了 线性 滤波 器 的 基本 概念 及 基于 MATLAB 语言 的 
Butterworth 滤波 器 设计 与 时 域 、 频 域 分 析 。 


8.6 习 题 


用 W%(t) = tze-stsint 生成 一 组 较 稀疏 的 数据 ， 并 用 一 维 数 据 插值 的 方法 对 给 出 的 数据 进行 曲 
线 拟 合 ， 并 将 结果 与 理论 曲线 相 比 较 。 


用 g(t) = sin(10t2+3) 在 (0,3) 区 间 内 生成 一 组 较 稀疏 的 数据 ， 并 用 一 维 数据 插值 的 方法 对 给 
出 的 数据 进行 曲线 拟 合 ， 并 将 结果 与 理论 曲线 相 比较 。 


3 用 jf(z,y) = er-z”- 凡 sin(zy? + 2y) 原型 函数 生成 一 组 网 格 数据 或 随机 数据 ， 分 别 拟 


避 


1 
3z3 十 7 


合 出 曲面 ， 并 和 原 曲 面 进行 比较 。 


假设 已 知 一 组 数据 ， 试 用 插值 方法 绘制 出 = < (-2,4.9) 区 间 内 的 光 清 函 数 曲 线 ， 比 较 各 种 插 
值 算法 的 优 劣 。 


必 








假设 已 知 实测 数据 由 下 表 给 出 ， 试 对 (z,2) 在 (0.1, 0.1) ~ (1.1,1.1) 区 域内 的 点 进行 揪 值 ， 并 
用 三 维 曲 面 的 方式 绘制 出 插值 结果 。 


品 














0.2 
0.82727 | 0.82406 
0.83172 | 0.83249 | 0.83584 | 0.84201 | 0.85125 
0.84345 
0.86013 
0.88251 





0.9801 
1.1529 
1.3222 
1.4605 















0.6 0.91049 1.5335 
0.7| o.88o78 | 0.94396 | 1.0217 | 1.1118 | 1.2102 1.5052 
0.8 | 0.89904 | 0.98276 | 1.082 | 1.1922 | 1.3061 1.346 

1.0454 


0.92006 | 1.0266 | 1.1482 | 1.2768 | 1.4005 
1.0752 
1.1279 

















6 假设 已 知 一 组 实测 数据 在 文件 c8pdat.dat 中 给 出 ， 试 通过 插值 的 方法 绘制 出 三 维 曲 面 。 
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7 假设 已 知 数据 由 文件 c8pdat3.dat 给 出 ， 其 中 数据 的 第 1~3 列 分 别 为 z,y,z 坐标 ， 第 4 列 为 
测 出 的 V(z,y,z) 函数 值 ， 试 用 三 维 插值 方法 对 其 进行 插值 。 


_VITE-VT 思 
8 考虑 函数 J(z) = V5TE TV 试 在 z=3:0.4:8 处 生成 一 组 样本 点 ， 采 用 分 段 三 次 样 
条 和 了 B 样 条 分 别 对 数据 进行 拟 合 ， 并 由 数据 结果 求 取 二 阶 导数 ， 将 得 出 的 结果 与 理论 曲线 进 


行 比较 。 
9 已 知 如 下 的 样本 点 (zi,gi) 数据 ， 试 对 其 进行 分 段 三 次 多 项 式样 条 插值 。 


| 和 2 3 外 5 6 
ii | 2440 | 2210 | 2080 | 2080 | 211.5 | 216.0 


10 习题 4 和 5 中 给 出 的 数据 分 别 为 一 元 数据 和 二 元 数据 ， 试 用 分 段 三 次 样 条 函数 和 了 样 条 函数 
对 其 进行 拟 合 ， 并 求 出 它们 相应 函数 的 数值 导数 。 

11 重新 考虑 习题 4 中 给 出 的 数据 ， 试 考虑 用 多 项 式 插值 的 方法 对 其 数据 进行 蜗 近 ， 并 选择 一 个 
能 较 好 拟 合 原 数据 的 多 项 式 阶 次 。 

12 假设 习题 4 中 给 出 的 数据 满 尽 原型 Vz) = -Te /2 ， 试 用 最 小 二 乘法 求 出 lc 的 
值 ， 并 用 得 出 的 函数 将 函 教 曲线 绘制 出 来 ， 观 察 拟 合 效果 。 

13 试 将 常数 e 用 连 分 式 形式 表示 ， 找 出 能 较 精 确 近似 其 值 的 项 数 。 


14 试用 连 分 式 展开 和 Pad6 近 似 方法 分 别 求 出 下 面 函 数 的 有 理 式 近似 表达 式 ， 绘 制图 形 观察 拟 合 


效果 ， 并 求 出 具有 较 好 拟 合 效 果 的 有 理 式 阶 次 。 
四 -em 国 /加 = 本 全 计生 让 ae 


15 假设 习题 5 中 数据 的 原型 函数 为 x(z,y) = asin(z2g) + bcos(y2z) + cz? + dzy 十 e， 试 用 最 小 
二 乘 方法 识别 出 ab c, 由 e 的 数值 。 
16 假设 已 知 函 数 上 (t) = e-3tcos(2t 十 r/3) 十 e-2tcos(t 十 /4)， 试 计 算 其 自 相关 函 数 。 


2 
17 试 求 出 Gauss 分 布 函数 J(t) 一 -7 的 自 相关 画 数 ， 并 用 MATLAB 函数 生成 一 组 满足 


Gauss 分 布 的 伪 随机 数 ， 用 这 些 数据 检验 其 自 相 关 函 数 是 否 和 理论 值 很 接近 。 
18 假设 由 下 面 的 语句 可 以 生成 吧 声 污染 的 信号 : 
>> t=0:0.005:5; y=15*exp(-t) .*sin(24t); r=0.3+Tandn(size(y)); 了 1=y+Ti 
试 求 出 该 信号 的 Nyquist 频率 ， 并 选择 滤波 频率 ， 设 计 出 8 阶 Butterworth 泪 波 器 ， 使 其 能 
有 效 滤 除 噪声 ， 又 有 较 小 的 延迟 。 
19 高 通 滤波 器 可 以 滤 去 低频 的 部 分 ， 而 保留 高 频 的 部 分 。 试 为 习题 18 中 给 出 的 教 据 设 计 一 个 高 
通 汪 波 器 ， 提 取出 噪声 信号 ， 并 和 竹 加 上 的 实际 吧 声 信号 工 相 比较 。 


9 10 
221.5 | 220.0 
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概率 论 与 数理 统计 是 实验 科学 中 常用 的 数学 分 支 ， 其 问题 的 求解 是 很 重要 的 ， 但 有 
时 也 是 很 繁琐 的 ， 传 统 的 方法 经 常 需要 用 查询 表格 的 方式 解决 。MATLAB 语言 提供 了 
专用 的 统计 学 工具 箱 ， 其 中 包含 大 量 的 函数 ， 可 以 直接 求解 概率 论 与 数理 统计 领域 的 问 
题 。 第 9.1 节 将 介绍 概率 密度 、 概 率 分 布 函数 的 基本 概念 及 公式 ， 介 绍 常 用 概率 分 布 的 概 
率 密度 函数 、 概 率 分 布 函数 的 分 布 曲线 绘制 ， 还 将 介绍 基于 概率 分 布 的 概率 运算 ， 并 将 
介绍 各 种 常用 分 布 的 伪 随 机 数 生成 方法 ， 如 均匀 分 布 随机 数 、 正 态 分 布 随机 数 、Poisson 
分 布 、 工 分 布 、 全 分布、 已 分 布 等 随机 数 发 生 函 数 。 第 9.2 节 将 介绍 一 些 统计 量 的 计算 函 
数 ， 如 数据 的 均值 、 方 差 、 和 矩 量 、 协 方差 等 ， 并 介绍 多 元 随机 变量 的 生成 。 第 9.3 节 将 介 
绍 参 数 估计 与 区 间 估 计算 法 及 MATLAB 实现 ， 并 介绍 多 元 线性 回归 问题 的 求解 及 非 线性 
函数 的 最 小 二 乘 拟 合 与 求解 估计 方法 。 第 9.4 节 将 介绍 假设 检验 方法 ， 介 绍 正 态 分 布 的 均 
值 假 设 检验 、 正 态 性 假设 检验 、 给 定 分 布 函数 的 假设 检验 等 。 第 9.5 节 侧 重 于 方差 分 析 问 
题 及 其 MATLAB 求解 ， 介 绍 单 因 子 方差 分 析 、 双 因子 方差 分 析 等 内 容 及 基于 MATLAB 
语言 的 求解 方法 。 


9.1 概率 分 布 与 伪 随 机 数 生成 
9.1.1 概率 密度 函数 与 分 布 函数 概述 
连续 随机 变量 概率 密度 一 般 记 作 p(z)， 概 率 密度 函数 满足 


p(z) > 0, 且 广 plz)dz =1 (9-1-1) 
由 概率 密度 可 以 定义 出 概率 分 布 函 数 
Pa = 太 pbdt (9.13) 


概率 分 布 函数 F(z) 的 物理 意义 是 随机 变量 上 满足 上 < z 发 生 的 概率 ， 该 函数 为 单调 
递增 函数 ， 且 满足 式 子 


0< Flz)<l, 且 F(-oo)=0 Foo)=1 (9-1-3) 


若 已 知 某 概率 分 布 户 = F(zi)， 需 要 求 出 ri 的 值 ， 在 统计 学 的 教材 中 给 出 了 各 种 表 
格 ， 可 以 根据 查 表 的 方法 查 出 所 需 的 ri 值 。 因 为 分 布 函数 是 单调 的 ， 所 以 应 该 能 查询 出 
合适 的 zi 值 ， 这 样 的 问题 称 为 着 分 布 函数 问题 。 事 实 上 ， 利 用 MATLAB 语言 的 统计 工 
具 箱 中 提供 的 函数 可 以 更 容易 、 更 精确 地 求 出 zi 的 值 。 本 节 将 介绍 几 种 常用 的 概率 分 布 
形式 ， 并 介绍 MATLAB 的 求解 函数 。 
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9.1.2 常见 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 
9.1.2.1 ”Poisson 分 布 


Poisson 分 布 是 一 类 不 同 于 前 述 连续 分 布 函数 的 概率 分 布 , 它 要求 z 为 正 整数 。Pois- 
son 分 布 的 概率 密度 为 辣 
pp(z) 一 与 or， z 一 0,1,2,3… (9-1-4) 
其 中 ， 和 为 正 整数 。 
Poisson 分 布 的 概率 密度 是 参数 和 的 函数 ， 且 为 正 整数 。MATLAB 语言 的 统计 工 
具 箱 提供 了 poisspdf () 、poisscdf () 和 poissinv() 函数 ， 可 以 分 别 求 取 Poisson 分 布 


的 概率 密度 函数 、 分 布 函数 及 道 概率 分 布 的 值 。 这 些 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ，z 为 选 定 的 一 组 横 坐标 向 量 ， 应 该 由 z=0: 大 语句 生成 ，2 为 = 各 点 处 的 概率 密度 
函数 的 值 。 
【 例 9-1 】 试 分 别 绘制 出 入 = 1, 2, 5, 10 时 Poisson 分 布 的 概 太 密度 函数 与 分 布 函 数 曲 线 。 
【求解 〗 仿照 前 面 的 例子 ， 可 以 由 下 面 的 语句 直接 对 不 同 和 的 值 分 别 调用 poisspdf() 和 
poisscdf () 函数 ， 绘 制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ， 如 图 9-1 (a)、 图 9-1 (b) 所 示 。 
>> x=[0:15]'; yl=[]; y2=[]; laml=[1,2,5,10]; 
for i=1:length(laml) 
yl=[yl,poisspdf (x,laml(i))]; y2=[y2,poisscdf(x,laml(i))]; 
end 
Plot(x,y1)，figurei Plot(x,y2) 




















0 5 10 1 0 5 10 1 
(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函数 
图 9-1 Poisson 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 
9.1.2.2” 正 态 分 布 
正 态 分 布 的 概率 密度 函数 为 


交 四 三 3 Te (9-1-5) 
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其 中 , 由 和 2 分 别 为 正 态 分 布 的 均值 和 方差 ,可见 概 率 密度 是 几 和 2 的 函数 。MATLAB 
语言 的 统计 工具 箱 提供 了 normpdf () 和 normcdf () ， 可 以 分 别 求 取 正 态 分 布 的 概率 密度 
函数 与 分 布 函数 的 值 。 另 外 ， 若 已 知 概率 分 布 值 尺 ， 则 可 以 通过 norminv() 函数 求 出 相 
应 的 = 值 。 这 些 函数 的 调用 格式 为 

raormpaf (7,jiso)， 下 -normcdf(mI) ，T=norminy(i1tiO) 
其 中 ，z 为 选 定 的 一 组 横 坐 标 向 量 ，y 为 z 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 ， 瓦 为 各 点 处 
的 分 布 函数 值 ， 故 这 样 得 出 的 三 个 向 量 维 数 应 该 完全 一 致 。/ 为 均值 ，c 为 标准 差 ， 即 方 
差 的 平方 根 。MATLAB 的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 大 量 的 此 类 函数 ， 其 后 缀 名 为 pdf 的 表 
示 概 率 密度 (probability density function) ， 后 缀 名 为 cdf 的 为 分 布 函数 ， 又 称 为 累积 分 布 
函数 (cumulative distribution function)， 后 绷 为 inv 的 表示 逆 分 布 函数 求解 函数 。 
【 例 9-2】 试 分 别 绘制 出 (1 o2) 为 (一 1,1), (0,0.1),(0,1),(0,10),(1,1) 时 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 
与 分 布 函数 曲线 。 
【求解 〗 概率 统计 类 教科 书 和 数学 手册 中 均 绘制 了 某 些 册 2 下 的 正 态 分 布 概率 密度 曲线 和 分 布 
函数 曲线 。 学 习 了 MATLAB 语言 及 前 面 介 绍 的 有 关 函 数 ， 读 者 可 以 用 一 个 语句 精确 绘制 出 任意 
属 a2 组 合 下 的 正 态 分 布 概率 密度 曲线 和 分 布 函 娄 曲线， 从 而 更 好 地 利用 实用 工具 高 效 解决 概率 统 
计 问 题 。 

这 里 给 出 的 问题 在 MATLAB 语言 中 是 很 容易 求解 的 。 首 先 在 (一 5,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐 标 
向 量 z， 再 定义 两 个 向 量 ， 分 别 表 示人 和 02 的 不 同 取 值 ; 并 求 出 相应 的 O， 这 样 就 可 以 分 别 调用 
normpdf () 和 normcdf () 函数 ， 绘 制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ， 如 图 9-2 (alj)、 困 9-2 (b) 
所 示 。 











(a) 酸 窗 度 孟 数 
图 9. 正 态 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


>> x=[-5:.02:5]:; yl=[; y2=[D; 
mul=[-1,0,0,0,1; sigl=[1,0.1,1,10;1]; sigl=sqrtksig1) 7 
for i=1:length(mul) 
yl=[y1l,normpdf(x,mul(i) ,sigl(i))]; 72=[y2,normcdf(x,mil(i),sigl(i))] 7 
end 
plot (x,y1) ，figure; plot(x,72) 
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从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ， 若 o2 相同 ， 则 曲线 的 形状 相同 ， 只 是 对 不 同 的 几 值 进行 平移 即 
可 。 若 of 不同 ， 则 曲线 的 形状 不 同 ，a2 的 值 越 小 ， 则 概率 密度 曲线 越 陡 。 

凡 = 0,o2 = 工 的 正 态 分 布 又 称 为 标准 正 态 分 布 ， 其 数学 表示 为 N(0,1)。 
9.1.2.3 工分 布 


I 分 布 的 概率 密度 函数 为 








eg ae 
mr)=1 GO 7>9 (9-1.6) 
0 Z<0 


其 中 ， roO= 人 ae-le-zdz，T(a) 函数 满足 Fla) 一 aF(a-D)，FGD) = 1， "全 风 宙 
其 余 的 值 可 以 通过 积分 求 得 ， 也 可 以 由 gamma() 函数 直接 求 出 。 例 如 ，T(r) 的 可 以 由 
gamma(pPi) 函数 求 出 为 2.28803779534003。 符号 运算 工具 箱 也 给 出 了 同名 函数 ， 可 以 由 
vVpa(gamma(sym(Pi))) 以 任意 精度 求解 该 函数 值 。 

T 分 布 的 概率 密度 是 参数 ,的 函数 ，MATLAB 语言 统计 工具 箱 提供 了 gampdf ()、 
gancdf () 和 ganinv() 函数 ， 可 以 分 别 求 取 T 分 布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函数 及 道 概率 
分 布 的 值 。 这 些 函 数 的 调用 格式 为 


-ganpdf(z,a,) ，R=gancdf(Zia)A) ， ZrgaminV( 王 ,0 入) 
其 中 ，z 为 选 定 的 一 组 横 坐 标 向 量 ， 3 为 z 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 。 


【 例 9-3】 试 分 别 绘制 出 (a, A) 为 (一 1,1),(0,0.1),(0,1),(0,10),(1,31) 时 工 分 布 的 概率 密度 函数 与 
分 布 函数 曲线 。 
【求解 】 首先 在 (一 0.5,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 王 ， 再 定义 两 个 向 量 ， 分 别 表示 aa 和 入 ， 这 
样 就 可 以 分 别 调用 gampdf() 和 gamcdf() 函数 ， 绘 制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ， 如 图 9-3 
(a)、 图 9-3 (b) 所 示 。 
>> x=[-0.5:.02:5]:; yl=[]; y2= 吕 ; 
al=[1,1,2,1,3]; laml=[1,0.5,1,2, 菇 ; 
for i=1:length(al) 
yl=[y1,gampdf(x,al(i),laml(i))]; y2=[y2,gamcdf(xial(i),lanl(i))]; 
end 
plot (x,y1) ，figure; Plot(x,72) 
这 里 的 概率 密度 图 形 入 有些 问题 ， 因 为 选择 绘图 时 横 峙 标 步 下 选择 为 0.02， 而 因为 在 一 0.02 
点 处 概率 密度 的 值 为 0， 则 在 0 处 的 函数 值 为 一 个 非 零 教 值 pl ， 所 以 在 图 形 上 看 起 来 在 ZE 0 时 函 
数值 不 等 于 0。 事 实 上 ， 在 工 一 0 处 租 直 上 升 为 i， 在 选择 横 坐 标 向 量 时 改 用 下 面 的 语句 即 可 解 
决 此 问题 。 
>> x=[-eps:-0.02:-0.05,0:0.02:5]; x=sort(x?7i 
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1 2 3 4 5 -1 0 1 昌 
(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函数 


图 9-3 T 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


9.1.2.4 X2 分 布 
X2 分 布 的 概率 密度 函数 为 


红 fR 
Pua(z) = 人 2 工 人 (9-1-7) 
0 zZ<l0 


其 中 大 为 正 整数 。 可 以 看 出 ，xX2 分 布 是 一 种 特殊 的 工分 布 ， 其 中 ，a= /2， 和 =1/2。X2 
分 布 的 概率 密度 是 参数 上 的 函数 。MATLAEB 的 统计 工具 箱 提供 了 chi2pdf() 、chi2cdf () 
和 chi2inv() 函数 ， 可 以 分 别 求 取 X2 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 的 值 。 这 些 函 数 的 
调用 格式 为 

站 





其 中 ，z 为 选 定 的 一 组 横 坐 标 向 量 ，Y 为 了 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 。 


【 例 9-4】 试 分 别 绘制 出 上 天 为 1,2,3,4,5 时 X2 分 布 的 概 幸 密度 函 教 与 分 布 函数 曲线 
【求解 】 在 (-0.05,1) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 Pi 定义 一 个 向 量 ;， 表 元 ki， 这 样 就 可 以 分 别 
调用 chi2pdf () 和 chi2cdf () 函数 ， 绘 制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函 数 曲 线 ， 如 图 9-4 (aj、 图 9-4 
(b) 所 示 。 
>> x=[-eps:-0.02:-0.05,0:0.02:2]; x=sort(x)); 
kxl=[1,2,3,4,5]; yl= 口 ; y2= 口 ; 
for i=1:1length(k1) 
yl=[yl,chi2pdf(x,xl(i))]; y2=[72,chi2cdf(x,kl(i))]; 
end 
Plot(x,y1) ，figure; Plot(x,72) 


四 
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0 05 1 15 2 0 05 1 15 2 
(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函数 
图 9-4 x2 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 
9.1.2.5 了 分 布 
了 分 布 的 概率 密度 函数 为 


pr(z) = 一 7 (9-1-8) 
人 全 
了 分 布 的 概率 密度 是 参数 大 的 函数 ， 且 大 为 正 整数 。MATLAB 语言 的 统计 工具 箱 提供 了 


tpdf () 、tcdf() 和 tinv() 函数 ， 可 以 分 别 求 取代 分布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函数 和 逆 
分 布 函数 的 值 。 这 些 函数 的 调用 格式 为 


mtpdf(,) ， 下 rtcdtKm 大)。 扣 t9WKCR) 
其 中 ，m 为 选 定 的 一 组 横 坐 标 向 量 ，y 为 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 。 
【 例 9-5】 试 分 别 绘制 出 大 为 1,2,5,10 时 了 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 曲线 。 
【求解 〗】 首先 在 (一 5,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 耿 )， 再 定义 一 个 ki 风量 ， 这 样 就 可 以 分 别 调 
用 tpdf() 和 tcdf() 函数 ， 绘 制 出 概率 密度 函 教 和 分 布 函数 曲线 ， 如 图 9-5 (aj、 图 95 (b) 所 示 。 
>> x=[-5:0.02:5]'; kl=[1,2,5,10]; yl=D; y2=D; 
for i=1:length(k1l) 
yl=[yl,tpdf(x,kl(i))]; y2=[y2itcdf 人 xlt(i))]? 
end 
Plot(x,y1) ，figure; Plot(x,y2) 
9.1.2.6 ”Rayleigh 分 布 


Rayleigh 分 布 的 概率 密度 函数 为 


了 
pr(z) 一 | 所 9 二 生肖 (9-1-9) 
0 Z<0 


9.1 概率 分 布 与 伪 随机 数 生 成 305 











(a) 桥 素 密度 孙 数 (b) 分 夯 数 
图 9.5 “分布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


该 函数 是 的 函数 ，MATLAB 语言 的 统计 工具 箱 提 供 了 raylpdf()、zraylcdf() 和 
raylinv() ， 可 以 分 别 求 取 已 分 布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函 数 与 着 分 布 函数 的 值 。 这 些 函 
数 的 调用 格式 为 


其 中 ，z 为 选 定 的 一 组 横 坐 标 向 量 ，y 为 = 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 。 

【 例 9-6 】 试 分 别 绘制 出 = 0.5,1,3,5 时 Rayleigh 分 布 的 概 幸 密度 函数 与 分 布 函 数 网 线 。 

【求解 〗】 首先 在 (一 0.1,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐 标 向 量 盖 ， 再 定义 向 量 Bl， 这 样 就 可 以 分 别 调用 
raylpdf() 和 zraylcdf () 函数 ， 绘 制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ， 如 图 9-6 (alj、 图 9-6.(b) 
所 示 。 








4 5 0 


2 3 2 3 
(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函数 


图 9-6 Rayleigh 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 
>> x=[-eps:-0.02:-0.05,0:0.02:5]; x=sort(x?7); 
bl=[.5,1,3,5]; yl=[]; y2= 口 ; 
for i=1:length(bl) 
yl=[yl,raylpdf (x,bl(i))]; y2=[y2,raylcdf(x,bl(i))]; 
end 
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Plot(x,y1) ，figure;i Plot(x,72) 
9.1.2.7 五 分 布 
下 分 布 的 概率 密度 函数 为 
r( 于 ? 
= 一 商 二 全 paiz 和 rp+eoj 守 =>0 
2 Tr(5)r (3) 
0 人 二 0 


(9-1-10) 


已 分 布 的 概率 密度 是 参数 p 和 4 的 函数 ， 且 P 和 4 均 为 正 整 数 。 MATLAB 的 统计 工具 箱 
提供 了 fpdf () 、fcdf () 和 finv() 函数 ,可 以 分 别 求 取 : 王 分布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函 


数 与 逆 分 布 函数 的 值 。 这 些 函 数 的 调用 格式 为 
站 


其 中 ，z 为 选 定 的 一 组 横 坐 标 向 量 ，y 为 = 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 


【 例 9-7】 试 分 别 绘制 出 (p,9) 对 为 (1,1),(2,1),(3,1D,(3,2),(41) 时 下 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 


布 函数 曲线 。 


【求解 〗】 首先 在 (--0.1,1) 区 间 内 构造 一 个 横 坐 标 向 量 实 ， 再 定义 两 个 向 量 Ppl 和 9g1， 这 样 就 可 以 
分 别 调用 fpdf() 和 fcdf() 函 才 ， 绘 制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ， 如 图 9-7 (aj、 图 9-7 (b) 


所 示 。 
>> x=[-eps:-0.02:-0.05,0:0.02:1]; xm=sort(x)); 
pl=[1! 2 334]; ql=[t1121;yl=OD; y2-0D; 
for i=1:length(pl) 
yl=[yl,fpdf(x,pl(i),ql(i))]; y2=[72,fcdf(x,pl(i),ql(i))]; 
end 
plot (x,y1) ，figure; plot(x,y2) 














0 02 04 046 08 1 加 。 02 04 2 砧 
(Ca) 概率 密度 函数 四 分 布 函数 
9-7 下 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 
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MATLAB 语言 的 


统计 学 工具 箱 还 提供 了 其 他 各 种 分 布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函数 及 


逆 分 布 函数 的 函数 ， 可 以 直接 获得 各 种 指定 的 随机 变量 分 布 求 取 问题 。 


9.1.3 ”概率 问题 的 求解 


前 面 介 绍 过 ， 某 随机 变量 上 分 布 函数 玉 (z) 的 物理 含义 是 随机 变量 上 落 和 人 (-co,z) 区 
间 的 概率 ， 故 可 以 利用 分 布 函数 的 概念 求 取 满足 条 件 的 概率 。 例 如 ， 若 想 求 出 5 落 人 区 间 


[zl z?] 的 概率 PIzl < 
的 公式 


上 < 和 za]， 则 可 以 用 两 个 分 布 函数 之 差 求 出 。 下 面 给 出 几 个 求 取 概率 





PE<z]= F(z)， < 和 z 的 概率 
Plzl ses<zal = Flzz) 一 F(zl)，zl 和 5s< 和 za2 的 概率 (9-1-11) 
PKE>zj=1-F(z)， < > z 的 概率 


法 。 


其 中 ， 分 布 函数 可 以 用 前 面 介 绍 的 分 布 函数 求 出 。 下 面 将 通过 例子 演示 概率 求 取 的 方 


【 例 9-8】 假设 已 知 某 随 机 变量 z 为 Rayleigh 分 布 ， 且 = 1， 试 分 别 求 出 该 随机 变量 了 值 落 入 区 


间 [0.2,2] 及 区 间 [l, oo) 


的 概率 。 


【求解 】 由 概率 分 布 函 数 可 以 轻易 地 求 出 随机 变量 了 落 入 (一 co,0.2] 区 间 和 (一 co,2] 区 间 的 概 系 ， 
所 以 可 以 由 下 面 的 语 白 立 即 求 出 变量 落 入 指定 区 间 的 概 奉 为 
>> b=1; pl=raylcdf(0.2,b); p2=raylcdf(2,b); Pl=p2-P1 


P1 = 


0.84486339007014 
另外 ， 由 于 能 直接 求 出 (一 co,1] 区 间 的 概率 ， 故 可 以 求 出 工 > 1 的 概率 为 
>> pl=raylcdf(1,b); P2=1-p1 


P2 = 


0.60653065971263 
【 例 9-9】 假 设 二 维 随机 变量 (5,) 的 联合 概 奉 密度 为 


3 


pe 人 + 学 oszsbhosys? 
0， 其 他 


试 求 出 P(E < 1/2,7 < 1/2)。 
【求解 】 已 知 概率 密度 p(z,z)， 则 可 以 通过 积分 求 出 P(E < za < 加 )。 


>> syms Xx 了 i f=X~ 


P = 
5/192 


2+x*y/3; P=int (int(f,xv0,1/2),7,0,1/2) 


此 处 积分 下 限 直接 取 0 而 不 是 -oo 是 因为 联合 概率 密度 函 教 的 值 在 自 变量 为 负 的 时 候 为 0， 故 直 


接 不 写 出 其 积分 。 
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9.1.4 随机 数 与 伪 随机 数 


在 科学 研究 和 统计 分 析 中 经 常 要 用 到 随机 数据 。 随 机 数 的 生成 通常 有 两 类 方法 ， 其 
一 是 依赖 一 些 专用 的 电子 元 件 发 出 随机 信号 ， 这 种 方法 又 称 为 物理 生成 法 ; 另 一 类 是 通 
过 数学 的 算法 ， 仿 照 随机 数 发 生 的 规律 计算 出 随机 数 ， 由 于 产生 的 随机 数 是 由 数学 公式 
计算 出 来 的 ， 所 以 这 类 随机 数 又 称 为 “ 伪 随 机 数 ”。 

伪 随 机 数 至 少 有 两 个 优点 : 首先 ， 若 选择 相同 的 随机 数 种 子 ， 这 样 随机 数 是 可 以 重 
复 的， 这 样 就 创造 了 重复 实验 的 条 件 ; 其 次 ， 随 机 数 满足 的 统计 规律 可 以 人 为 地 选择 ， 
例如 可 以 自由 地 选择 均匀 分 布 、 正 态 分 布 、Poisson 分 布 等 ， 来 满足 我 们 的 需要 。 

第 4.1 节 中 介绍 了 rand() 和 randn() 两 个 函数 ， 可 以 分 别 生成 均匀 分 布 伪 随 机 数 和 
正 态 分 布 ， 并 介绍 了 如 何 生成 任意 区 间 的 均匀 分 布 伪 随 机 数 及 任意 给 定 均值 、 方 差 的 伪 
随机 数 生成 方法 。 除 了 这 两 类 伪 随机 数 之 外 ， 在 应 用 中 还 需要 其 他 各 类 随机 数 ， 如 前 面 
介绍 的 各 种 概率 密度 斥 《对 应 的 随机 数 。 在 MATLAB 环境 中 ， 可 以 用 统计 工具 箱 中 的 语 
名 生成 所 需 的 随机 数 ， 具 体 的 命令 为 

ganria(a; ,nym) 和 

至 =chi2rnd(Kmn mn) 
Cctrna(knyrm) 
了 -frnd(P,gn， rn) 
也 =raylrad(bons7mn) 


【 例 9-10】 令 = 1， 试 生成 30000 x1 个 Raylsigh FS PPTeppE 
率 分 布 情况 ， 和 理论 曲线 进行 比较 。 

【求解 〗 由 前 面 的 语 各 可 知 ， 由 raylrnd() 函数 可 以 立即 生成 30000 x 工 的 随机 数 向 量 。 人 为 定 
义 一 个 向 量 xx， 可 以 用 hist() 函数 找 出 随机 数落 入 各 个 子 区 间 的 志 个 数 ， 并 由 之 拟 合 出 生成 数 
据 的 概率 密度 用 bar() 函数 表示 出 来 。 用 下 面 语句 可 以 实现 上 述 功 能 ; 并 将 拟 合 直方 图 与 理论 概 
率 密度 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 ， 如 图 9-8 所 示 。 可 见 ， 生 成 的 数据 能 较 好 地 满足 指定 的 分 布 * 








07 r 


06 


05 


04 





0 05 1 


图 9-8 Rayleigh 分 布 函数 与 生成 数据 分 布 
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>> b=1; p=raylrnd(1,30000,1); 
Xx=0: .1:4; yy=hist(P,xx); yy=yy/(30000*0.1); 
bar (xx,yy) ，y=raylpdf (xx,1); line(xx,y) 


9.2 统计 量 分 析 
9.2.1 随机 变量 的 均值 与 方差 


假设 连续 随机 变量 z 的 概率 密度 函数 为 p(z)， 则 可 以 如 下 定义 出 该 变量 的 数学 期 望 
E[z] 和 方差 D[z] 为 


相 = 三 zoldr p 四 = 三 e-Bpjzpjdz (2.1) 


利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 积分 函数 可 以 求 出 这 两 个 重要 的 统计 量 。 
【 例 9-11 】 试 用 积分 方法 求 取 工 分 布 (a > 0; 入 > 0) 的 均值 与 方差 。 
【求解 】 利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 可 以 立即 得 出 如 下 结果 : 
>> 8yms Xi syms a 1am positive 
pP=lam~a*yXx~(a-1)/gamma(a)*exp(-1am#Xx) ; m=int(xyp,Xx,O,inf) 
mm = 
1/lamya 
>> s=simple(int((x-1/Lamya)~2*p,x,0O,inf)) 
8 = 
a/1lam~2 
亦 即 ， T 分 布 的 均值 为 ， 方 差 为 喜 。 ， 
假设 在 实际 中 测 出 一 组 样本 数据 six zs, … ,zw， 风 该 随 帮 亚 量 的 均值 和 方 关 分 别 
定义 为 
(9-2-2) 





由 统计 学 理论 可 以 证 明 ， 这 样 定义 的 的 方差 是 有 偏 的 ， 所 以 应 该 使 用 无 偏 的 方差 ， 即 
1 忆 
呈 一 1 羡 c -天 (9-2-3) 
并 称 sz > 0 为 标准 差 。 
若 已 知 一 组 随机 变量 样本 数据 构成 的 向 量 z = [zl zz,zsi.… ,zmjz， 则 可 以 直接 使 用 
MATLAB 函数 mean() 、var() 和 std() 求 出 该 向 量 各 个 元 素 的 均值 、 方 差 和 标准 差 。 这 
3 个 函数 的 调用 格式 为 


mmean(z)， 52=var(z)， 5=std(z) 
这 3 个 函数 和 其 他 函数 还 可 以 处 理 为 矩阵 的 形式 。 具 体 的 解释 是 ， 对 矩阵 z 的 每 个 列 
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向 量 进行 均值 、 方 差 和 标准 差分 析 就 可 以 得 出 一 个 行 向 量 。 若 想 将 矩阵 或 多 维 数组 r 全 
部 元 素 进行 统计 分 析 ， 最 简单 的 格式 是 mmean(z(:))。 
【 例 9-12】 试 生成 一 组 30000 个 正 态 分 布 随机 数 ， 使 其 均值 为 0.5， 标 准 差 为 1.5， 试 分 析 这 样 数 
据 实 际 的 均值 、 方 差 和 标准 差 。 如 果 减 小 随机 变量 个 数 ， 会 有 什么 结果 ? 
【求解 〗 可 以 用 下 面 的 语句 生成 所 需 的 随机 数 ， 并 求 出 该 变量 的 均值 、 方 差 和 标准 差 为 
>> p=normrnd(0.5,1.5,30000,1); [mean(P)，var(P)，std(p)] 
angs = 
0.48792268249878 “2.27484783652451 ”1.50825987035541 
可 见 ， 这 样 得 出 的 数据 均值 和 方差 与 理论 值 比较 接近 。 若 减 小 随机 数 个 数 ， 例 如 选择 300 个 随机 
数 ， 则 可 以 由 以 下 的 语句 得 出 新 生成 随机 数 的 均值 与 方差 。 可 见 ， 得 出 的 随机 数 标准 差 与 理论 值 
相差 较 大 ， 所 以 在 进行 较 精确 的 统计 分 析 时 不 能 选择 太 少 的 样本 点 。 
>> p=normrnd(0.5,1.5,300,1); [mean(P)，var(P)，std(P)] 
ans = 
0.47448749620068 ”1.91182304623802 ”1.38268689378254 
前 面 介 绍 过 各 种 常见 的 分 布 函数 ， 如 正 态 分 布 、T 分 布 等 ， 如 果 给 定 了 分 布 ， 则 可 以 
用 MATLAB 统计 学 工具 箱 中 的 现成 函数 ， 如 normstat () 或 gamstat () 等 函数 直接 求 出 
该 分 布 的 均值 和 方差 。 注 意 ， 这 里 的 函数 伍 名 有 些 类 似 于 *pdfm 文件 ， 即 在 分 布 类 型 标 
识 后 加 后 缀 stat， 这 样 就 可 以 构造 出 一 类 求 取 均 值 和 方差 的 函数 。 现 在 以 gamstat() 醒 
数 为 例 介 绍 其 调用 格式 为 
[nsa2]=gamstat(a, 入 ) 
返回 的 变量 为 相关 分 布 的 均值 和 方差。 
【 例 9-13】 试 求 出 Rayleigh 分 布 = 0.45) 的 均值 与 方差 。 
【求解 】 由 于 需要 求解 Rayleigh 分 布 ， 所 以 需要 使 用 的 函数 名 应 该 为 raylstat()， 可 以 通过 下 面 
的 语句 直接 求 出 该 分 布 的 均值 与 方差 。 
>> [m,s]=raylstat(0.45) 
= 
0.56399136179198 
sa = 


0.08691374382403 


9.2.2 ”随机 变量 的 矩 


假设 z 为 连续 随机 变量 ， 且 p(z) 为 其 概率 密度 函数 ， 则 可 以 由 下 面 的 式 子 定义 出 该 
变量 的 r 阶 原点 矩 和 中 心 矩 为 


= 三 zedz 二 = 三-mpaa (9-2.) 


可 见 ,， 页 = 了 zj，Hma 二 D 四 。 
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【 例 9-14】 考 虑 例 9-11 中 工分 布 的 原点 矩 和 中 心 短 ， 并 由 前 几 项 结果 总 结 一 般 规律 。 
【求解 】 先 用 下 面 的 语句 求解 原点 短 。 
>> syms xi syms a lam positive; p=lam~a+yx~(a-1)/gamma(a)#expP(-1amtXx) ; 
for n=1:5，m=int(x~n*p,x,0,inf)，end 
得 出 的 结果 可 以 由 JSTEX 表示 为 


太吉 去 %， 总 +D)， 总 +1(a+ 2)， 京 (e+ l)(ae+2)(s+3)， 起 e+D(e+2)(a+3)(a+ 二 
可 以 总 结 为 
必 = 站 ce+De+9 Ga+k-D 一 起 贡 Ct+ 


事实 上 ， 该 结果 也 可 以 由 下 面 的 语 白 直接 求 出 : 
>> syms ni m=simple(int((x)~n#p,xs0O,inf)) 
mm = 
lam~(-n)*gamma(n+a)/Eamma(Ba) 
同样 ， 可 以 通过 下 面 的 语句 求 出 原 问题 的 中 心 给 为 
>> for n=1:7，s=simple(int((x-1/Lam#ya)~nyp,x,Oyinf))，end 
其 IATEX 显示 为 
a 2a 3aQ+2)， 4a(5a+g)， 5a(3a2 十 26a 十 24) 6a(35a2 + 154a 十 120) 
负 -7 一 0 克 ' 克 ,一 对 丰 6 ? 克 
但 好 像 这 样 的 积分 问题 没有 规律 性 的 化 简 结果 。 
若 给 定 的 随机 数 为 一 些 样本 点 zi za,… ,zn， 则 该 随机 变量 的 六 阶 原点 矩 与 中 心 矩 
的 定义 分 别 为 





-1 人 到 -ce 村 (9-2-5) 


记 1 
MATLAB 语 育 的 统计 学 工具 条 提供 了 imaatO 函数 ， 可 以 求 出 向 量 = 的 中 心 高 阶 
和 矩 ， 但 没有 直接 函数 可 以 求 出 原点 矩 。 其 实 ， 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 给 定 随机 向 量 立 的 
阶 原点 矩 与 中 心 矩 为 
aam(z."r)/length(z) ， BaoienE(Z5) 1 
【 例 9-15】 仍 考虑 前 面 的 随机 数 ， 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 随机 数 的 各 阶 短 为 
>> A=[] ; B=[] ; p=normrnd(0.5,1.5,30000,13 nn1:5; 


for r=n， 
A=[A，sum(p.~r)/length(P)]; B=TBymoment(p,r)]; 
end 
A,B 
A = 
0.508053449020 2.515471575933 3.545664298043 18.891149742886 40.791198267480 
B = 


0 2.25735326887171 -0.02604193983447 15.38146224665522 -1.20870212259271 
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由 下 面 的 语句 还 可 以 求 出 各 阶 答 的 理论 值 。 可 以 看 出 ， 从 生成 的 数据 求 出 的 各 阶 短 和 理论 值 
的 拟 合 程度 也 是 很 好 的 。 
>> syms xi Al=[]; Bl=[]; p=1/(sqrt(2+pi)*1.5)*exp(-(x-0.5)~2/(2*1.5-2)); 
for i=1:5 
Al=[Al,vpa(int(x~i*p,x,-inf,inf),12)]; 
Bl=- [Bl,vpa(int((x-0.5)~iyp,x,-inf,inf),12)]; 
end 
>> Al，Bl 
AL = 
[.500000000001 ,2.50000000000,3.49999999999,18.6250000000 ,40. 8125000000] 
Bt = 
[ 0.,2.25000000000， 0. , 基 .1875000000， 0.] 


9.2.3 多 变量 随机 数 的 协 方差 分 析 


假设 随机 数 (zl,ga)，(zz,ya), (zs,y8),…，(znysm) 为 二 维 随机 变量 对 (z,y) 的 样本 ， 
则 可 以 分 别 定义 出 二 维 样本 的 协 方差 szy 与 二 维 样本 的 相关 系数 7 为 





= (9-2.6) 
记 1 
由 上 述 的 式 子 还 可 以 定义 出 一 个 矩阵 C 为 
= |cz cy 
2 医 z] 人 


式 中 ，crz = s2， cay = cyz = szy， 该 矩阵 称 为 协 方差 矩阵 (covariance matrix)。 
多 个 随机 变量 的 协 方差 矩阵 可 以 由 上 述 定义 扩展 出 来 。 MATLAB 中 提供 了 一 个 专门 
求解 多 元 随机 变量 协 方差 均值 的 函数 cov() 。 该 函数 的 调用 格式 为 
其 中 ，X 的 各 列 均 表 示 不 同 的 随机 变量 的 样本 值 5 若 已 是 向 量 ， 则 得 出 的 是 其 方差 ， 否 
则 将 返回 协 方差 矩阵 C。 
【 例 9-16】 试 用 MATLAB 语言 产生 对 个 满足 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 并 求 出 其 协 方差 矩阵 。 
【求解 】 用 MATLAB 给 出 的 randn() 函数 可 以 生成 一 个 标准 正 态 分 布 随机 数 的 矩阵 。 该 短 阵 有 
4 列 ， 表 示 4 个 不 同 的 随机 数 变量 。 该 短 阵 有 .30000 . 行 ， 表 示 每 个 随机 数 变 量 均 取 30000 个 样本 
点 。 这 样 ， 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 这 4 个 随机 教 变量 的 协 方差 答 阵 。 可 见 ， 该 矩阵 是 对 称 短 
阵 ， 趋 近 于 理论 上 的 单位 阵 。 
>> p=randn(30000,4); cov(P) 
ans = 
1.00637777855730 ”0.00125886846413 ”0.00472604435369 -0.00051901064353 
0.00125886846413 ”1.00395593527777 -0.00094545007899 ”。 0.00480202581544 
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0.00472604435369 -0.00094545007899 ”1.01104348289978 -0.01189535769006 
-0.00051901064353 ”0.00480202581544 -0.01189535769006 ”0.99475563718196 


9.2.4 多 变量 正 态 分 布 的 联合 概率 密度 即 分 布 函数 


假设 有 闪 个 正 态 分布 的 随机 变量 ea,…… ,如 ， 它 们 的 均值 分 别 为 和 ,pa …… ,mn， 
可 以 构成 一 个 均值 向 量 上 ， 这 些 变量 的 协 方差 矩阵 为 刀 ， 可 以 按 下 面 的 方式 构造 出 随机 
数 向 量 为 z = [zl,z2,…… zz， 这样 就 可 以 定义 出 这 些 随机 变量 的 联合 概率 密度 为 


一 iTZ-2m 


plzuza ,azn) = 霹 2 (9-2.8) 


MATLAB 语言 的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 mvnpdf() 函数 ， 利 用 该 函数 可 以 计算 出 多 
变量 正 态 分 布 的 联合 概率 密度 值 。 该 函数 的 调用 格式 为 
全 这 v 2)] 
其 中 , 天 为 m 列 的 矩阵 ， 表 示 各 个 随机 变量 的 取 值 ， 每 一 列表 示 一 个 随机 变量 ，/ 为 每 
个 随机 变量 均值 构成 的 向 量 ， 允 2 为 这 些 随机 变量 的 协 方差 矩阵 ， 这 样 生成 的 了 矩阵 为 列 
向 量 ， 表 示 每 个 随机 变量 组 合 的 概率 密度 。 
【 例 9-17】 试 绘制 出 均值 为 凡 = [一 1,2j7， 协 方差 答 阵 为 马 2 = [1,1; 1,3] 的 二 维 正 态 分 布 的 联合 
概率 密度 函数 。 若 协 方 差 矩 阵 的 非 对 角 线 元 素 为 0， 试 绘制 出 新 的 概率 密度 函数 。 
【求解 】〗 由 于 mvnpdf() 函数 只 支持 一 个 双 列 矩阵 来 表示 下 ; 所 以 应 该 用 适当 的 转换 方法 将 其 
转换 成 两 个 列 向 量 ， 再 构成 两 列 的 短 阵 ， 由 该 短 阵 就 可 以 求 出 联合 概率 密度 向 量 ， 将 该 向 量 用 
reshape() 函数 还 原 成 短 阵 形式 ， 季 后 用 三 维 网 格 图 的 形式 显示 出 来 ， 如 图 9-9 (a) 所 示 。 
>> mul=[-1,2]; Sigma2=[1 1; 1 3]; % 输入 均值 向 量 和 协 方差 短 阵 
[X,Y]=meshgrid(-3:0.1:1,-2:0.1:4); xy=[X(:) Y(:)]1 入 产 生 网 格 数 据 并 处 理 
Pp=mvnpdf (xy,mul,Sigma2) ; P=reshape(P,size(X)); 久 求 取 联合 概率 密度 
Surf(X,Y,P) % 绘制 联合 概率 密度 的 三 维 网 格 图 
对 协 方差 矩阵 进行 处 理 ， 则 可 以 消除 协 方差 给 阵 的 非 对 角 元 素 。 重 新 执行 下 面 的 语 自 可 以 计 
算出 新 的 联合 概率 密度 函数 ， 如 图 9-9 (b) 所 示 。 
>> Sigma2=diag(diag(Sigma2)); 消除 协 方差 答 阵 的 非 对 角 元 素 
P=mvnpdf (xy,mul ,Sigma2) ; P=reshape(p,size(X)); surf(X,Y,P) 
MATLAB 的 统计 学 工具 箱 还 提供 了 mvnrnd() 函数 ， 用 于 产生 多 变量 正 态 分 布 随机 
数 。 该 函数 的 调用 格式 为 
忌 =mvnrnd(14, 瑟 2,mn) 
该 函数 可 以 生成 mm 组 满足 多 变量 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 返 回 的 五 为 由 积 x 和 矩阵， 每 一 
列表 示 一 个 随机 变量 。 
【 例 9-18】 观 察 例 9-17 中 给 出 的 两 种 二 维 正 态 分 布 的 擅 随 机 数 分 布 情况 。 
【求解 】 下 面 的 语句 可 以 得 出 两 种 分 布下 2000 个 点 在 x-y 平面 上 的 分 布 情况 ， 如 图 9.10 (a)、 图 
9-10 (b) 所 示 。 可 见 ， 若 协 方差 给 阵 为 对 角 矩 阵 ， 则 两 个 随机 变量 之 间 没 有 必然 联系 ， 所 以 从 分 
布 图 看 不 出 随机 变量 的 分 布 偏向 性 ， 而 协 方 差 短 阵 不 是 对 毅 答 阵 时 ， 随 酌 变 量 明显 有 偏向 性 。 
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(a) 原 协 方差 矩阵 (b) 对 角 协 方差 矩阵 
图 9-9 二 维 正 态 分 布 的 联合 概率 密度 函数 


>> mul=[-1,2]; Sigma2=[1 1; 1 3]; 
Rl=mvnrnd(mul,Sigma2,2000); Plot(R1(:,1) ,R1(:,2) ,2o7) 
Sigma2=diag(diag(Sigma2)); figurei 
R2=mvnrnd(mul,Sigma2,2000); plot(R2(:,1),R2(:,2),o) 




















(a) 原 协 方差 矩阵 (b) 对 角 协 方差 矩阵 
图 9-10 二 维 正 态 分 布 随机 数 分 布 情况 


9.3 数理 统计 分 析 方 法 及 计算 机 实现 
9.3.1 参数 估计 与 区 间 估 计 


若 实测 一 组 数据 z = [zi,za,…. ,zn]jz， 且 已 知 这 些 数 据 满足 某 种 分 布 ， 如 正 态 分 
布 ， 则 可 以 用 MATLAB 语言 统计 学 工具 箱 中 的 函数 normfit() 由 极 大 似 然 法 估计 出 该 
分 布 的 均值 六 及 方差 ">， 且 同时 估计 出 其 置信 区 间 AA 及 Ac2。 该 函数 的 调用 格式 为 
[so2,AnyAe2]=normfit(z Po) 
其 中 ，Pu 为 用 户 指定 的 置信 度 ， 如 95%， 利 用 该 值 ， 此 函数 会 自动 调用 aorminv() 函数 
求 出 相关 值 ， 这 样 就 可 以 得 出 所 需 的 参数 。 可 以 预见 ，Ri 的 值 越 大 ( 亦 即 越 趋 近 于 1)， 
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则 得 出 的 置信 区 间 将 越 小 ， 亦 即 得 出 的 结果 越 接近 于 真 值 。 
类 似 于 其 他 概率 分 布 的 密度 函数 等 ， 该 工具 箱 还 提供 了 其 他 分 布 的 函数 ， 如 工分 布 
的 参数 估计 函数 gamfit() ，Rayleigh 分 布 的 参数 估计 函数 ray1fit() ， 均 匀 分 布 的 参数 
估计 函数 unifit() ，Poisson 分 布 的 参数 估计 函数 poissfit() 等 ， 这 些 函 数 的 调用 格式 
很 接近 ， 在 此 不 详细 介绍 。 
【 例 9-19】 试用 gamrnd() 函数 生成 一 组 a = 1.5, 入 = 3 的 擅 随 机 数 ， 用 参数 估计 的 方法 以 不 同 的 
置信 度 进 行 估计 ， 比 较 估计 结果 。 
【求解 〗】 假设 生成 一 组 30000 个 数据 ， 并 选择 置信 度 为 90 允 ,92 吕 ,95 吕 , 98 名 ， 可 以 用 下 面 的 语句 
得 出 不 同 置信 度 下 的 参数 估计 结果 。 
>> p=gamrnd(1.5,3,30000,1); Pv=[0.9,0.92,0.95,0.98]; A=[]; 
for i=1:length(Pv) 
[a,b]=gamfit(Pp,Pv(i)); A=[A; PvGi),a(l),b(:,1)”a(2),b(:,2)7]; 
end 
为 了 便于 理解 ， 下 面 用 表格 的 形式 将 得 出 的 结果 显示 出 来 ， 如 表 9-1 所 示 ， 表 格 的 全 部 数据 为 上 
述 程序 中 A 矩阵 。 可 见 ， 置 信 度 选择 不 同 ， 不 会 影响 参数 估计 值 ， 但 会 影响 到 置信 区 间 的 大 小 。 
事实 上 ， 在 一 般 应 用 中 通常 选择 95%6 的 置信 度 。 


表 9-1 不 同 置信 度 下 的 参数 估计 结果 



















































参数 估计 结果 入 参数 估计 结果 
度 6 amin 入 | xmn max 
90 双 1.506500556 1.505099132 2.991117941 2.987797191 2.994438691 
92% 1.506500556 1.505380481 2.991117941 2.988463861 2.993772021 
95 色 1.506500556 1.505801226 2.991117941 2.98946084 2.992775042 
1.506500556 1.506220978 2.991117941 2.990455465 2.991780417 





现在 考虑 随机 教 数 目的 不 同 选择 ， 考 虑 选择 300,3000,30000,300000,3000000 个 随机 数 ， 则 可 
以 通过 下 面 语句 计算 出 95% 置信 度 下 参数 估计 与 置信 区 间 的 变化 。 同 样 ， 为 了 更 好 地 显示 估计 结 
果 ， 将 以 列表 的 形式 显示 ， 如 表 9-2 所 示 。 


表 9-2 不 同 随机 数 个 数 的 参数 估计 结果 







































随机 数 参数 估计 结果 入 参数 估计 结果 
个 数 8 amin | amax SEE max 
300 1.548677954 1.540991679 1.55636423 2.896265076 2.927194623 
3000 1.476057561 1.473908973 1.47820615 3.035438607 3.04574038 
30000 1.503327455 1.502624743 1.504030167 2.974591027 2.977894559 

300000 1.509546583 1.509323617 1.50976955 2.984252596 2.985295421 














1.498005677 | 1.497935817 | 1.498075536 3.005882725 | 3.006215065 
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>> num=[300,3000,30000,300000,3000000] ; A= 口 ; 
for i=1:length(num) 
p=gamrnd(1.5,3,nun(i) ,1); 
fa,b]=gamfit(p,0.95); A=[Ainum(i),a(1i),b(:,1)”,a(2),b(:,2)]; 
end 
由 得 出 的 表格 可 见 ， 当 随机 数 生成 是 选择 的 点 较 少时 ， 随 机 数 参 数 的 估计 效果 也 不 理想 ， 
所 以 在 生成 随机 数 时 不 宜生 成 太 多 的 点 ， 这 在 前 面 均值 、 方 差分 析 与 分 布 函数 分 析 中 已 经 介绍 过 
了 。 但 也 不 是 随机 数 点 选择 得 越 多 越 好 ， 因 为 随机 数 点 选 得 太 多 ， 也 不 会 使 参数 估计 显著 提高 精 
度 ， 所 以 在 一 般 计算 中 选择 30000 个 点 即 可 。 


9.3.2 ”多 元 线性 回归 与 区 间 估 计 
假设 输出 信号 y 为 几 路 输入 信号 zl rz2,… ，zn 的 线性 组 合 为 





4 = alzl + a2z2 十 a373 十 …: 十 anZn (9-3-1) 
其 中 ，alyaz,… ,an 为 待定 系数 。 现 在 假设 已 经 进行 了 mm 次 实验 ， 实 际 测 出 的 数据 为 
ZI1 712 … Zn 一切 
2 (3.9) 
Tml Zm2 … Tmm 一 mm 
则 可 以 建立 起 如 下 的 矩阵 方程 
2 = 大 Q 十 E (9-3-3) 


式 中 ，a = [aiyaz,.… ,anjT 为 待定 系数 向 量 ， 因 为 每 次 实验 的 观测 数据 可 能 有 误差 ， 故 
不 能 完全 满足 式 (9-3-0)， 每 一 个 方程 右 端 均 有 误差 af， 所 以 e = [el,ea,'… ,em]7 为 误差 
构成 的 向 量 ，2 = [ya,…… ,gm]T 为 各 个 观测 值 ， 且 天 为 测 出 的 自 变量 值 ， 即 


TZl11 TI2 … 7Zln 
IT21 2Z22 …” 7Z2, 

天 = 革 (9-3-4) 
Tml Tm2 …” mm 


假设 目标 函数 选择 为 使 得 残 差 的 平方 和 最 小 , 即 J 了 = mineTe， 则 可 以 得 出 线性 回归 
模型 的 待定 系数 向 量 a 的 最 小 二 乘 估计 为 


人 = (XTX)-IXTYy (9-3-5) 


由 第 4 章 中 介绍 的 线性 代数 知识 可 知 ，MATLAB 语言 可 以 由 下 面 的 语句 求 出 最 小 二 
乘 解 ， 即 
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a=inv(X*X)*X248 或 更 简单 地 EXK\W 
MATLAB 语言 的 统计 学 工具 箱 还 提供 了 多 变量 线性 回归 参数 估计 与 置信 区 间 估 计 的 
函数 regress() ， 可 以 其 求 出 所 需 的 估计 结果 。 该 函数 的 调用 格式 为 
[Baa]=regress(gy, 古 ,aD 
其 中 1 - a 为 用 户 指定 的 置信 度 。 
【 例 9-20】 假 设 线性 回归 方程 为 y = zl 一 1.232za 十 2.23rs 十 274 十 475 十 3.792z6， 试 生成 120 组 
随机 栓 入 值 zi， 计算 出 输出 向 量 8。 以 这 些 信息 为 已 知 ， 观 察 是 否 能 由 最 小 二 乘 方法 得 出 待定 系 
数 ai 的 估计 值 ， 并 得 出 置信 区 间 
【求解 】 本 例子 用 于 演示 线性 回归 的 方法 及 MATLAB 实现 ， 实 际 应 用 中 应 该 采用 实测 数据 。 由 
下 面 的 语 自 可 以 生成 所 需 的 答 阵 大 和 向 量 区 ， 并 用 最 小 二 冬 计 算 公式 得 出 待定 系数 向 量 @ 的 估 
计 。 
>> a=[1 -1.232 2.23 2 4,3.792] '; X=randn(120,6) ; y=X*ai al=inV(X7#X)#X7 本 了 
al = 
1.00000000000000 
-1.23200000000000 
2.23000000000000 
2.00000000000000 
4.00000000000000 
3.79200000000000 
可 见 ， 因 为 输出 值 完 全 由 精确 计算 得 出 ， 所 以 线性 回归 参数 估计 的 误差 是 及 其 微小 的 ， 可 以 忽 
略 。 用 regress() 函数 还 可 以 计算 出 98% 置信 度 的 置信 区 间 。 
(7,X,0.02) 





>> [a,aint]=regrei 
a = 
1.00000000000000 
-1.23200000000000 
2.23000000000000 
2.00000000000000 
4.00000000000000 
3.79200000000000 
aint = 
1.00000000000000 ”1.00000000000000 
-1.23200000000000 -1.23200000000000 
2.23000000000000 “2.23000000000000 
2.00000000000000 ”2.00000000000000 
4.00000000000000 ”4.00000000000000 
.79200000000000 “3.79200000000000 
假设 观测 的 输出 数据 本 嗓 声 污染 ， 则 可 以 给 输出 样本 登 加 上 MY(0,0.5) 区 间 的 正 态 分 布 唆 
声 ， 这 时 可 以 用 下 面 语 各 进 行 线性 回归 分 析 ， 得 出 待定 系数 向 量 的 估计 参数 及 置信 区 间 ， 用 


四 
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errorbar() 函数 还 可 以 用 图 形 绘制 参数 估计 的 置信 区 间 ， 如 图 9-11 (a) 所 示 。 
>> yhat=y+sqrt(0.5)*randn(120,1); [a,aint]=regress(yhat,X,0.02) 


1.03887888369425 
-1.20360949260729 
2.19454416841833 
1.89146235051598 
34.06284455872277 
8.70540411609337 
aint = 
0.92959508774995 ”1.14816267963855 
-1.31331402657800 -1.09390495863658 
2.07413724843311 ”2.31495108840356 
4.77199410730299 “2.01093059372896 
33.94183381416145 34.18385530328408 
8.59651534574785 ”8.81429288643890 
>> errorbar(1:6,a,aint(:,1)-a,aint(:,2)-a) 
所 减 小 嗓 声 的 方差， 假设 方差 为 0.1， 则 可 以 得 出 新 唆 声 下 参数 估计 的 结果 ， 如 图 9-11 (b) 所 
显然 估计 出 的 参数 更 精确 。 
>> yhat=y+sqrt(0.1)*randn(120,1); [a,aint]=regress(yhat,X,0.02); 
errorbar(1:6,ayaint(:,1)-a,aint(:,2)-a) 























5 5 
， 
生 3 
2 2 
3 
0 0 
(a) 噪声 c2 = 0.5 (b) 嗓 声 o2 = 0.1 


图 9-11 参数 估计 及 置信 区 间 图 形 表 示 


9.3.3 非 线性 函数 的 最 小 二 乘 参 数 估计 与 区 间 估 计 


假设 有 一 组 数据 zi,i = 1,2,… ,N， 且 已 知 这 组 数据 满足 某 一 函数 原型 多 z) 一 
Ja,z)， 其 中 心 待定 系数 向 量 ， 但 由 于 误差 的 影响 ， 可 以 存在 误差 ， 故 该 函数 应 该 严格 
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写成 Vz) = jf(a,z) +<， 其 中 = 称 为 残 差 ， 这 样 可 以 引入 目标 函数 


人 有 
T=min》6 一 gc 和 = mn 一 an (9.3.6) 
这 1 证 1 
用 某 种 数学 算法 求 出 使 得 目标 函数 最 小 的 参数 a。 将 估计 出 的 代入 原 型 函数 ， 则 可 以 
得 出 残 差 e 二 册 二 (az。 类 似 于 第 8.3.5 节 中 介绍 的 最 小 二 乘 拟 合 ， 本 节 中 介绍 基于 
Gauss -Newton 算法 的 最 小 二 乘 拟 合 及 其 MATLAB 语言 alinfit()。 所 不 同 的 是 ， 同 时 
还 可 以 求 出 残 差 对 估计 参数 向 量 a 的 Jacobi 向 量 。 这 些 可 以 用 于 非 线性 参数 的 区 间 估 
计 函 数 alparci() ， 得 出 95% 置信 度 下 的 区 间 估计 结果 。 这 些 函数 的 调用 格式 为 
[ar 四 -alinfit(z,y,Fun,ao0， 最 小 二 乘 拟 全 2 
c=nlparci(a,7，J) 由 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 
其 中 二 和 了 为 实测 数据 ，Fun 为 原型 贰 数 ， 可 以 由 ML 函数 表示 也 可 以 由 inline() 函数 
表示 ，ao 为 参数 估计 的 初 值 。 可 见 ， 该 函数 调用 中 的 输入 参数 与 laqcurvefit() 函数 完 
全 -一致 。 该 参数 返回 的 a 向 量 为 估计 出 的 参数 ，r 为 此 参数 下 的 残 差 构成 的 向 量 ，v 为 各 
个 Jacobi 行 向 量 构成 的 矩阵 。 得 出 了 这 些 信息 ， 就 可 以 将 其 用 于 置信 区 间 的 估计 ， 得 出 
置信 度 为 95% 的 置信 区 间 c。 下 面 将 通过 例子 演示 非 线性 函数 参数 估计 与 置信 区 间 估计 
的 问题 求解 。 
【 例 9-21】 试 用 参数 估计 的 方法 重新 求解 例 8-25 中 给 出 的 最 小 二 冬 拟 合 问题 ， 并 得 出 958 置信 度 
的 置信 区 间 ， 并 在 实测 信号 上 生 加 均匀 分 布 的 嗓 声 信号 再 进行 参数 与 区 间 估计 。 
【求解 〗 假设 原型 函数 为 





V(z) = ale-“z 十 aser os sin(asz) 


其 中 ai 为 待定 系数 。 则 可 以 由 inline() 函 教 直 接 描述 此 原型 函数 ， 可 以 表示 成 了 = 7(a,z)， 这 
样 就 可 以 人 为 指定 一 组 ri 值 并 得 出 相应 的 f 值 ， 调 用 mlinfit() 函数 就 可 以 得 出 下 面 的 参数 估 
计 结 果 。 
>> f=inline(;a(i)*exp(-a(2)*#x)+a(3)*#exP(-a(4)*X) .#Sin(a(5)#X) axX7) 3 
x=0:0.1:10; y=f([0.12,0.213,0 54,0.17,1.23] ,x); 
[a,r,j]=nlinfit(x,y,f,[1;1;1;1; 菇 );3 a 
a = 
0.11999999763418 
0.21299999458274 
0.54000000196818 
0.17000000068705 
1.22999999996315 
该 函数 的 拟 合 结 果 比 laqcurvefit() 函数 的 默认 控制 结果 精确 得 多 ， 但 因 为 本 函数 不 和 允许 给 出 精 
度 控制 选项 ， 所 以 也 不 能 得 出 更 精确 的 结果 。 用 nlpParci() 函数 还 可 以 得 出 95 史 置信 度 的 置信 区 
间 ， 如 下 所 示 。 可 见 这 样 得 出 的 置信 区 间 较 小 ， 结 果 比 较 精确 。 
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>> ci=nlparci(a,I,j) 

ci = 
0.11999999712512 “0.11999999814323 
0.21299999340801 ”0.21299999575747 
0.54000000124534 “0.54000000269101 
0.17000000036077 ”0.17000000101332 
1.22999999978603 ”1.23000000014028 

现在 假设 给 样本 点 数据 重 加 上 [0,0.02] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 ， 则 可 以 给 出 如 下 的 语句 得 
出 由 新 样本 数据 估计 出 的 参数 及 置信 区 间 。 

>> y=f([0.12,0.213,0.54,0.17,1 .23] ,x)+0.02*rand(seize(x)); 
[a,r,j]=nlinfit(x,y,f,[1;1;1;1;1); a 

a = 
0.12281531581639 
0.17072641296744 
0.55113088779121 
0.17347639675132 
1.22916862586480 

>> ci=nlparci(ar,j) 

Ci 二 
0.11857720435195 “0.12705342728083 
0.16221631527879 “0.17923651065609 
0.54465309442893 ”0.55760868115349 
0.17055714192171 “0.17639565158094 
1.22755955648343 ”1.23077769524618 

>> errorbar(1:5,avci(:,1)-ayci(:,2)-a) 

这 样 可 以 绘制 出 参数 估计 及 其 置信 区 间 ， 如 图 9 12 所 示 。 
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图 9-12 参数 估计 及 置信 区 间 图 形 表示 





9.3 数理 统计 分 析 方 法 及 计算 机 实现 321 





【 例 9-22 】 试 利用 nlinfit() 函数 求解 多 变量 非 线性 回归 问题 。 假 设 非 线性 函数 为 
fla,z) = (aiz3 +aaz)sin(aszazs) + (aszz + aszz +a6) 


【求解 】 假设 at 的 值 均 为 1， 则 可 以 用 下 面 的 语句 定义 出 函数 了 ， 产 生 一 组 数据 大， 则 可 以 计算 
出 一 组 输出 值 作为 观测 数据 。 
>> a=[1;1;3131;131] 7 
f=inline([)(a(1)*x(:,1) .~3+a(2)).*ein(a(3)*x(:,2) .9x(:,3))+?， 
"(a(4)*x(:,3) .~3+a(5)*x(:,3)+a(6))"] ,ax7); 
X=randn(120,4); y=f(a,X)+sqrt(0.2)*randn(120,1); 
由 这 些 观测 数据 可 以 用 非 线 性 回归 参数 估计 函数 求 出 ai 的 值 ， 并 绘制 出 原 观 测 数 据 与 拟 合 数据 ， 
如 图 9-13 (a) 所 示 ， 可 见 拟 合 结果 比较 好 。 从 估计 的 参数 看 ， 所 得 出 的 结果 也 是 较 精确 的 。 
>> [ahat,r,j]=nlinfit(X,y,f,[0;2;3;2;1;2]); ahat 
ahat = 
1.04839959073146 
1.01882085899938 
0.98446778587739 
0.99107092667601 
1.02519403669663 
1.05040136072101 
>> yl=f(ahat,X); Plot([y y1]) 
和 前 面 的 例子 一 样 ， 用 nlparci() 函数 也 能 求 出 来 置信 区 间 ， 也 可 以 用 图 形 的 方式 表示 出 
95%% 置信 度 的 置信 区 间 ， 如 图 9-13 (b) 所 示 。 
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(a) 非 线性 回归 的 氢 合 效果 (b) 参数 估计 与 置信 区 间 
图 9-13 ”多 元 非 线性 回归 拟 合 与 参数 估计 
>> ci=nlparci(ahat,r,j); ci 
Ci = 
0.96893545453576 ”1.12786372692717 
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0.88884528207121 “1.14879643592754 
0.89167073268603 “1.07726483906874 
0.96675355288178 “1.01538830047025 
0.92705174408770 “1.12333632930555 
0.99419821923406 ”1.10660450220796 

>> errorbar(1:6,ahat,ci(:,1)-ahat,ci(:,2)-ahat) 


9.4 统计 假设 检验 
9.4.1 统计 假设 检验 的 概念 及 步骤 


先 假设 总 体 具 有 某 种 统计 特征 (如 具有 某 种 参数 或 遵从 某 种 分 布 )， 然 后 再 检验 这 个 
假设 是 否 可 信 ， 这 种 方法 称 为 统计 假设 检验 方法 。 统 计 假设 检验 在 统计 学 中 是 有 重要 地 
位 的 。 例 如 ， 有 人 提出 这 样 的 假设 ， 某 灯泡 厂 生产 的 某 种 型 号 的 灯泡 平均 寿命 在 3000 小 
时 以 上 ， 如 何 检验 这 个 假设 是 否 正 确 。 该 方法 的 确切 检验 方法 ， 即 将 所 有 灯泡 使 用 到 烧 
坏 为 止 显然 是 没有 意义 的 ， 而 应 该 采用 统计 假设 检验 的 方法 对 该 假设 进行 检验 。 下 面 将 
通过 例子 来 演示 统计 假设 检验 实现 的 步骤 。 

【 例 9-23】 已 知 菜 产 品 的 平均 强度 为 10 = 9.94 公斤 ， 现 在 改变 制作 方法 ， 并 从 新 产品 中 随意 抽 
取 200 件 ， 算 得 它们 的 平均 强度 为 亏 = 9.73 公斤 ， 标 准 差 s = 1.62 公斤 ， 问 制作 方法 的 改变 对 强 
度 有 无 显著 影响 Il? 
【求解 〗】 解决 这 样 的 问题 需要 采用 统计 假设 检验 ， 具 体 的 步 又 如 下 : 
(GD 引入 两 个 命题 
噶 :A=m 即 无 显著 改变 
{ , 治 : 拒绝 .6 假设 
@@ 选取 统计 量 
习 一 和 (9-4.1) 


该 统计 量 满足 标准 正 态 分 布 N(0,1)。 对 本 例 来 说 ， 可 以 计算 出 统计 量 为 

>> n=200; mu0=9.94; xbar=9.73; s=1.62; u=sqrt(n)* (mu0-xbar)/s 

um 

1.83323980307623 

图 给 出 显著 性 水 平 ， 由 于 统计 检验 毕 竞 不 是 确切 性 检验 ， 所 以 无 论 接受 还 是 拒绝 该 假设 都 有 
可 能 出 现 错误 。 引 入 a 的 意义 是 判定 出 现 “ 取 伪 ” 错 误 的 概率 。 由 于 研究 的 是 随机 问题 ， 当 然 不 
可 能 令 a = 0。 一 般 经 常 取 a = 5 吕 或 ae = 2 锅 ， 用 语言 表示 即 为 “可 以 有 95 色 (或 98 吕 ) 的 把 握 接 
受 或 拒绝 该 假设 ”。 

图 有 了 a 值 ， 则 可 以 用 逆 正 态 分 布 函 数 求 出 天 /2 的 值 ， 使 得 


0 (9-4.2) 
-Ko V2r 
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该 步骤 可 以 用 MATLAB 求解 ， 可 以 得 出 不 同 a 值 下 的 Kaya 值 ， 如 下 所 示 。 其 中 ， 第 一 列 为 as 
的 值 ， 第 二 列 为 相应 的 Kaj2 值 。 
>> alpha=[0.01:0.01:0.05 0.07，0.09]; K=norminv(1-alpha/2,0,1); [alpha，K'] 
ans = 
0.01000000000000 ”2.57582930354890 
0.02000000000000 ”2.32634787404084 
0.03000000000000 ”2.17009037758456 
0.04000000000000 “2.05374891063182 
0.05000000000000 ”1.95996398454005 
0.07000000000000 ”1.81191067295260 
0.09000000000000 “1.69539771027214 
回 由 式 (9-4-1) 计算 出 统计 量 慷 的 值 ， 若 |u| < 天 e/2， 则 不 拒绝 .6 假设 ， 否 则 拒绝 该 假设 。 
该 步骤 用 MATLAB 求解 为 
>> abs(u)<K 
ang = 
1 工 时 1 1 0 0 
从 比较 表达 式 结果 可 见 ， 在 ae = 0.01 ~ 0.05 的 显著 性 水 平 下 均 可 以 接受 假设 .366 ， 认 为 改进 方法 
后 无 显著 变化 ， 但 增 大 af 的 值 ， 如 这 里 的 a = 0.07,0.09， 则 应 该 拒绝 该 假设 ， 然 而 这 样 结论 的 可 
靠 性 将 较 低 ， 因 为 出 现 错误 的 概率 比较 大 。 


9.4.2 ”假设 检验 问题 求解 


前 面 的 例子 介绍 了 假设 检验 的 MATLAB 求解 。 其 实 ，MATLAB 的 统计 学 工具 箱 中 
还 提供 了 多 个 假设 检验 的 函数 ， 例 如 正 态 分 布 均值 的 假设 检验 、 正 态 分 布 性 假设 检验 和 
任意 分 布 函数 的 假设 检验 等 。 下 面 介 绍 这 些 检验 和 MATLAB 统计 学 工具 箱 实现 。 
9.4.2.1 ” 正 态 分 布 的 均值 假设 检验 


已 知 某 组 数据 符合 正 态 分 布 规律 ， 且 已 知 其 标准 差 为 rc。 假设 其 均值 为 kw， 则 可 以 采 
用 MATLAB 统计 学 工具 箱 的 ztest() 函数 对 该 假设 进行 2 假设 检验 。 该 函数 的 调用 格 
式 为 
[可 ,ayHe]=ztest(XXsayo0 
其 中 ， 互 为 假设 检验 的 结论 ， 当 妃 = 0 时 表示 不 拒绝 . 才 假设 ， 否 则 表示 拒绝 该 很 设 ，。 
为 该 检验 的 显著 性 水 平 ，ns 为 其 均值 的 寺 信 区 间 。 
若 未 知 正 态 分 布 的 标准 差 ， 也 可 以 采用 人 检验 法 对 其 进行 均值 假设 检验 调用 
ttest() 函数 对 某 正 态 分 布 的 均值 进行 检验 。 该 函数 的 调用 格式 为 
[Hsua]=ttest( 大 ,0a) 
【 例 9-24】 试 用 正 态 分 布 随机 数 函 数 生 成 一 组 随机 数 ， 并 对 该 随机 数 进行 均值 假设 检验 。 
【求解 】 假设 先 由 MATLAB 语 身 生 成 一 组 400 个 N(1,22) 的 正 态 分 布 随机 数 ， 由 于 已 知 标准 差 
为 2， 可 以 引入 假设 66 :上 = 1， 这 样 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 进行 检验 ,， 释 出 百 =0， 故 可 
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以 接受 该 假设 。 
>> r=normrnd(1,2,400,1); [H,P,ci]=ztest(r,1,2,0.02) 
H = 
0 
P = 
0.43594320476001 
ci = 
0.84527141065900 ”1.31054098546717 
现在 试 将 假设 设置 为 .3 : 几 = 0.5， 则 可 以 给 出 如 下 语 自 ， 得 出 百 一 1， 表 示 应 该 拒绝 , 痢 
假设 。 这 里 得 出 的 置信 区 间 和 前 面 得 出 的 仍然 完全 一 致 
>> [H,p,ci]=ztest(r,0.5,2,0.02) 
了 = 
T 
P - 
7.511825163691571e-009 
ci = 
0.84527141065900 ”1.31054098546717 
若 认为 标准 差 未 知 ， 则 可 以 采用 人 检验 对 假设 3X66 : 儿 = 1 进行 检验 ， 假设 检验 可 以 由 下 面 的 
”MATLAB 语 自 直接 得 出 ， 由 于 得 出 的 百 = 0， 故 表示 可 以 接受 该 假设 。 
>> [H,p,ci]=ttest(r,1,0.02) 
H = 
0 
P = 
0.45169871211616 
ci = 
0.83635340053445 ”1.31945899559171 


9.4.2.2” 正 态 分 布 假设 检验 


判定 某 变量 是 否 为 正 态 分 布 的 传统 方法 是 采用 正 态 概率 纸 的 形式 实现 的 ， 这 时 的 
假设 . 北 表示 待 检验 的 分 布 是 正 态 分 布 。 其 实 ， 这 样 的 过 程 完全 可 以 用 计算 机 来 实 
现 。MATLAB 统计 学 工具 箱 中 提供 了 jbtest() 和 lillietest() 两 个 函数 ， 以 分 别 实 
现 Jarque-Bera 与 Lilliefors 假设 检验 算法 四， 可 以 直接 由 随机 样本 判定 该 分 布 是 否 为 正 态 
分 布 。 这 两 个 函数 的 调用 格式 为 









1 
【 例 9.25】 某 工厂 生产 一 种 白炽 灯 ， 其 流明 为 随机 变量 5， 假设 E 满足 正 态 分 布 Nu 0)， 现 从 
产品 中 随机 抽取 120 个 样本 ， 其 指标 (流明 数 ) 在 表 9-3 给 出 ， 试 检验 正太 分布 的 假设 是 否 正确 ( 例 


子 及 数据 来 源 :文献 [57])= 
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表 9-3 白炽 灯 流明 实测 数据 表 
216 203 197 208 206 209 206 208 202 203 206 213 218 207 208 202 194 203 213 211 
193 213 208 208 204 206 204 206 208 209 213 203 206 207 196 201 208 207 213 208 
210 208 211 211 214 220 211 203 216 224 211 209 218 214 219 211 208 221 211 218 
218 190 219 211 208 199 214 207 207 214 206 217 214 201 212 213 211 212 216 206 
210 216 204 221 208 209 214 214 199 204 211 201 216 211 209 208 209 202 211 207 
202 205 206 216 206 213 206 207 200 198 200 202 203 208 216 206 222 213 209 219 





【求解 】 输入 该 数据 ， 可 以 调用 现成 的 jbtest() 函数 或 1illietest() 函数 ， 均 能 得 出 如 = 0， 
表示 可 以 接受 该 假设 ， 亦 即 给 出 的 数据 满足 正 态 分 布 。 
>> X=[216,203,197,208,206,209,206,208,202,203,206,213,218,207,208， 
202,194,203,213,211,193,213,208,208,204,206,204,206,208,209,. .， 
213,203,206,207,196,201,208,207,213,208,210,208,211,211,214,，.…， 
220,211,203,216,224,211,209,218,214,219,211,208,221,211,218， 
218,190,219,211 ,208,199,214,207,207,214,206,217,214,201,212,. 
213,211,212,216,206,210,216,204,221,208,209,214,214,199,204，.， 
211,201,216,211,209,208,209,202,211,207,202,205,206,216,206， 
213,206,207,200,198,200,202,203,208,216,206,222,213,209,219]; 
[HB,pP]=jbtest(X,0.05) 
H = 











P =- 
0.72812109026763 
确定 了 该 数据 为 正太 分布 数据 ， 则 可 以 直接 用 前 面 介绍 的 正 态 分 布 拟 合 函 教 normfit() 求 出 
该 分 布 的 均值 、 方 差 及 其 置信 区 间 。 
>> [mul,sigl,mu_ci,sig-ci]=normfit(X,0.05); mu=[mul,mu-ci7] 
mu = 
208.8167 207.6737 209.9596 
>> sig=[sigl，sig_-ci7] 
sig = 
6.32320434315278 ”5.61178285217307 ”7 了 .24282586089008 
【 例 9-26 】 试 用 统计 学 工具 箱 生成 一 组 工 分布 数据 ， 用 现成 函 教 验证 其 是 否 为 正 态 分 布 数据 ， 显 
然 这 些 数据 不 是 正 态 分 布 的 ， 所 以 假设 检验 结果 应 该 是 1。 
【求解 】 给 出 下 面 的 语句 ， 先 用 MATLAB 语 折 生成 一 组 工分 布 的 随机 数 ， 然 后 调用 jbtest() 函 
数 立 即 得 出 如 下 结果 。 
>> r=gamrnd(1,3,400,1); [H,p,c,d]=jbtest(r,0.05) 
H = 
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工 
p = 
0 
即 . 交 应 该 被 拒绝 。 
9.4.2.3 ”其 他 分 布 的 Kolmogorov-Smirnov 检验 


前 面 介 绍 的 Jarque-Bera 与 Liliefors 假设 检验 算法 和 MATLAB 函数 只 能 用 于 检验 
某 分 布 是 否 为 正 态 分 布 ， 却 不 能 用 于 其 他 分 布 的 检验 。Kolmogorov-Smirnorv 检验 是 检 
验 任意 已 知 分 布 函 数 的 一 种 有 效 的 假设 检验 算法 。MATLAB 的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 
xstest() 函数 ， 实 现 了 该 算法 ， 其 调用 格式 为 

[ 百 ,e]=ketest( 天 ,cdffun ay) 

其 中 ，cdffun 为 两 列 的 均值 ， 第 1 列 为 自 变量 ， 第 2 列 应 该 为 要 检验 的 分 布 函数 在 自 变 
量 处 的 值 。 在 构造 cdffun 时 可 以 用 现成 分 布 函数 求 取 ， 也 可 以 自己 按 需 要 检验 的 分 布 函 
数 编写 ， 所 以 可 以 用 此 算法 检验 是 否 为 任意 给 定 的 分 布 。 


【 例 9-27】 试 对 例 9-26 中 生成 的 随机 数 进行 假设 检验 。 该 随机 数 满 足 了 分 布 。 
【求解 》 首先 假设 其 满足 了 分 布 ， 则 由 gamfit《) 画 数 可 以 得 出 其 两 个 参数 qu 和 。 
>> r=gamrnd(1,3,400,1); alam=gamfit(r) 
alam = 
1.04562614530773 。 3.28680216836236 
这 样 就 能 构造 出 工 分 布 的 分 布 画 数 为 gamcdf (sort(r) ,alam(1) ,alam(2))。 将 其 代入 ketest() 
函数 ， 就 可 以 对 前 面 的 假设 进行 检验 。 
>> r=sort(r); 
[Ho,P]=kstest(r, [r gamcdf(r,alam(1),alam(2))] ,0.05) 
HO = 
0 
P = 
0.87724898430408 
由 于 得 出 的 百 = 0， 所 以 可 以 认为 通过 假设 检验 ， 表 明 前 面 生成 的 数据 确实 是 T 分 布 ， 且 其 
到 = 1.0456, 和 = 3.2868 ( 真 值 为 =1) 入 = 3)。 


9.5 方差 分 析 及 计算 机 求解 


方差 分 析 (analysis of variance，ANOVA) 是 英国 统计 学 家 兼 遗 传 学 家 Fischer R A 提 
出 的 一 种 分 析 方法 ， 在 医学 研究 、 科 学 试验 和 现代 工业 质量 控制 等 众多 领域 有 着 广泛 的 
应 用 。 

试验 样本 的 分 组 方式 不 同 ， 则 采用 方差 分 析 方法 也 不 同 ， 一 般 常 用 的 分 组 方法 是 单 
向 分 组 (one-way) 、 两 向 分 组 (two-way) 和 于 向 分 组 (N-way) 方法 。 下 面 将 分 别 介绍 各 种 
形式 下 的 方差 分 析 方法 及 其 MATLAB 实现 。 


9.5 方差 分 析 及 计算 机 求解 327 





9.5.1 单 因 子 方差 分 析 


顾名思义 ， 单 因子 方差 分 析 就 是 指 对 一 些 观察 来 说 ， 只 有 一 个 外 界 因素 可 能 对 观测 
的 现象 产生 影响 。 假 设 需要 研究 N 种 药物 对 某 病症 的 疗效 ， 可 以 采用 这 样 的 方法 。 将 
病人 随机 地 分 成 W 组 , 每 组 有 mm 个 病人 ， 这 样 将 每 个 病人 的 疗效 观测 指标 (如 治愈 需要 
的 天 数 ) 记 作 wj， 其 中 下 标 站 表 示 第 i 组 ，(i = 1,2,… ,N)， 7 表示 某 组 内 病人 的 编号 ， 
(= 12…… ,m)， 则 第 ;组 第 7 个 病人 的 观测 指标 即 为 %j。 现 在 仿照 MATLAB 的 冒号 
表达 式 记 号 ， 记 第 ;组 的 所 有 病人 观测 指标 为 %,:， 或 各 组 的 第 ; 个 病人 观测 指标 为 %ji， 
则 这 样 得 出 的 表示 均 为 向 量 。 还 可 以 引入 平均 值 的 概念 ， 例 如 用 殉 : 表示 第 ;组 内 病人 观 
测 指标 的 平均 值 ， 用 所 表示 所 有 组 内 所 有 病人 观测 指标 的 平均 值 ， 则 可 以 构造 出 如 表 
9-4 所 示 的 标准 方差 分 析 表 ， 根 据 该 表格 中 给 出 的 数据 找 出 所 需 的 规律 。 


表 9-4 单 因 子 方差 分 析 表 














均 方 已 卫 值 


MSSA=SSA/([ 一 1) | MSSA/MSSE |p= P(ET-uw-T> o) 





方差 来 源 平方 和 
因子 效应 | ”SSA= 和 mi 如 ,NB 
5 





随机 误差 | SE=》 18 一 mm 如 
工作 
SST= 兄 克 由 一 名 





上 面 所 采用 的 药物 作为 分 组 的 依据 ， 称 为 因子 (factor)， 它 们 的 差异 (如 这 里 采用 药 
物 的 不 同 ) 称 为 因子 的 水 平 。 因 为 这 里 始终 将 药物 作为 影响 观测 指标 的 因素 ， 故 称 为 单 因 
子 分 析 。 这 里 仍然 使 用 假设 检验 的 方法 进行 方差 分 析 ， 假 设 的 . 阁 为 各 组 的 平均 观测 指标 
是 相同 的 。 表 格 中 比较 重要 的 数值 是 最 后 两 列 ，Fisher 分 布 的 值 尺 和 置信 度 为 c 时 的 概 
率 值 p， 概 率 值 可 以 通过 逆 分 布 函数 求 出 。 如 果 得 出 的 概率 值 p < a，'a 为 置信 度 ， 则 应 
该 拒绝 假设 .x ， 和 否则 不 拒绝 假设 。 

MATLAB 的 统计 学 工具 箱 提供 了 anoval() 函数 ， 可 以 用 于 对 给 出 的 数据 进行 单 因 
子 方差 分 析 。 该 函数 的 调用 格式 为 

[pytab;atats]=anoval( 和 ) 

其 中 ,大 为 需要 分 析 的 数据 ， 该 数据 应 该 为 一 个 mm x 寻 和 矩阵， 每 一 列 对 应 于 随机 分 配 的 
一 个 组 的 测试 数据 ， 这 样 就 会 返回 概率 p。 方 差 表 数据 tab， 其 内 容 如 表 9-4 所 示 ，stats 
为 统计 结果 量 ， 为 结构 体 变量 ， 包 括 每 组 的 均值 等 信息 。 该 函数 还 将 自动 打开 两 个 
MATLAB 图 形 窗口 ， 一 个 按 表 9-4 的 形式 显示 出 该 表格 的 内 容 ， 另 一 个 图 形 窗口 将 显示 
盒 式 图 。 
【 例 9-28】 设 有 5 种 治疗 某 病 的 药物 ， 要 比较 它们 的 疗效 ， 假 定 将 30 个 病人 随机 地 分 成 5 组 ， 
每 组 6 人 ， 令 每 组 病人 使 用 同一 种 药物 ， 并 记录 病人 从 使 用 药物 开始 到 闪 念 的 时 间 ， 如 表 9-5 所 
示 ， 试 评价 疗效 无 显著 差异 (例子 及 数据 来 源 : 文献 [23])。 
【求解 〗】 根据 给 出 的 表格 ， 可 以 接 规则 立即 建立 起 从 短 阵 ， 先 求 出 各 列 的 均值 ， 并 对 各 组 数据 进 
行 单 因子 方差 分 析 ， 得 出 如 下 的 方差 分 析 结 果 : 
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表 9-5 实验 数据 表 (治愈 的 天 数 ) 






药物 2 | 药物 3 | 药物 4 


7 


药物 5 
9 








>> A=-[5,4,6,7,9; 8,6,4,4,3; 7,6,4,6,5; 7,3,5,6,7; 10,5,4,3,7; 8,6,3,5,6]; 
mean(A) 


ang = 
7.50000000000 ”5.00000000000 4.33333333333 ”5.16666666667 6.16666666667 
>> [p,tbl,stats]=anovali(A) 


p =- 
0.01359036533623 

tbl = 
Source， SS， df， ”MS， 2F) ?Prob>F， 
Columns， [36.4667] [4] [9.1167] [3.8960] [0.0136] 
?Error， [58.5000] [25] [2.3400] D 口 
JTotal， [94.9667] [29] D 口 D 

Stats = 


gnames: [5xl char] 
n: [66666] 
source: anoval'， 
means: [7.500000000000 5 4.333333333333 5.166666666667 6.166666666667] 
df: 25 
8: 1.52970585407784 
同时 ，anoval() 函数 还 将 自动 打开 两 个 图 形 窗口 ， 分 别 绘制 出 方差 分 析 表 和 人 金 式 图 ， 如 图 9 14 
(a)j、 图 9-14 (b) 所 示 。 由 于 得 出 的 概率 值 忆 = 0.0136 < a， 其 中 C 一 0.02 或 0.05， 故 应 该 拒绝 给 
出 的 假设 ， 认 为 这 些 药物 确实 对 治 愈 时 间 有 显著 彩 响 。 该 结果 和 文献 中 由 统计 软件 SAS 求 出 的 结 
果 完全 一 致 。 事 实 上 ， 从 得 出 的 金 式 图 可 以 看 出 ， 第 3 种 药物 的 治 念 时 间 显 然 低 于 第 1 种 药物 。 


9.5.2” 双 因子 方差 分 析 


如 果 有 两 种 因子 可 能 影响 到 某 现象 的 统计 规律 ， 则 应 该 引入 双 因子 方差 分 析 的 概 
念 。 这 时 观测 量 y 可 以 表示 为 一 个 三 维 数组 wjk， 表 示 第 1 个 因子 取 第 ;个 水 平 ， 第 2 个 
因子 取 第 7 个 水 平时 ， 组 内 第 大 个 对 象 的 观测 指标 。 
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Colamns 803 
Erer 557 .17 
Total 1360.17 








亡 过 








(a) 单 因 子 方差 表 人 b) 合式 图 
图 9-14 单 因 子 方差 分 析 结果 


根据 双 因子 的 特点 ， 可 以 引入 3 个 假设 如 下 : 


冶 : al = oa = … = ay， of 为 第 一 因子 单独 作用 的 效应 
移 : 四 = 戌 =…= 1 记 为 第 二 因子 单独 作用 的 效应 (9.5.) 
. 交 : 力 一 刘 一 … 一 人 7 了 为 两 个 因子 同时 作用 的 效应 


对 双 因 了 予 方差 分 析 问 题 ， 可 以 构造 出 如 表 9-6 所 示 的 分 析 表 格 。 其 中 ， 交 互 效应 的 
SSAE 的 值 可 以 由 式 (9-5-2) 求 出 。 


表 9-6 双 因 子 方差 分 析 表 






方差 来 源 沁 值 
















主 效应 A As 于 ::- ITK 玉 .， MSSA= 7 一 MSSA/MSSE | pA 
SSB 

主 效应 B se- 未 2 玉 ) 一 IJK 吕 ,， MSSB= 了 -T MSSB/MSSE | pe 
SSAB 





交互 效应 | ”SSAB 见 式 (9-5-2) 中 的 定义 
随机 误差 | SSE= 呈 好 人 一 天 六 殉 ) 
了 


区 


(L-DU-1D | MSSAB= MSSAB/MSSE | php 


[RE 


MSSE= TIKT 












SSAB = 开交 瑚 :JE 下 :一下 2 玖 TI (9-5-2) 
好 让 磺 
另外 ，3 个 概率 的 定义 及 意义 为 
PA 三 坊 ( 相 二 >o) 若 p4 < cl 则 拒绝 假设 抬 
pp=P(E nuca>a) 若 Dp < 巴 则 拒绝 假设 . 竹 (9-53) 


pip= 忆 (RDOLDatcal> o) 若 Pas< 包 则 拒绝 假设 , 驹 
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求解 双 因子 方差 分 析 问题 的 MATLAB 统计 学 工具 箱 函 数 为 anova2() ， 其 调用 格式 
与 单 因子 方差 分 析 函 数 anoval () 很 相近 ， 为 
[p,tab,stats]=anova2( 瑟 ) 
【 例 9-29】 设 为 比较 3 种 松树 在 4 个 不 同 地 区 的 生长 情况 有 无 差别 ， 在 每 个 地 区 对 每 种 松树 随机 
地 选择 5 株 ， 测 量 它们 的 胸径 ， 得 出 的 数据 在 表 9.7 中 给 出 ， 试 对 它们 进行 双 因子 方差 分 析 (例子 
及 数据 来 源 : 文献 [23]@)。 





















表 9-7 松树 数据 
地 区 
松树 种 类 1 | 2 | 3 | 4 
1 23 15 26 13 21 | 25 20 21 16 18|21 17 16 24 27 | 14 17 19 3230 24 
2 2 2 25 19 2|30 2 2 20 28|19 24 19 25 29|17 21 18 26 23 
15 2 22 1 12|12 2 19 13 22 














【求解 〗 按 下 面 的 方式 将 表 中 数据 输入 到 MATLAB 环境 ， 然 后 调用 anova2() 函数 ， 将 得 出 如 图 
9-15 所 示 的 结果 。 该 结果 与 文献 [23] 中 的 结果 完全 一 致 
>> B=[23,15,26,13,21,25,20,21,16,18,21,17,16,24,27,14,17,19,20,24; 
28,22,25,19,26,30,26,26,20,28,19,24,19,25,29,17,21,18,26,23 
18,10,12,22,13,15,21,22,14,12,23,25,19,13,22,16,12,23,22,19]; 
anova2(B ,5); 








图 9-15 本 例子 的 双 因 子 方差 分 析 结果 


从 得 出 的 结果 看 ， 由 于 了 4 的 值 很 小 ， 所 以 应 该 拒绝 , 阁 假设 。 可 以 认为 ，A 因子 对 观测 现象 
有 显著 影响 ， 得 出 结论 为 树种 对 观测 树 的 胸径 有 显著 影响 。 结 合 下 面 计算 出 的 各 个 均值 为 
>> C=[]; 
for i=1:3 
for j=1:4 
Cdi,j)=<mean(B(i,[1:5]+(j-1)*5)); 
ena，end 


了 第 3 种 树 在 第 4 地 区 的 第 一 个 数值 16， 原 数据 为 18， 但 和 后 面 分 析 结果 对 不 上 ， 故 改 。 
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C=[Ci mean(C)]; C=[C mean(C?) 7 
C = 

19.6000000000 20.0000000000 21.0000000000 18.8000000000 19.8500000000 

24.0000000000 26.0000000000 23.2000000000 21.0000000000 23.5500000000 

15.0000000000 16.8000000000 20.4000000000 18.4000000000 17.6500000000 

19.5333333334 ”20.9333333333 ”21.5333333333 ”19.4000000000 20.3500000000 

可 见 ， 树 种 2 的 树 胸径 最 大 ， 树 种 3 的 最 小 ( 见 C 甜 阵 的 各 列 )。 由 于 另外 两 个 概率 pp 和 
DA4B 的 值 很 大 ， 所 以 没有 理由 拒绝 另外 两 个 假设 。 故 得 出 结论 : 地 区 对 树 的 胸径 无 显著 有 影响， 不 
同 区 域 对 不 同 树种 的 胸径 观测 结果 也 无 显著 彩 响 。 


9.5.3 ”多 因子 方差 分 析 


类 似 于 前 面 介绍 的 双 因 子 方差 分 析 ， 用 MATLAB 语言 的 统计 学 工具 箱 还 可 以 进行 三 
因子 甚至 多 因子 的 方差 分 析 ， 可 以 采用 manoval() 函数 进行 多 因子 方差 分 析 ， 这 里 不 再 
介绍 该 分 析 。 


9.6 本章 要 点 简介 
。 本 章 介绍 的 概率 、 统 计 分 析 的 函数 由 下 表 给 出 。 


函数 名 函数 功能 工具 箱 | 本 书页 码 


norspdf() | 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 ， 类 似 的 还 有 normcdf()，norainv() 和 | 统计 学 301,308 
norarnd() 函数 ， 可 以 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函 数 及 正 





态 分 布 伪 随 机 数 生 成 函数 

Eapdf() T 分 布 的 概率 密度 函数 ， 类 似 的 还 有 gamcdf ()，ganminv() 和 gamrnd() | 统计 学 302,308 
函数 ， 可 以 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函数 及 工 分 布 伪 随机 数 
生成 函数 


chi2pdf () x2 分 布 的 概率 密度 函数 、 类似 的 还 有 chi2cdt()，chi2inv() 和 | ”统计 学 303,308 
chi2rnd() 函数 ， 可 以 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函数 及 
X2 分 布 伪 随 机 数 生成 函数 

tpdf 0) 工分 布 的 概率 密度 函数 ， 类 似 的 还 有 tcdf ()， tinv() 和 trnd() 函数 ， 统计 学 304,308 
可 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函数 及 T 分 布 伪 随 机 数 生成 函数 
fpdt() 玉 分布 的 概率 密度 函数 ， 类 似 的 还 有 tcdt ()，finv() 和 trna() 函数 ， 统计 学 306,308 
可 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函数 及 严 分 布 伪 随 机 数 生 成 函数 
raylpaf() | Rayleigh 分 布 的 概率 密度 函数 ， 类 似 的 还 有 raylcdt()，raylinw() 和 | 统计 学 305,308 
raylrnd() 函数 ， 可 以 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函数 及 
Rayieigh 分 布 伪 随 机 娄 生 成 函数 

Poiesapdf () | Poisson 分 布 的 概率 密度 函 教 ， 类 似 的 还 有 Poisscdt()，potssinv() 统计 学 300,308 
和 poissrna() 函数 ， 可 以 分 别 求 出 概率 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函数 及 
Poisson 分 布 伪 随 机 数 生成 函数 








san() 求 取向 量 的 均值 ， 类 似 的 还 有 cow() 求 方差 ，atd() 求 标准 差 MATLAB 309 
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续 表 

函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
gamstat() “| 求 取 工 分布 的 均值 和 方差 ,类 似 的 函数 还 有 normstat()，normstat()，| ”统计 学 310 

gamstat()， raylstat() 等 
moment () 求 取 高 阶 中 心 矩 ， 高 阶 原点 矩 也 可 以 通过 相应 语句 得 出 统计 学 311 
cov() 求 取向 量 的 协 方差 均值 ， MATLAB 312 
mvnpdf() 多 变量 正 态 分 布 概率 密度 函数 统计 学 313 
mvnrnd() 多 变量 正 态 分 布 概率 伪 随机 数 生成 函数 统计 学 313 
normfit() 正 态 分 布 均值 和 方差 的 参数 估计 和 区 间 估 计 ， 类似 的 函数 还 有 gaafit()， 统计 学 314 
chi2fit()，tfit()，raylfit() 等 

语句 多 变量 线性 回归 计算 语句 语句 317 
regress() 多 变量 线性 回归 计算 函数 统计 学 317 
nlfit() 非 线性 最 小 二 乘 参 数 估计 统计 学 319 
nlparci() 非 线性 最 小 二 乘 的 区 间 估计 统计 学 319 
zteat() 已 知 方差 的 正 态 分 布 均值 假设 检验 的 Z 测试 方法 统计 学 323 
tteat() 未 知 方差 的 正 态 分 布 均值 假设 检验 的 T 测试 方法 统计 学 323 
jbteast() 分 布 正 态 性 的 Jarque-Bera 假设 检验 方法 统计 学 324 
lt1lietest() | 分 布 正 态 性 的 Lilliefors 假设 检验 方法 统计 学 324 
atest() 任意 分 布 的 Kolmogorov-Smirnov 假设 检验 方法 统计 学 326 
anoval() 单 因子 方差 分 析 .统计 学 327 
anova2() 双 因 子 方差 分 析 统计 学 330 
manoval() “| 多 因子 方差 分 析 统计 学 331 











一 一 一 一 


。MATLAB 的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 大 量 函数 名 有 规律 的 函数 。 例 如 ， 函 数 名 前 一 部 

分 为 gam 常用 于 表示 和 工分 布 有 关 的 函数 ， 这 类 关键 词 在 表 9-9 中 给 出 。 函 数 名 的 

后 一 部 分 为 pdf 的 表示 求 取 概率 密度 的 函数 ，cdf 表示 分 布 函 数 ，inv 表示 逆 分 布 函 

数 ，rnad 表示 随机 数 生成 函数 ，stat 表示 和 矩阵、 方差 估计 ，fit 表示 参数 估计 。 学 会 

了 这 样 的 组 合 ， 可 以 立即 构造 出 你 所 需 的 函数 名 。 例 如 ， 对 数 正 态 分 布 的 参数 与 区 间 

估计 函数 显然 是 1ogn 和 fit 组 合 出 的 名 字 ， 即 lognfit() 函数 。 

本 章 介 绍 了 各 种 常用 的 概率 密度 函数 、 概 率 分 布 函数 ， 并 绘制 了 用 户 指定 参数 下 的 概 

率 密度 、 分 布 函数 曲线 。 读 者 可 以 自己 调用 这 些 函数 绘制 出 任意 参数 的 曲线 。 

。MATLAB 的 统计 学 工具 箱 提供 了 一 组 函数 ， 可 以 按照 指定 的 分 布 生成 伪 随机 数 。 这 
些 函数 的 名 称 也 可 以 根据 表 9-9 查 出 ， 可 以 用 这 些 函数 生成 擅 随 机 数 。 

。 给 出 了 一 些 常用 统计 量 的 数学 定义 和 MATLAB 语言 求解 方法 及 函数 ， 如 均值 、 方 
差 ， 原 点 矩 与 中 心 矩 、 协 方差 抢 阵 等 ， 还 介绍 了 多 变量 分 布 伪 随机 数 生成 方法 。 

。 介绍 了 参数 估计 与 区 间 估计 问题 的 MATLAB 语言 求解 ， 并 对 线性 多 元 回归 利 一 般 非 
线性 回归 问题 介绍 了 参数 与 区 间 估 计算 法 。 
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表 9-9 统计 学 工具 箱 中 函数 名 关键 词 一 览 表 





分 布 名 称 
X2 分 布 
下 分 布 
超 几何 分 布 
负 二 项 分 布 
非 零 X2 分 布 
Rayleigh 分 布 
Weibull 分 布 





分 布 名 称 
二 项 分 布 
指数 分 布 
几何 分 布 
多 变量 正 态 分 布 
非 零 了 分 布 
Poisson 分 布 
均匀 分 布 





分 布 名 称 
有 分 布 
极 值 分 布 
工分 布 
对 数 正 态 分 布 
非 零下 分 布 
正 态 分 布 
工分 布 






















































。 介 绍 了 假设 检验 的 概念 ， 并 对 均值 假设 检验 、 正 态 分 布 假设 检验 和 给 定 分 布 假设 检验 
等 问题 给 出 了 基于 MATLAB 语言 的 求解 方法 。 


。 介 绍 了 方差 分 析 问 题 及 其 MATLAB 求解 ， 还 介绍 了 单 因 子 方差 分 析 、 双 因子 方差 分 
析 等 内 容 及 基于 MATLAB 语言 的 求解 方法 。 


9.7 习 题 


Z -如 
人 eyeh 人 有 0 更 一 关 0 ， 试 用 解析 推导 的 方 
0 Z<0 
法 求 出 该 分 布 的 分 布 函数 、 均 值 、 方 差 、 中 心 答 和 原点 矩 。 生 成 一 组 满足 Rayleigh 分 布 的 伪 


随机 数 ， 用 数值 方法 检验 得 出 的 解析 结果 是 否 正确 。 


假设 某 两 地 A、B 间 有 6 个 交通 岗 ， 在 各 个 交通 岗 处 遇 到 红 灯 的 概率 均 相 同 ， 为 卫 = 1/3， 且 
中 途 遇 到 红 灯 的 次 数 满足 二 项 分 布 妃 (6,p)sal ， 试 求 出 某 人 从 人 出 发 到 达 B 处 至 少 遇 到 一 次 
红 灯 的 概率 。 若 选择 不 同 的 也 值 ， 试 再 绘制 出 至 少 遇 到 一 次 红 灯 的 概率 曲线 。 


避 


某 次 外 语 考试 抽样 调查 结果 表明 ， 学 生 外 语 考试 成 绩 近似 服从 正 态 分 布 ， 且 其 均值 为 72 分 ， 
并 已 知 超过 96 分 的 人 数 占 总 数 的 2.3 咒 ， 试 求 出 考生 外 语 成 绩 介 于 60,80 之 间 的 概率 。 


名 


4 试 生 成 满足 正 态 分 布 N(0.5,1.42) 的 30000 个 伪 随 机 数 ， 对 其 均值 和 方差 进行 验证 ， 并 用 直方 
图 的 方式 观察 其 分 布 与 理论 值 是 否 吻合 。 若 改变 直方 图 区 间 的 宽度 会 得 出 什么 结论 ? 

假设 通过 实验 测 出 某 组 数据 ， 试 用 MATLAB 对 这 些 数据 进行 检验 。 

加 着 认为 该 数据 满足 正 态 分 布 ， 且 标准 差 为 1.5， 请 检验 该 均值 为 0.5 的 候 设 是 否 成 立 。 

四 若 未 知 其 方差 ， 试 再 检验 其 均值 为 0.5 的 假设 是 否 成 立 。 


on 
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图 试 对 给 出 数据 的 正 态 性 进行 检验 。 





-1.7908 1.5803 1.5924 2.7278 -0.71772 -1.8152 2.8943 ”0.47035 -1.5161 0.74033 2.3831 2.3258 
0.090316 2.0033 0.48874 0.99252 -2.5004 ”1.047 -0.052119 -0.80559 0.80414 4.6585 -1.1251 1.9318 
3.9223 ”0.32378 -0.12149 1.0887 ”2.9135 -2.3273 -2.9145 ”5.3067 0.18716 -0.11899 -1.1234 3.4477 
0.41351 2.5006 ”3.372 ”3.2303 -1.1022 -0.28116 0.5219 -0.079639 -2.1176 5.4782 0.047343 1.236 
3.2618 ”5.6959 4.6927 -0.118 0.47461 -1.6181 0.66059 -2.6714 3.1634 3.8942 0.45396 -1.0142 
-1.0665 ”1.6804 -0.67576 0.20045 0.49816 -2.1428 1.2122 ”4.4827 0.46528 -3.8764 1.1275 0.16401 
0.51693 0.47348 0.73271 -2.3586 -0.061232 -1.7976 ”1.6246 ”1.2325 ”1.7065 -3.2812，2.8812 -5.0103 
-1.2615 “2.5546 -1.3172 -3.2431 1.3923 -0.40375 3.3757 -2.0178 -1.112 -0.79045 1.8988 1.5649 
1.8206 0.62587 2.031 -1.083 -0.09403 0.89075 -0.73259 1.8958 -0.97501 0.081913 -3.4389 0.76313 
-0.065217 -1.9909 -4.8203 1.132 -3.244 ”0.23873 1.0868 。” 3.357 ”1.2073 ”0.5201 ”2.069 -0.82998 


品 


某 研究 者 对 随机 抽取 的 一 组 保险 丝 进行 了 实验 ， 测 出 使 保险 丝 央 断 的 电流 值 为 10.4，10.2， 
12.0，11.3，10.7，10.6，10.9,， 10.8, 10.2,，12.1 A， 假 设 这 些 值 满足 正 态 分 布 ， 试 在 置信 水 平 
as 0.05 的 条 件 下 求 出 这 些 保险 丝 的 溶 断 电流 及 其 置信 区 间 。 


假设 在 某 固定 气压 下 对 水 的 沸点 进行 多 次 测试 ， 得 出 一 组 数据 为 113.53，120.25，106.02， 
101.05, 116.46, 110.33, 103.95, 109.29, 93.93, 118.67*C， 并 假设 它们 满足 正 态 分 布 ， 试 求 出 置 
信 水 平 uc < 0.05 的 条 件 下 ， 该 气压 下 水 沸点 的 总 体 方差 的 置信 区 间 。 


甲 、 乙 两 位 化 验 员 独 立地 对 某 种 聚合 物 的 含 氮 量 用 相同 的 方法 各 取 了 10 次 测定 ， 其 测定 值 的 
修正 样本 方差 812, 532 依次 为 0.5419 和 0.6050， 求 总 体 方差 比 oz/o3 置信 度 为 0.90 的 置信 区 
间 ， 假定 测定 值 总 体 服从 正 态 分 布 。 


om 


假设 测 出 某 随 机 交 量 的 12 个 样本 为 9.78，9.17，10.06，10.14，9.43，10.60，10.59,，9.98，10.16， 
10.09, 9.91, 10.36， 试 求 其 方差 及 方差 的 置信 区 间 。 


避 


10 10 个 失 眼 者 服用 A、B 两 种 药 后 ， 死 长 唾 肯 时 间 由 下 表 给 出 ， 试 判定 两 种 药物 对 失眠 的 疗效 
有 无 显著 差异 。 

















10.42 1048 798 852 1216 974 1078 1018 873 888 1089 81 


12.94 12.68 11L01 11.68 1057 936 13.18 11.38 12.39 12.28 12.03 10.8 












12 假设 测 出 一 组 输入 值 ri,z2,z3,z4,T5 和 输出 值 ， 且 已 知 3 一 G1Z1 十 Q272 十 0373 十 0474 十 0575， 
试用 线性 回归 方法 估计 出 at 的 值 及 其 置信 区 间 。 
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8I1 925 763 789 1294 1011 757 992 774 73 9.48 11.91 
213 266 083 154 174 079 068 293 201 135 281 2.23 
-398 068 -142 096 028 -337 -458 -215 -266 -369 -1 098 
-6.55 -6.85 -625 -534 -685 -72 -612 -607 -551 -66 -6.15 -6.43 
592 754 539 465 647 51 604 537 654 655 58 3.95 
4 | 27.676 ”38.774 ”23.314 ”23.828 ”35.154 ”21.779 ”25.516 29.845 32.642 ”28.443 31.5 23.554 





13 假设 测 出 一 组 输入 值 ri 和 给 出 值 让， 且 已 知 原型 函数 为 f(z) 一 ale “sz cos(aaz 十 /3) 十 
a4e-%sz cos(a6z 十 F/4)， 试 估计 出 ai 的 值 及 其 置信 区 间 。 






1.027 1319 1.204 0684 0.984 0864 0.795 0.753 1.058 0.914 1.011 0.926 
攻 | -8.8797 -5.9644 -7.1057 -8.6905 -9.2509 -9.9224 -9.8899 -9.6364 -8.5883 -9.7277 -9.023 -9.6605 


14 假设 测 出 一 组 输入 值 ri,z2,Ta,T4,zs5 和 输出 值 y 如 下 表 ， 且 已 知 3 = ert sin(aaTo 十 03) 十 
2 cos(aaz5)， 试 估计 出 ai 的 值 及 其 置信 区 间 。 










7.89 1294 10431 757 992 774 73 948 1191 
2.13 2.66 0.83 1.54 1.74 0.79 0.68 2.93 2.01 1.35 2.81 2.23 
-3.98 ”0.68 -1.42 0.96 0.28 -3.37 -458 -2.15 -2.66 -3.69 - 0.98 
-6.55 -6.85 -6.25 -534 -6.85 -7.2 -6.12 -6.07 -551 -66 -6.15 -6.43 
592 754 539 465 647 51 604 537 654 655 58 3.95 
4 | 22.126 ”250.16 -144.11 -152.07 234.09 -318.04 54.401 -136.8 132.03 229.26 -19.048 -145.83 


15 假设 可 以 通过 实验 测 出 如 下 的 数据 ， 且 假设 这 些 数据 满足 by(t) = cle-5zsin(czt) 十 (cs 妇 十 
cata)e-%#， 试 根据 下 面 的 数据 求 出 ct 参数 的 估计 值 与 置信 区 间 。 
-0.21628 0.12012 1.8787 2.7393 2.7238 4.5219 。 5.0833 4.9699 5.5947 5.9073 6.0663 
6.4115 8.0106 7.0286 7.2988 7.8903 7.4742 。 7.4594 7.1308 7.7132 6.8981 7.9065 
7.1251 7.8416 7.9701 6.4669 6.4553 7.3657 。 6.7779 7.2148 7.1647 6.9958 7.1645 
6.8659 5.5421 6.005 5.8074 4.9543 5.7555 。 4.9696 。 6.077 。 4.8393 5.3799 5.1003 
3.6602 4.5961 4.0026 4.6994 4.5325 5.0136 。 4.3541 3.6301 4.0379 3.2414 3.637 
3.4556 ”3.2048 3.8218 2.2502 3.3167 3.4682 3306 。 3.1518 2.8077 3.053 2.928 
2.3194 2.2955 1.6433 2.2031 2.3206 2.3618 。 2.871 。 1.9203 2.3557 2.3935 2.4159 1.4025 
1.9591 ”1.928 1.2625 1.3541 2.2263 1.5807 。 1.8039 1.6166 1.2197 1.2236 1.6922 0.96335 











1.7978 1.6616 0.93709 1.1868 0.69824 0.16428 。 1.7327 0.95505 1.3536 1.2832 1.1538 0.61867 
0.62523 0.89035 0.46394 0.5088 1.7534 ”1.0259 ”0.37077 “0.94067 0.37941 0.25167 0.77891 1.3697 
0.94126 1.1895 0.26198 0.60059 0.68501 0.19531 ”0.12812 ”1.2397 0.76627 0.4249 1.1374 0.83772 
0.21463 1.3671 0.83017 1.4132 1.2313 ”0.3089 -0.006057 0.59259 0.45308 0.18609 0.8465 1.3317 
0.30432 0.1444 ”0.435 ”0.88024 0.11233 -0.070364 0.46137 0.47981 0.74641 0.19745 0.41194 0.2611 
0.43065 1.2299 0.15113 -0.22709 0.67362 -0.020406 0.44189 “0.10287 0.67713 0.67878 0.29351 -0.63869 
0.44798 1.1715 0.87767 -0.4282 0.3163 0.0085371 -0.16908 -0.28006 0.47553 0.11058 0.34733 0.12978 
5603 0.48803 0.66124 78 922 -0.23006 ”0.79504 0.076187 
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16 设 从 A,B 两 个 不 同 的 地 区 各 取得 某 种 植物 的 样品 12 个 ， 测 得 植物 中 铁 元 素 含量 (4gAg ) 的 
数据 如 下 ， 假 定 已 经 知道 这 种 植物 中 铁 元 素 含量 分 布 为 正 态 ， 且 分 布 的 方差 是 不 受 地 区 影响 
的 ， 检 验 这 两 个 地 区 该 种 植物 中 铁 元 素 含量 的 分 布 是 否 相同 。 













11.2 
18 


19.2 
17 


10.1 
12 


16.5 
19.5 


18.2 
9.7 


11.4 
10.2 





11.5 7.6 


16.2 

17 一 批 由 同 种 原料 织 成 的 布 ， 用 不 同 的 染 整 工艺 处 理 ， 每 台 进 行 缩水 事 试验 ， 目 的 是 考察 不 同 
的 工艺 对 布 的 缩水 率 是 否 有 显著 影响 。 现 采用 5 种 不 同 的 染 整 工艺 ， 每 种 工艺 处 理 4 块 布 
样 ， 测 得 缩水 率 的 百分数 见 下 表 。 试 判定 染 整 工艺 对 缩水 率 有 无 显著 影响 。 





18.6 
15.2 





12.3 











染 整 工艺 数据 
78 73 83 8.7 8.8 
.65 42 82 10.1 7.8 





染 整 工艺 数据 
6.5 











9.5 









9.3 





4.3 

3.2 

18 抽查 某 地 区 3 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 身高 由 下 表 给 出 ， 问 该 地 区 这 3 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 
平均 身高 是 否 有 显著 差别 (a = 0.05)? 


6.1 











8.6 7.2 11.4 





4.2 








实测 身高 数据 
128.1 134.1 133.1 138.9 140.8 127.4 
150.3 147.9 136.8 126 150.7 155.8 

















144.5 
19 下 表 记 录 了 3 位 操作 工分 别 在 4 台 不 同 机 器 上 操作 的 日 产量 ， 试 检验 
人 GD 操作 工 之 间 的 差异 是 否 显著 ? 
加 机 器 之 间 的 差异 是 否 显著 ? 

图 交互 作用 是 否 显著 (a = 0.05)? 














第 10 章 ”数学 问题 的 非 传统 解法 


前 面 各 章 系统 介绍 了 高 等 应 用 数学 各 个 领域 的 数学 问题 计算 机 辅助 求解 方法 。 近 几 
十 年 来 ， 科 学 家 们 仿照 人 类 思维 方式 或 其 他 自然 科学 的 研究 成 果 ， 发 展 出 了 很 多 新 的 分 
支 ， 用 来 解决 数学 和 其 他 应 用 科学 领域 的 问题 。 例 如 ， 仿 照 人 类 思维 和 语言 规则 提出 的 
模糊 逻辑 和 模糊 推理 ， 仿 照 生物 神经 网 络 提出 的 人 工 神经 网 络 ， 仿 照 生 物 遗 传 学 及 进化 
过 程 的 “ 适 者 生存 ”规律 提出 的 遗传 算法 和 进化 理论 等 。 这 些 理论 在 自动 控制 学 科 及 其 
他 科学 与 工程 领域 均 有 很 好 的 应 用 前 景 。 本 书 将 在 第 10.1 节 中 首先 介绍 经 典 集合 论 问题 
的 MATLAB 语言 求解 方法 ， 然 后 引入 模糊 集合 的 概念 并 介绍 基于 MATLAB 语言 的 模糊 
集合 与 模糊 推理 的 实现 方法 。 第 10.2 节 引入 人 工 神经 网 络 的 数学 表示 及 反馈 时 神经 网 络 
结构 ， 介 绍 利用 用 MATLAB 语言 神经 网 络 结构 设置 、 训 练 及 网 络 泛 化 的 全 过 程 ， 利 用 
MATLAB 神经 网 络 工具 箱 直接 求解 数 拟 合 问题 的 方法 。 第 10.3 节 实现 引入 遗传 算法 的 基 
本 概念 和 解 题 步骤 ， 并 介绍 其 在 无 约束 最 优化 与 有 约束 最 优化 问题 中 的 应 用 ， 并 通过 例 
子 介绍 利用 MATLAB 语言 现成 的 工具 求解 最 优化 问题 的 方法 。 第 10.4 节 介 绍 小 波 理论 
和 小 波 分 析 概 述 ， 并 介绍 如 何 用 MATLAB 语言 的 小 波 工具 箱 求解 噪声 滤波 等 。 第 10.5 
节 将 介绍 粗糙 集 的 基本 理论 ， 然 后 介绍 其 在 条 件 约 简 等 领域 的 应 用 。 第 10.6 节 还 将 介绍 
分 数 阶 微 积分 及 微分 方程 的 近似 方法 。 本 章 简要 介绍 这 些 理论 的 基本 概念 ， 但 均 侧重 于 
介绍 用 MATLAB 语言 或 相应 的 工具 箱 如 何 求解 这 些 问题 的 方法 介绍 。 


10.1 模糊 逻辑 与 模糊 推理 


10.1.1 经 典 集合 论 和 模糊 集 
10.1.1.1 经典 可 枚 举 集合 论 问题 及 MATLAB 求解 
集合 论 是 现代 数学 的 基础 。 所 谓 集合 ， 就 是 一 些 事物 的 全 体 ， 而 其 中 每 一 个 事物 均 
称 为 集合 中 的 一 个 元 素 。 若 事物 o 是 集合 4 中 的 一 个 元 素 ， 则 记 ae 4， 称 为 属于 4。 
若 5 不 是 4 集合 中 的 元 素 ， 则 记 口 & 4。 所 谓 可 枚 举 集合 ， 就 是 该 集合 中 的 所 有 元 素 均 可 
以 一 一 列 出 的 集合 。 在 MATLAB 中 用 向 量 或 单元 数组 的 形式 就 可 以 表示 这 样 的 集合 。 例 
如 ， 下 面 的 语句 均 可 以 表示 集合 。 
>> Ah=[L2356793411 数字 构成 的 集合 ,可 以 有 重复 元 素 
B-{l12356793414 % 上 述 集合 的 单元 数组 表示 方法 ， 二 者 等 价 
C={f;ssa: ,jsjhs ,su'，whi,xkjshd,kshk) Y% 字符 串 集合 ， 可 以 为 人 名 等 
MATLAB 语言 提供 了 集合 定义 与 基本 运算 函数 。 在 表 10-1 中 列 出 了 进行 集合 运算 的 
函数 及 解释 ， 用 这 些 函 数 可 以 对 集合 进行 操作 ， 这 些 函数 还 可 以 炭 套 使 用 ， 建 立 较 复杂 
的 集合 运算 。 遗 城 的 是 ， 这 些 函 数 不 能 用 于 符号 表达 式 的 集合 运算 。 
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表 10-1 MATLAB 下 集合 运算 的 函数 





















运算 名 称 MATLAB 语句 集合 运算 描述 

并 集运 算 | 4=union( 日 ,C) 求 两 个 集合 妃 和 C 的 并 集 ， 数 学 记号 为 4 = 巨 UC， 和 集合 运算 后 的 结果 被 重 
新 排序 

差 集 运算 | eeetfiftf( 瑟 ,C) 求 两 个 集合 马 和 C 的 差 集 ， 记 作 4 = B\NC， 亦 即 从 集合 已 中 删除 C 中 的 元 
素 剩 下 的 元 素 ， 结 果 被 重新 排序 

交集 运算 | 4=intersect( 已 ,C) | 求 两 个 集合 马 和 C 的 交集 ， 即 4 = 巨 门 C， 重 新 排序 

异 或 运算 | 4-eetzxor( 忆 ,C) 求 两 个 集合 已 和 C 的 异 或 运算 ， 即 从 妃 U C 中 删除 巨 门 C， 数 学 表示 为 
4=(BUC)N(B 站 C)， 结果 被 重新 排序 

惟一 运算 | 4=unique( 丰 ) 将 已 集 合 中 的 重复 元 素 删除 ， 得 出 的 是 惟一 的 元 素 集合 ， 结 果 被 排序 

属于 判定 | xey=tsmenber(a,B) | 判定 o 是 否 为 妃 集 合 中 的 元 素 ， 如 果 是 则 返回 xey 值 为 1， 否 则 返回 0， 记 作 
key=a e 忆 。 其 实 ， 在 属于 关系 中 ，a 也 可 以 为 矩阵 ， 这 时 返回 的 xey 为 和 
一 样 维 数 的 矩阵 ， 在 满足 属于 关系 的 元 素 处 为 1， 否 则 为 0 


【 例 10-1】 假 设 给 定 3 个 集合 4 = {1,4,5,8,7,3}， 忆 = {2,46,8,10}，C = {17,427,98}， 
试 演示 集合 的 各 种 运算 ， 并 验证 这 些 集合 满足 交换 律 (4UB)mC = (4 站 CUBPC)。 

【求解 〗 由 给 出 的 条 件 可 以 立即 输入 已 知 的 4, 妃 ,C 这 3 个 集合 ， 然 后 调用 集合 运算 的 命令 即 可 以 
得 出 如 下 的 结果 ， 这 些 结果 应 该 不 难 理解 。 


>> A=[1,4,5,8,7,3]; B=[2,4,6,8,10]; C=[1,7,4,2,7,9,8];  % 集合 定义 
D=unique(C) 久 求解 惟一 运算 ， 可 见 从 C 中 删除 了 重复 的 了 
D = 
2 4 7 8 9 
>> E=union(A,B) 久 求 出 并 集 


E = 
1 2 3 4 5 6 7 8 10 
>> F=intersect(A,B) % 求 出 交集 
F = 
4 8 


给 出 如 下 命令 ， 则 可 以 发 现 交换 律 左 侧 的 集合 与 右 侧 的 集合 求 差 集 ， 得 出 的 结果 为 空 集 ， 由 
此 验证 了 交换 律 的 正确 性 。 
>> G-setdiff (intersect(union(A,B) ,C) ,union(intersaect(A,C) ,intersect(B,C))) 
G = 
Empty matrix: 1-by-0 

现在 可 以 演示 ismember() 函数 在 全 合 运 算 中 的 应 用 。 
>> ismember(A,B) 
ang = 

0 寺 0 工 0 0 
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由 得 出 的 结果 看 ，4 集合 中 的 第 2 和 第 4 元 素 属于 媚 集合 ， 因 为 这 些 位 置 处 的 测试 结果 的 值 
为 1。 所 以 ， 可 以 用 下 面 的 语句 提取 出 4 集合 中 属于 已 的 元 素 ， 亦 即 得 出 4 门 妃 。 
>> ACismember(A,B)) 
ana = 
4 8 
【 例 10-2】 假 设 A 集合 为 字符 串 组 {)skhsak',ssd;,)ssfa'}， 刀 集合 {"sdsd',"ssd',"sssf?]， 
试 求 它们 的 并 集 与 交集 ， 令 C={?jsg'，"sjjfs”，,'ssd?}， 试 验证 结合 律 
(anaU(lcna=(4Uc)ma 
【求解 〗 字符 串 构成 的 集合 可 以 用 单元 数组 的 形式 表示 ， 也 可 以 进行 全 合 运算 ， 所 以 直接 用 下 面 
的 语 自 求 出 它们 的 交集 和 并 集 为 
>> A={yskhsak, ,ssd ,ssfa'; Bf)sdsd';'ssd，'sssf)}; F=union(A,B) 久 并 集 
F = 
yadsd) skhsak' "ssd "8sf "5S88 
>> D=intersect(A,B) 多 交集 
D - 
yssd， 
>> C={yjag; ,8jjfs，，'ssd'J; 可 以 由 下 面 的 集合 运算 验证 结合 律 
E-setdiff(union(intersect(A,B) ,intersect(C,B)) ,intersect(union(A,C),B)) 
E -= 
癸 
子 集 与 集合 包含 等 概念 是 集 谷 论 中 很 重要 的 概念 所谓 集 合 包含 即 集合 4 中 所 有 的 
元 素 均 为 集合 妃 的 元 素 ， 记 作 4 GE 妃 ， 称 为 也 包含 4 又 称 对 是 电 的 子 集 。 若 B\4 非 
空 ， 则 称 严格 包含 ， 记 作 4 c 巨 。MATLAB 中 并 未 直接 提供 集合 包含 或 子 集 的 函数 ， 但 
可 以 通过 下 面 的 命令 判定 包含 和 严格 包含 。 





【 例 10-3】 考 虑 例 10-2 中 的 轧 , 书 集合 ， 斌 判定 已 C 妃 是 否 满足 ， 并 由 痊 集合 验证 集合 的 自 反 
律 ， 亦 即 4S 4。 
【求解 〗 可 以 用 下 面 的 语句 进行 判定 : 
>> E-union(A,B) ; F=intersect(A,B); key=all(ismember(F,E)) 
key = 
于 ， 
事实 上 ,下 = 4UB, 已 =4 门 妃 ， 所 以 当然 忆 C 下 。 还 可 以 验证 4S 4， 亦 即 自 反 律 。 


>> xey=all(ismember(A,A)) 如 (length(setdiff(A,A))>0); 久 及 丈 用 
keyl=all(ismember(A,A)); [key,xey1] 区 人 S 从 当然 成 立 
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ang = 
工 0 
10.1.1.2 ”模糊 集合 

由 经 典 集合 论 可 见 ， 一 个 事物 c 要 么 就 属于 集合 4， 要 么 就 不 属于 集合 4， 没 有 其 他 - 
的 属于 关系 。 在 现代 科学 与 工程 应 用 中 ， 经 常会 出 现 模糊 的 概念 ， 亦 即 某 一 事物 a 以 一 
定 程度 属于 集合 4， 该 思想 是 模糊 集合 的 基础 。 

模糊 集合 的 概念 是 控制 论 专家 Lotf A Zadeh 教授 于 1965 年 引入 的 5。 目前 模糊 逻 
辑 已 经 广泛 地 应 用 于 理 、 工 、 农 、 医 各 种 各 样 的 领域 [ 电 。 在 自动 控制 领域 中 模糊 控制 也 
是 很 有 吸引 力 的 研究 方向 。 

在 本 书 前 面 的 介绍 中 实际 上 也 使 用 了 模糊 的 概念 ， 例 如 变 步 长 方法 中 关于 误差 的 描 
述 是 当 “ 误 差 较 大 时 …… ”， 只 不 过 在 实际 处 理 时 没有 使 用 模糊 的 方法 去 处 理 ， 而 直接 
使 用 了 确定 性 方法 解决 问题 。 

这 里 不 加 解释 和 翻译 地 直接 引入 文献 [24] 给 出 的 示意 图 来 表示 精确 性 与 意义 性 ， 如 
图 10-1 所 示 。 可 以 看 出 ， 现 实 世界 中 的 事物 并 非 都 是 越 精确 越 好 。Zadeh 教授 指出 ， 当 
问题 的 复杂 性 增加 时 ， 精 确 的 描述 将 失去 意义 ， 而 有 意义 的 描述 将 失去 精度 。 


图 局 E | 二 


于 全 二 二 


图 10-1 在 现实 世界 中 精确 性 与 意义 性 示意 图 (文献 [24]) 


10.1.2 ”隶属 度 与 模糊 化 
10.1.2.1 ” 钟 形 隶属 度 函数 
钟 形 隶 属 函 数 的 数学 表达 式 为 
ja 二 G01D) 


+ 是 攻 王 
CQ 


MATLAB 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 了 函数 gbellmf() ， 可 以 求 出 隶属 度 函 数 的 值 。 该 
函数 的 调用 格式 为 











-RESRRESIssg 
其 中 ，= 为 任意 给 定 的 自 变量 值 。 调 用 此 函数 则 可 以 求 出 = 处 的 隶属 度 函 数值 y。 
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【 例 10-4】 可 以 用 绘制 出 不 同 参数 组 合 下 的 钟 形 素 属 度 函 数 曲 线 。 具 体 的 方法 是 ， 先 选 定 卫 向 
量 ， 则 分 别 改 变 abc 的 值 ， 可 以 得 出 如 图 10-2 所 示 的 隶属 度 函 数 曲 线 ， 从 得 出 的 曲线 可 以 观察 
出 隶属 度 函 教 对 ab,c 参数 的 依赖 关系 。 
>> x=[0:0.05:10] '; y= 口 ; a0=1:5; b=2; c=3; 
for a=a0，y=[y gbellmf (x, [a,b,c])]; end 
yl=[] ; a=1; b0=1:4; c=3; for b=b0，yl=[y1 gbellmf(x, [a,b,c])]; end 
y2=[] ; a=2; b=2; c0=: or c=c0，y2=[y2 gbellmf(x, [a,b,c])]; end 
plot(x;y); figurei Plot(x,y1); figurei Plot(x,y2) 















(be 雪 数 变化 
图 10-2 钟 形 隶 属 度 函数 曲线 

从 得 出 的 曲线 形状 可 以 看 出 ， 当 其 他 参数 不 变 ， 只 修改 Q 值 时 ， 若 0 值 小 则 曲线 形状 很 窜 ， 
增 大 a 的 值 则 曲线 变 宽 ，c 参数 只 能 用 于 平移 曲线 ， 不 政变 曲线 的 形状 ， 妨 参数 增 大 将 增加 上 升 段 
和 下 降 段 的 陡 度 ， 可 以 通过 这 些 参 数 的 组 合 有 意识 地 得 出 合适 的 素 属 度 函 数 := 


10.1.2.2 ”Gauss 隶属 度 函 数 
Gauss 隶属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 





jz) = 3 (10-1-2) 


MATLAB 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 了 gaussmf () 函数 ， 可 以 求 取 Gauss 隶属 度 的 值 。 
该 函数 的 调用 格式 为 





【 例 10-5】 不 同 c 和 参数 的 Gauss 素 属 度 函 教 可 以 通过 下 面 的 语 折 绘制 出 来 ， 如 图 10-3 所 示 。 
该 函数 实际 上 和 第 9 章 定义 的 正 态 分 布 概 幸 密度 函 教 形 状 是 一 致 的 。 可 以 看 出 ， 当 上 变化 时 ， 隶 
属 度 函 数 曲 线形 状 不 变 ， 只 作 左 右 平移 ，C 增 大 时 曲线 变 宽 。 
>> x=[0:0.05:10]:; y=[]; c0=1:4; s=3; for c=c0，y=[y gaussmf(x,[s,c])] ; end 
yl=[]; c=5; sig0=1:4; for sig=sig0，yl=[yt gaussmfkx, [sig,c])]; end; 
plot(x,y); figurei plot(x,y1) 
10.1.2.3 Sigmoid 型 隶属 度 函 数 


Sigmoid 型 隶属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 
I 


Tc) 一 3) (10-1-3) 
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4 6 站 6 
(a) c 参 数 变化 (b) = 参数 变化 
图 10-3 Gauss 隶属 度 函数 曲线 


该 隶属 度 可 以 用 MATLAB 函数 sigmf () 求 出 
V=signf(z, [ac]) 
【 例 10-6】Sigmoid 函数 在 a 和 上 c 变量 的 不 同 取 值 下 隶属 度 函 数 形状 如 图 10-4 所 示 。 可 见 ， 当 
参数 增加 或 减 小 时 ，Sigmoid 函数 向 右 或 向 左 进行 平移 ,而 隶属 度 函 教 的 形状 不 变 ， 当 口 参 数 增 
大 或 碱 小 时 ， 曲 线 变 得 更 陡 或 更 平 色 。 另 外 应 该 注意 ， 该 函数 是 单 值 的 ， 故 可 以 使 用 于 凶 右 区 间 
的 素 属 函数 描述 ， 季 左 侧 区 间 的 隶属 函 教 可 以 用 工 一 蕊 z) 来 表示 。 
>> x=[0:0.05:10],; y=[]; c0=1:4; a=3; for cnc0) y=[y sigmnf(x, [ayc])] ;end 
yl=[] ; c=5; a0=1:2:7; for a=a0，yl=[y1 sigmf(x, [aic])]; endi 
plot(x,y); figure; Plot(x,71) 











o: 
三 


人 。 作 数 变化 了 地 化 
图 10-4 Sigmoid 隶属 度 函 数 曲 线 ” 


10.1.2.4 ”隶属 度 函 数 的 图 形 编辑 界面 

隶属 度 函 数 可 以 由 MATLAB 放下 全 全 人 芭 古训 在 
MATLAB 提示 符 下 键入 mfedit 命令 就 可 以 打开 隶属 函数 编辑 界面 ;5 如 图 10.5 所 示 。 其 
中 给 出 了 3 个 隶属 函数 的 原型 ， 用 户 可 以 通过 界面 中 的 选项 设置 各 种 隶属 函数 ， 可 以 由 对 
话 框 右 下 栏目 中 的 内 容 对 当前 隶属 函数 的 形状 和 参数 进行 编辑 ， 也 可 以 通过 通过 鼠标 在 
隶属 函数 示意 图 上 可 视 地 修改 隶属 函数 的 参数 。 
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图 10-5 隶属 度 函数 图 形 编辑 界面 


如 果 想 再 添加 一 个 隶属 函数 ， 则 可 以 选择 Edit 一 Add custom MF 菜单 ， 如 图 10-6 
(a) 所 示 ， 设 置 完成 后 就 可 以 在 编辑 区 域 能 添加 一 个 隶属 函数 ， 对 这 个 新 添加 的 隶属 函数 
可 以 按 前 面 的 的 方式 进行 修改 ， 例 如 可 以 改变 成 如 图 10-6 (b) 所 示 的 形式 。 
于 Memeershpfincionpkts bitporir [ 19 


mt mt2 mi2e 
Eve 
几 ET 





Ada = 
ad Custom 上 05 
Reneve Seleeted 轨 
emove AL ms 





Se 
人) Edit 荣 音 修改 后 的 隶属 度 函数 
图 10-6 丸 属 度 函 数 的 编辑 结果 
10.1.3 ”模糊 推理 系统 建立 


用 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 的 newfis() 函数 可 以 构建 出 模糊 推理 系统 的 数据 结构 。 其 
中 ，FITS 为 模糊 推理 系统 fuzzy inference system 的 缩写 。 该 函数 的 调用 格式 为 
fis=neiEig(nane) 3 
其 中 ，name 为 字符 率 ， 表 示 模 糊 推理 系统 的 名 称 ， 通过 该 函数 可 以 建立 起 结构 体 fis， 
其 内 容 包括 模糊 的 与 、 或 运算 ， 解 模糊 算法 等 ， 这 些 属性 可 以 由 mevfis() 函数 直接 定 
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义 ， 也 可 以 事后 定义 。 定 义 了 模糊 推理 系统 fis 后 ， 可 以 调用 addvar() 函数 来 添加 系统 
的 输入 和 和 输出 变量 。 该 函数 的 调用 格式 为 
fis=addvar(fis;input?iinamesa 
fis=addvar(fis,youtput ,onameyto) 
其 中 ，uwi 及 v 为 输入 或 输出 变量 的 取 值 范围 ， 亦 即 最 小 值 与 最 大 值 构成 的 行 向 量 。 通 过 
这 样 的 方法 可 以 进一步 定义 fis 的 输入 输出 情况 ， 每 个 变量 的 隶属 函数 可 以 用 addmf () 
函数 定义 ， 也 可 以 用 mfedit() 定义 。 
【 例 10-7】 假 设 某 模 糊 推理 系统 有 两 个 输入 变量 ipl 和 ipz， 并 有 一 个 输出 变量 op， 且 假设 ipl 
的 取 值 范围 为 (-3,3)， 分 为 3 个 区 间 ， 素 属 函数 选择 为 钟 形 函 数 ， 输 入 信号 ip2 的 取 值 范围 为 
(-5,5)， 分 为 3 个 区 间 ， 素 属 函数 选择 为 Gauss 型 函数 ， 输 出 信号 op 的 取 值 范围 为 (一 2,2)， 隶 
属 函 数 为 Sigmoid 型 函数 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 构造 模糊 推理 系统 原型 ， 并 用 fuzzy() 函数 编辑 
此 模糊 推理 系统 。 
>> fff=newfis(;cl0mfisy); 》% 建立 模糊 推理 系统 模型 
fff=addvar(fff,，input，ipl),[-3,3]); 久 定义 第 一 路 给 入 
fff=addvar(fff,'input ,ip2?,[-5,5]); 人 定义 第 二 路 输入 
fff=addvar(fff,，output:,:op:,[-2,2]); 久 定义 给 出 信号 
fuzzy(ffE) % 用 fuzzy() 函数 可 视 地 编辑 模糊 推理 系统 
由 fuzzy() 函数 可 以 打开 模糊 推理 系统 的 程序 界面 ， 如 图 10-7 所 示 。 








图 10-7 模糊 推理 系统 编辑 界面 
在 得 出 的 界面 下 ， 选 择 Edit 一 Membership functions 莱 兴 项 ， 可 以 打开 如 图 10-5 所 示 的 未 属 
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度 编辑 界面 。 在 得 出 的 界面 上 选择 ipl 图 标 ， 再 选择 Edit 一 Add MFs 莱 单 项 ， 可 以 打开 如 图 10-8 
(a) 所 示 的 对 话 框 ， 可 以 通过 该 对 话 框 定义 各 个 信号 的 隶属 函数 。 例 如 ， 可 以 通过 编辑 得 出 如 图 
10-8 (b) 所 示 的 输出 丸 属 函数: 


assp nanpets paipone | 9 











人 @) 隶属 函数 设置 对 话 框 (b) 修改 后 的 输出 变量 隶属 度 函 数 
图 10-8 隶属 度 函 数 的 编辑 结果 


10.1.4 模糊 规则 与 模糊 推理 


10.1.4.1 ”模糊 化 

若 将 某 信号 用 三 个 隶属 函数 表示 , 则 一 般 对 应 的 物理 意义 是 “很 小 、“ 中 等 " 与 “ 较 
大 *"， 若 分 为 5 段 ， 则 可 以 表示 为 “很 小 " 、“ 较 小 * 中 等 "、* 较 大 ”和 “很 大 ， 一 个 精 
确 的 信号 可 以 通过 这 样 一 组 隶属 函数 模糊 化 ， 变 成 模糊 信号 。 
10.1.4.2 ”模糊 规则 


如 果 将 多 路 信号 均 模糊 化 ， 则 可 以 用 if ，slse 型 语句 表示 出 模糊 推理 关系 。 例 如 ， 
若 输入 信号 ipi “很 小 "， 是 输入 信号 ipz “ 较 大 "， 则 设置 “ 较 大 "的 输出 信号 cp， 这 样 的 
推理 关系 可 以 表示 成 

证 pi 为 “ 根 术 ” aa ip 为 “很 大 "，then op “很 大 ” 

模糊 推理 规则 可 以 通过 ruleedit() 函数 生成 的 界面 来 设 定 ， 也 可 以 从 mfedit() 函 
数 界面 的 Edit -Rules 菜单 项 编辑 模糊 推理 规则 ， 这 将 打开 如 图 10.9 所 示 的 对 话 框 。 用 
该 对 话 框 可 以 逐条 将 推理 规则 输入 到 系统 中 ， 每 设 定 一 条 规则 后 可 以 单 击 Add rule 按 
钮 ， 将 规则 添加 到 规则 库 中 。 如 果 想 删除 某 条 规则 ， 则 选中 该 规则 ， 然 后 单 击 Dalete rule 
按钮 即 可 删除 。 

编辑 后 的 规则 还 可 以 单 击 Change Rule 按钮 进行 修改 。 完 成 了 模糊 规则 的 编辑 ， 则 可 
以 单 击 close 按钮 关闭 编辑 窗口 。 模 糊 推理 规则 可 以 由 View 一 Surface 菜单 项 进行 处 理 ， 
得 出 如 图 10-10 (a) 所 示 的 三 维 图 形 ， 表 明 从 输入 信号 到 输出 信 呈 的 上 射 关系 。 

模糊 规则 还 可 以 更 简单 地 用 数据 向 量 表示 ， 多 行 向 量 可 以 构成 多 条 模糊 规则 矩阵 。 
每 行 向 量 有 mm 十 m 十 2 个 元 素 ，mun 分 别 为 输入 变量 和 输出 变量 的 个 数 ， 其 中 前 灾 个 元 素 
表示 输入 信号 的 求 属 函数 序号 ， 次 ” 个 元 素 对 应 输出 信号 的 隶属 函数 序号 ， 第 峰 十 ! 十 1 
表示 输出 的 加 权 系数 ， 最 后 一 个 元 素 表示 输入 信号 的 逻辑 关系 1 表示 好 辑 “ 与 "，2 表 
示 逻 辑 “或 "。 例 如 对 图 10.9 中 的 第 3 条 遥 辑 关系 来 说 ， 若 用 数据 向 量 的 形式 可 以 表示 为 


346 第 10 章 数学 问题 的 非 传统 解法 





PP rtsm2)or(p2emfi)then(opsmf)() 
.piemtaor(p2smfD)then opismft)CD 

Hp 这 mi3) or (p2 民 mt2)then (op tmf2)C) 
pt ema)or@p2ema)then(opsm( 
Op1EmfD) or (p2mi3)then (opsmt2)() 





(a) 模 贿 规则 的 三 维 表 面 图 (b) 模糊 推理 系统 的 图 形 表 示 
图 10-10 模糊 规则 图 形 表 示 


有 天 对。 
其 抽 是 面 的 规则 生成 一个 规则 抵 了 玉 ， 则 可 以 由 下 面 的 命令 直接 补 加 到 模糊 推理 系 
统 fis 原 有 的 规则 后 面 。 
fig=addrule(fis, 甩 ) 

10.1.4.3” 解 模糊 化 

通过 模糊 推理 可 以 得 出 模糊 输出 量 op， 此 模糊 量 可 以 通过 指定 的 算法 精确 化 ， 亦 
称 解 模糊 化 (defuzzifcation)。 模 糊 逻 辑 工具 箱 提供 了 多 种 解 模糊 化 的 算法 ， 可 以 由 如 图 
10-7 所 示 的 对 话 框 Defuzzifications 栏 目 ， 亦 即 对 话 框 中 如 图 10-10 (b) 所 示 的 部 分 选择 解 
模糊 化 算法 。 
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按照 上 述 的 方式 就 可 以 建立 起 模糊 推理 系统 的 数据 结构 。 可 以 由 File 菜单 对 模型 进行 
处 理 ， 例 如 可 以 用 File 一 Export 一 To Disk 菜单 项 将 其 存 成 文件 ， 后 缀 名 为 fs。 用 户 可 
以 将 前 面 编辑 的 模糊 推理 系统 存储 成 cl10mfis.fis 文件 。 该 工作 还 可 以 通过 writefis() 函 
数 完成 。 还 可 以 由 File 一 Export 一 To Workspace 菜单 项 将 其 存 入 MATLAB 工作 空间 ， 
存储 时 应 该 给 出 变量 名 。 
模糊 推理 问题 还 可 以 用 MATLAB 函数 evalfis() 求解 。 该 函数 的 调用 格式 为 
g=evalfis( 居 ,fis) 
其 中 ,天 为 矩阵 ， 其 各 列 为 各 个 输入 信号 的 精确 值 ，evalfis() 函数 会 对 用 户 定义 的 模 
糊 推 理 系统 fis 对 这 些 输入 信号 进行 模糊 化 ， 用 该 系统 进行 模糊 推理 ， 并 将 结果 进行 解 
模糊 化 ， 得 出 相应 的 精确 输出 信号 y。 
【 例 10-8】 假 设 已 经 按 上 述 方式 建立 起 了 模糊 推理 模型 ， 在 x-y 平面 内 的 (一 3, -5) -- (3,5) 区 域内 
进行 网 格 分 割 ， 试 用 此 模糊 推理 系统 绘制 出 输出 的 三 维 曲 面 . 
【求解 〗 采 用 下 面 的 庶 句 可 以 先 读 入 前 面 建立 的 模糊 推理 系统 ， 并 对 感 兴趣 的 x-y 平面 区 域 进行 
网 格 分 割 ， 将 网 格 数据 转换 成 列 向 量 ， 再 由 evalfis() 函数 求 出 曲面 的 z 坐标 值 ， 这 样 就 可 以 用 
下 面 的 语句 绘制 出 三 维 曲面 ， 如 图 10-11 所 示 。 
>> fff=readfis(;cl0mfis.fis)); 人 读 入 模糊 推理 系统 文件 
[x,7]=meshgrid(-3:.2:3,-5:.2:5); 办 进行 网 格 分 害 
xl=x(:); yl=y(:); zl=evalfis([xl y1] ,ft) 1 久 模糊 推理 
z=reshape(zl,size(x)); surf(x,y,zZ) 久 绘制 曲面 


2 
0 [ 汪 双 ] 
<- 
-5 志 


图 10-11 由 模糊 推理 得 出 的 输出 曲面 


10.2 ”神经 网 络 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 


人 工 神经 网 络 是 在 对 复杂 的 生物 神经 网 络 研究 和 理解 的 基础 上 发 展 起 来 的 : 人 脑 是 
由 大 约 101 个 高 度 互 连 的 单元 构成 ， 这 些 单元 称 为 神经 元 ， 每 个 神经 元 约 有 104 个 连 
接 H。 仿 照 生物 的 神经 元 ， 可 以 用 数学 方式 表示 神经 元 ， 引 入 人 工 神经 元 的 概念 ， 并 由 
神经 元 的 互 连 可 以 定义 出 不 同 种 类 的 神经 网 络 。 限 于 当前 的 计算 机 水 平 ， 人 工 神经 网 络 
不 可 能 有 人 脑 那 么 复杂 。 
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本 节 将 首先 介绍 人 工 神经 元 和 人 工 神经 网 络 的 数学 结构 ， 然 后 介绍 神经 网 络 的 建 
立 、 训 练 与 泛 化 的 概念 以 及 MATLAB 语言 的 神经 网 络 工具 箱 在 解决 这 些 问题 中 的 应 用 ， 
最 后 介绍 一 个 用 户 界面 来 利用 神经 网 络 求解 数据 拟 合 中 的 问题 。 


10.2.1 神经 网 络 基础 知识 


10.2.1.1 “神经 网 络 的 概念 及 结构 


单个 人 工 神经 元 的 数学 表示 形式 如 图 10-12 所 示 。 其 中 ，zl,z2,… ,zn 为 一 组 输入 信 
号 ， 它 们 经 过 权 值 w 加 权 后 求 和 ， 再 加 上 闵 值 )， 则 得 出 u 的 值 ， 可 以 认为 该 值 为 输入 
信号 与 阔 值 所 构成 的 广义 输入 信号 的 线性 组 合 。 该 信号 经 过 传输 函数 f(.) 可 以 得 出 神经 
元 的 输出 信号 y。 


3= fu) 
-Oo 


输出 端 4 











图 10-12 神经 元 的 基本 结构 


在 神经 元 中 ， 权 值 和 传输 函数 是 两 个 关键 的 因素 。 权 值 的 物理 意义 是 输入 信号 的 强 
度 ， 若 涉及 多 个 神经 元 则 可 以 理解 成 神经 元 之 间 的 连接 强度 。 神 经 元 的 权 值 wi 应 该 通过 
神经 元 对 样本 点 反复 的 学 习 过 程 而 确定 ， 而 这 样 的 学 习 过 程 在 神经 网 络 理论 中 又 称 为 训 
练 。 传 输 函 数 又 称 为 激励 函数 ， 可 以 理解 成 对 ui 信号 的 非 线性 映射 ， 一 般 的 传输 函数 应 
该 为 单 值 函 数 ， 使 得 神经 元 是 可 逆 的 。 常 用 的 传输 函数 有 Sigmoid 函数 和 对 数 Sigmoid 函 
数 ， 它 们 的 数学 表达 式 分 别 为 

2 1 一 e-2z 
Sigmoid 函数 f(z) = 了 和 过 区 


对 数 Sigmoid 函数 fj(z) = 


(10-2-1) 





了 二 从 
当然 也 可 以 使 用 简单 的 饱和 函数 和 阶 牙 酝 数 作为 传输 函数 。 下 面 将 通过 例子 介绍 各 类 传 
输 函 数 的 形状 及 基于 MATLAB 神经 网 络 工具 箱 的 绘制 方法 。 
【 例 10-9 ] 试 绘制 出 各 种 常用 的 传输 函数 曲线 = 
【求解 〗 用 下 面 的 语句 可 以 直接 绘制 出 Sigmoid 函 教 的 曲线 ， 如 图 10-13 所 示 。 
>> x=-2:0.01:2; y=tansig(x); plot(x,y) 

用 logsig() 语句 取代 前 面 的 tansig() 函 教 则 得 出 对 数 Sigmoid 函数 曲线 。 另外 ， 由 其 他 函数 可 
以 绘制 出 另外 几 种 传输 函数 曲线 ， 如 图 10-13 所 示 ， 同 时 给 出 了 绘制 这 些 传输 函数 的 MATLAB 函 
数 名 。 - 

由 若干 个 神经 元 相互 连接 ， 则 可 以 构成 一 种 网 络 ， 称 为 神经 网 络 。 由 于 连接 方式 的 
不 同 ， 神 经 网 络 的 类 型 也 将 不 同 。 这 里 仅 介绍 前 馈 神经 网 络 ， 因 为 其 权 值 训练 中 采用 误 
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图 10-13 各 种 传输 函数 曲线 


差 逆 向 传播 的 方式 ， 所 以 这 类 神经 网 络 更 多 地 称 为 反 向 传播 (back propagation) 神经 网 
络 ， 简 称 BP 网 。BP 网 的 基本 网 络 结构 如 图 10-14 所 示 。 这 类 的 神经 网 络 层 数 的 定义 和 
一 般 神经 网 络 教 材 稍 有 差异 ， 图 10-14 中 给 出 的 最 后 一 个 隐 层 实际 上 本 身 就 是 输出 层 ， 所 
以 实际 隐 层 数 为 大 一 1。 





图 10-14 神经 元 的 基本 结构 


利用 MATLAB 语言 的 神经 网 络 工具 箱 提 供 的 现成 函数 和 神经 阅 颖 类， 建立 起 一 个 前 
馈 的 BP 神经 网 络 模型 还 是 很 容易 的 ， 可 以 使 用 newft() 函数 : 收 体 的 语句 格式 为 


其 中 ，zm 和 zx 分 别 为 列 向 量 ， 存 储 各 个 样本 输入 数据 的 最 小 值 和 最 大 值 。 若 样本 数据 
已 知 ， 还 可 以 用 min() 和 max() 函数 求 出 ， 第 2 个 输入 变量 是 一 个 行 向 量 ， 用 户 可 以 将 
神经 网 络 各 层 的 节点 数 输入 ， 单 元 的 个 数 为 隐 层 层 数 = 函数 的 第 3 个 输入 变量 为 单元 式 数 
组 ， 由 若干 个 字符 串 构成 ， 每 个 字符 串 对 应 于 该 层 的 传输 函数 类 型 。 注 意 ,， 这 类 要 求 同 
一 层 应 该 使 用 相同 的 传输 函数 。 给 了 这 些 信息 后 ; 就 可 以 构造 出 神经 网 络 数据 对 象 net， 

该 对 象 的 一 些 重要 属性 在 表 10-2 中 给 出 。 下 面 通过 例子 演示 神经 网 络 对 象 的 建立 。 
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表 10-2 神经 网 络 对 象 的 常用 属性 








属性 名 数据 类 型 属性 说 明 默认 参数 
met .IN 单元 数组 | 输入 层 和 隐 层 加 权 ， 其 中 net.Iwfi} 为 输入 层 的 加 权 和 矩 | ”随机 
阵 ，net.Twfi + 1]} 为 第 i 隐 层 的 加 权 和 矩阵 
net .numInputs 整 型 “| 输入 路 数 ， 可 以 由 mm 或 =M 维 数 自动 计算 出 来 
met .numLayers 整 型 隐 层 数 ， 可 以 由 newff() 语句 调用 时 的 参数 确定 
et .LN 单元 数组 | 输入 层 和 隐 层 加 权 ， 其 中 net.Iufi} 为 输入 层 的 加 权 德 | ”随机 


阵 ，net.ITW{i + 1]} 为 第 i 隆 层 的 加 权 和 矩阵 
met ,trainParam.epochs 整 型 最 大 训练 步 数 ， 当 误差 准则 满足 ， 即 使 未 训练 到 此 步 枝 也 将 停 100 


止 训 练 、 返 回 训练 结果 
et .trainParam.] 工 实 型 自学 习 的 学 习 率 0.01 
met .trainParam ,goal 实 型 训练 误差 准则 ， 当 误差 小 于 此 值 时 停止 训练 0 
met .trainFcn 字符 串 | 训练 算法 ， 可 选择 'traincgf， ( 共 轰 料 度 法 )、'train， | ，'train? 


( 批 处 理 训练 算法 )、'traingdm* (带动 量 的 梯度 下 降 算 
法 ) 、'trainlm， (Levenberg-Marquardt 算法 ) 等 











【 例 10-10】 假 设 输入 信号 为 2 路 ， 其 信号 范围 分 别 为 [0,1]] 和 (一 1,5)， 且 输出 信号 为 单 路 信号 ， 
试 利用 newff() 函数 建立 所 需 的 前 镇 网 络 对 象 。 
【求解 〗】 首先 考虑 建立 一 个 前 馈 网 络 ， 使 其 有 2 个 隐 层 ,其 中 第 1 隐 层 有 8 个 节点 ， 且 该 层 神经 
元 均 采 用 对 数 型 Sigmoid 传输 函数 ， 第 2 层 的 节点 个 教 应 该 等 于 输出 信号 的 路 数 ; 故 只 能 选择 其 
节点 数 为 1， 并 假设 该 层 条 用 的 传输 函数 为 Sigmoid 函数 。 这 样 可 以 用 下 面 的 语 揣 可 以 立即 建立 
出 所 需 的 前 锁 神 经 网 络 的 数据 结构 为 

>> net=nevff([0,1; -1,5] ,[8,1] ,ftansig”， ,iogaig， 了; 

若 需 要 建立 含有 3 个 隐 层 的 神经 网 络 ， 令 第 1 层 有 竺 个 节点 ， 传 办 函数 为 线性 函数 ， 第 2 层 

有 6 个 节点 ， 传 给 函 数 为 1ogsig()， 第 3 层 有 一 个 节点 ， 使 用 的 传输 函数 为 tansig()， 这 样 可 
以 建立 起 所 需 的 神经 网 络 模型 。 

>> net=newff([0,1; -1,5] ,[4 6 匡 if*purelinyyytansig?， "TIogsig?]}); 


除了 神经 网 络 结构 之 外 ， 还 可 以 用 下 面 的 语句 格式 设 定 其 他 参数 ， 如 





10.2.1.2 神经 网 络 的 训练 与 泛 化 


若 建立 了 神经 网 络 模型 aet， 则 可 以 调用 trainO) 3 
函数 的 调用 格式 为 
[netutzy 瑟 ;=tzaintnetiX) 
其 中 ,变量 尺 为 mn x M 矩阵 ,7 为 输入 变量 的 路 数 ， 2 为 样本 的 组 数 ， 北 为 殉 XM 抵 
阵 ，mm 为 输出 变量 的 路 数 ， 瑟 ,了 分 别 存 笠 样本 点 的 输 大 和 输出 数据 号 由 样本 点 数据 进行 
训练 ， 则 可 以 得 出 训练 后 的 神经 网 络 对 象 net， 且 可 以 返回 其 他 相关 的 内 容 ; tz 为 结构 
体 数据 ， 返 回 训练 的 相关 跟踪 信息 ,tr.epochs 为 训练 步 数 ，tr:pPezE 为 各 步 目 标 函 数 的 
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值 。 苞 和 吾 和 矩阵 分 别 返 回 由 神经 网 络 计算 出 的 输出 和 误差 矩阵 。 在 训练 过 程 中 将 每 隔 25 
步 自动 显示 一 次 训练 指标 。 训 练 结束 后 还 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 目标 值 曲线 : 
Plotperf (tr) 
如 果 在 给 出 的 最 大 训练 步 数 下 无 法 得 出 满足 要 求 的 网 络 ， 则 将 给 出 错误 的 信息 提 
示 。 用 户 可 以 再 调用 该 函数 一 次 ， 这 时 将 以 上 次 的 训练 结果 加 权 和 矩阵 为 初 值 继续 训练 ， 
用 户 可 以 循环 调用 该 语句 。 如 果 误 差 在 几 次 循环 后 仍 无 显著 改善 ， 则 说 明 网 络 结构 有 问 
题 ， 应 该 修改 网 络 结构 。 
神经 网 络 训练 完成 后 ， 可 以 利用 该 网 络 对 样本 区 域内 的 其 他 输入 量 求解 其 输出 值 ， 
这 种 求 值 的 方法 称 为 神经 网 络 的 仿真 或 泛 化 (generalization)， 可 以 理解 为 利用 神经 网 络 
进行 数据 拟 合 ， 对 新 的 输入 点 数据 X; 调用 sim() 函数 进行 泛 化 ， 得 出 这 些 输入 点 处 的 输 
出 矩阵 玖 ， 且 
五 =sim(net ,大 1) 
神经 网 络 是 否 成 功 不 在 于 对 样本 点 本 身 拟 合 误差 的 大 小 ， 而 关键 在 于 其 泛 化 效果 。 
如 果 对 样本 点 以 外 的 其 他 输入 点 均 有 较 好 的 拟 合 ， 则 说 明 该 神经 网 络 结构 合理 。 否 则 ， 
训练 出 来 的 神经 网 络 没有 应 用 价值 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 神经 网 络 及 其 在 数据 拟 合 中 
的 应 用 及 神经 网 络 控制 参数 对 训练 的 影响 。 


【 例 10-11】 考 虑 用 例 8-25 中 给 出 的 数据 ， 试 用 神经 网 络 对 其 进行 拟 合 。 
【求解 】 可 以 用 下 面 的 语 折 输入 样本 点 数据 ; 并 选择 前 馈 神 经 网 络 ; 设 有 2 个 隐 肢 ， 因 为 最 后 一 
个 隐 层 实际 上 为 输出 层 ， 所 以 其 节点 个 数 应 该 于 输出 路 数 一 致 ， 故 节 志 数 为 1。 现在 对 第 1 隐 层 
节点 个 数 为 5， 则 可 以 用 下 面 的 语 自 进行 神经 网 络 训练 ， 并 选择 更 密集 的 输入 数据 进行 泛 化 ， 得 
出 如 图 10-15 (a) 所 示 的 训练 误差 ， 并 得 出 如 图 10-15 (b) 所 示 的 泛 化 效果 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 拟 
合 效果 是 令 人 满意 的 ， 和 理论 曲线 之 间 看 不 出 任何 差异 。 
>> x=0: .5:10; y=0.12*exp(-0.213*x)+0:54*#exp(-0.17*#x) .Bin(1.23#X)3 
x0=[0:0.1:10] ; y0=0.12*exp(-0.213*Xx0)+0.54*+exp(-0:17+x0) .#sin(1.234x0)7 
net=nevff([0,10] ,[5,1] ,{tansig'irtansig ?7 
net .trainParam.epochs=1000; “ 儿 设 置 最 大 步 数 
net=train(net,x,y);  % 训练 神经 网 络 
figure; yl=sim(net,x0); plot(X,7，ro7yX070,x0,71， 30 
可 以 用 下 面 的 语句 显示 出 神经 网 络 的 权 值 。 
>> [net.IWf1} net.LWf2,1}:] 久 隐 层 权 值 和 输出 层 权 值 


ang = 
0.70445907118894 -0.32029853336996 
-0.86985068184514 -0.17924013602994 
0.51921490556482 1.63158538435790 
-0.31618496850319 2.68718431457960 
0.99490706700810 1.11936254874762 


选择 不 同 的 训练 算法 ， 则 将 得 出 不 同 的 误差 曲线 ， 如 力 10-16 (a) 所 示 : 
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(训练 误差 (b) 神经 网 络 曲线 拟 合 效果 


图 10-15 神经 网 络 拟 合 效果 


>> net=newff([0,10] ,[5,1] ,{)tansig',tansig'}); net.trainParam.epochs=100; 
net .trainFcn='trainlm:; [net,bl]=train(net,x,y); 
net=nevff([0,10] ,[5,1] ,{tansig,)tansig'T); net.trainParam.epochs=100; 
net .tratinFcn='traincgf'; [net,b2]=train(net,x,7); 
net=newff([0,10] ,[5,1] ,{?tansig',?tansig'}); net,.trainParam.epochs=100; 
net ,trainFcn=traingdx:; [net,b3]=train(net,x,7); 
semilogy(bl.epoch,bl.perf); hold on 
semilogy(b2.epoch,b2.perf,--'); semilogy(b3.epoch,b3.perf，: 内 
从 训练 效果 看 ， 用 其 他 算法 很 多 步 数 难 以 达到 的 训练 效果 用 Levenberg-Marquardt 算法 可 以 
较 少 步 就 能 得 出 满意 的 效果 。 下 面 再 讨论 各 层 传输 函数 对 训练 的 影响 ， 可 以 给 出 如 下 命令 对 不 同 
隐 层 组 合 进行 试验 ， 得 出 如 图 10-16 (b) 所 示 的 结果 。 可 见 ， 采 用 两 层 均 采用 tansig() 函数 的 训 
练 效果 明显 好 于 其 他 组 合 ， 故 在 实际 训练 中 若 没有 特殊 和 要求， 应 该 采用 Sigrmnoid 函数 。 
>> net=newff([0,10] ,[5,1] ,{tansig，?1ogsig'}); net,trainParam.epochs=100; 
net ,trainFcn='trainlm?; [net,b2]=train(net,x, 了 ); 
net=newff([0,10] ,[5,1] ,{1ogsig'，,tansig'}); [net,b3]=train(net,x,7); 
net=newff([0,10] ,[5,1] ,{1ogsig'，'1ogsig)}); [net,b4]=train(net,x,y)) 
semilogy(bl.epoch,bl.perf); hold on; semilogy(b2.epoch,b2.perf， 一) 
senilogy(b3.epoch,b3.perf,:)); semilogy(b4.epoch,b4.Perf，-.) 
若 增加 隐 层 节点 个 数 ， 例 如 增加 到 15， 则 可 以 重新 建立 神经 网 络 ， 并 进行 训练 ， 从 训练 结果 
看 ， 只 用 50 步 就 能 得 出 极 小 的 拟 合 误差 ， 如 图 10-17 (a) 所 示 。 得 出 的 蝎 线 拟 合 结果 如 图 10.17 
(b) 所 示 。 
>> net=newff([0,10] ,[15,1] ,{tansig:,tansig?]); net .trainParam.epochs=100; 
net .trainFcn=:trainlm:; [net,b2]=train(net,x,y); 
figure; yl=sim(net,x0); Plot(x0,y0,x0,71,x,7， 07) 
从 得 出 的 拟 合 结果 看 ， 似 乎 无 限 增 大 隐 层 节点 个 教 就 可 以 改进 拟 合 效果 。 其 实 不 然 ， 增 大 节 
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(a) 不 同 训练 算法 下 的 指标 曲线 (b) 不 同 传输 函数 组 合 
10-16 神经 网 络 控制 参数 及 其 作用 


点 个 数 会 改善 对 样本 点 的 拟 合 ， 但 对 其 他 点 的 函数 拟 合 将 得 出 如 图 10-17 (b) 所 示 的 结果 ， 亦 即 神 
经 网 络 泛 化 出 现 了 问题 ， 故 不 能 无 限 增加 节点 个 数 。 不 过 节点 个 数 如 何 选 择 至 今 没 有 公认 的 解析 
方法 ， 只 能 根据 实际 情况 用 试 凑 方 式 选 择 。 


Perfornance is 1.1362e-028. Goal is0 
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图 10-17 隐 节 点 个 数 选 为 15 时 神经 网 络 拟 合 效果 


【 例 10-12】 试 用 神经 网 络 对 例 8-6 中 给 出 的 二 元 函数 进行 曲面 拟 合 。 
【求解 】 先 考虑 用 下 面 的 语句 输入 样本 数据 ， 选 择 3 隐 层 网 络 ， 第 1,2 层 均 有 10 个 节点 ， 采 用 
Sigmoid 函数 作为 传输 函数 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语 白 对 该 网 络 进行 训练 ， 并 得 出 如 图 10-18 (a) 
所 示 的 泛 化 结果 。 
>> [x,y]=meshgrid(-3: .6:3，-2:.4:2); x=x(:)"; =y(:) 2 
z=(x.~2-2+x) .*exp(-X.~2- 了 .~2-x.#y); 负 注意 这 三 个 变量 均 应 为 行 向 量 
net=newff([-3 3; -2 2] ,[10,10,1] ,{tansig,?tansig ,itansig)]); 
net .trainParam.epochs=1000; net.trainFcn=;trainlm?; 
训练 神经 网 络 
:2); xl=x2(:)?; yl=y2(:) 2 






[Inet,b]=train(net, [xi 们 ,z); 
[x2,y2]=meshgrid(-3:.1:3，-2: 
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figure; zl=sim(net, [xl; y1] ); z2=reshape(zl,size(x2)); surf(x2,72,z2) 
泛 化 效果 不 是 很 理想 ， 部 分 点 处 有 较 大 波动 ， 现 在 设 定 第 2 层 选 择 20 个 节点 ， 则 可 以 得 出 如 
图 10-18 (b) 所 示 的 泛 化 效果 。 可见 ， 泛 化 效果 恶化 ， 说 明 节 点 数 选 择 过 多 。 从 总 体 拟 合 效果 看 ， 
因为 样本 点 不 充足 ， 不 足以 用 神经 网 络 得 出 较 好 的 拟 合 结果 ， 所 以 神经 网 络 直接 拟 合 效果 较 差 。 
>> net=nevff([-3 3; -2 2] ,[10,20,1] ,{tansig'，,'tansig?，tansig?J); 
[net,b]=train(net, [x; 中 ,z); 训练 神经 网 络 
zl=sim(net, [xl1; y1] ) ; z2=reshape(zl,size(x2)); surf(x2,y2,z2) 





(a) 第 2 隐 层 有 10 节点 (b) 第 2 陷 层 有 20 节点 
图 10-18 不 同 结构 的 拟 合 效果 
现在 给 出 密集 一 点 的 样本 点 ， 则 可 以 得 出 用 下 面 的 命令 分 别 得 出 当 第 2 层 节点 个 数 为 10 和 
20 时 ， 二 元 曲面 的 拟 合 效果 ， 如 图 10-19 (a)、 图 10-19 (b) 所 示 。 可见， 拟 合 效果 比 前 面 的 结果 
好 ， 但 远 不 如 第 8 章 中 减少 的 样 条 插值 的 效果 。 





-2 ES 1 
(b) 第 2 聊 层 节点 数 为 20 
图 10-19 神经 网 络 的 二 元 函数 拟 合 结果 





-2 


2 
(a) 第 2 隐 层 节点 数 为 10 


>> [x,7]=meshgrid(-3:.2:3，-2:.2:2); xx(321 -7(D) 7 
Z= (x.~2-2+x) .exp(-x.~2- 了 .2-x,#y) 
net=newff([-3 3; -2 2] , [10,10, 菇 ,{:tansig'y?tansig?y tansig?]J)3 
net .trainParam.epochs=100; net.trainFcn='trainlm? 





net=train(net, [xi 了 ,z); 
[xl,y1]=meshgrid(-3: .1:3，-2:.1:2); a=xli xl=x2(2223 .71-y2(3)7 5 
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zl=sim(net, [xl1; y1]); z2=reshape(zl,size(a)); surf(x2,7y2,z2) 
net=newvff([-3 3; -2 2] ,[10,20,1] ,{tansig','tansig ,tansig'J); 
net=train(net,[x;i y],z); 久 修改 节点 个 教 后 的 泛 化 效果 
figure; zl=sim(net, [xl; y1]); z2=reshape(zl,size(a)); surf(x2,72,z2) 
对 这 个 例子 来 说 ， 在 当前 测试 的 组 合 下 效果 远 远 差 于 例 8-6 中 介绍 的 样 条 插值 算法 。 用 前 馈 
神经 网 络 拟 合 时 ， 无 论 采 用 哪 种 训练 算法 ， 选 择 哪 种 网 络 和 节点 组 合 ， 得 出 的 误差 曲线 基本 均 如 
图 10-20 所 示 ， 当 误差 准则 等 于 0.0021 时 不 再 减少 ， 所 以 不 能 得 出 令 人 满意 的 拟 合 效果 。 
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10-20 二 元 函数 拟 合 的 误差 曲线 


在 神经 网 络 研究 中 ， 经 常 有 人 引用 这 样 的 理论 结果 ， 即 三 层 BP 网 络 可 以 按 任意 精度 
通 近 给 定 函 数 。 不 过 从 这 样 普通 的 例子 看 ， 即 使 选 定 500 个 隐 层 节点 ， 试 用 了 神经 网 络 工 
具 箱 中 提供 的 全 部 训练 算法 ， 也 无 法 得 出 小 于 10-3 的 误差 ， 故 而 此 例子 作者 没有 得 出 任 
意 精 度 的 可 行 的 神经 网 络 。 


10.2.2 神经 网 络 界 面 


MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 提供 了 一 个 可 以 直接 使 用 的 程序 。 在 MATLAB 命令 窗 
口中 给 出 antool 命令 ， 就 可 以 打开 一 个 如 图 10-21 所 示 的 图 形 用 户 界面 ， 可 以 用 该 界面 
建立 所 需 的 神经 网 络 模型 ， 并 可 以 由 已 知 数据 对 该 网 络 进行 训练 、 仿 真 。 下 面 将 通过 例 
子 演 示 神 经 网 络 图 形 界面 的 使 用 。 

【 例 10-.13】 考 虑 用 例 10-11 中 给 出 的 数据 和 神经 网 络 拟 合 效果 ， 试 利用 神经 网 络 工具 箱 的 nntool 
界面 完成 同样 的 拟 合 。 
【求解 】 可 以 先 输入 已 知 数据 ， 然 后 启动 antool， 将 得 出 如 图 10-21 所 示 的 程序 界面 。 可 以 通过 
这 个 界面 对 给 定 的 数据 进行 神经 网 络 拟 合 。 
>> x=0: .5:10; y=0.12*exp(-0.213#x)+0.54*exp(-0.17*x) .*sin(1.23*Xx) 
x0=[0:0.1:10]; y0=0.12*exp(-0.213*+x0)+0.54*exp(-0.17*#xO) .站 Sin(1.23*XxO) 
mntool 。 多 启动 神经 网 络 拟 合 界面 

如 果 想 利用 神经 网 络 拟 合 系统 ， 首 先 需要 将 数据 输入 到 此 界面 。 这 可 以 通过 Import 按钮 来 实 

现 ， 单 击 该 按钮 将 弹出 如 图 10-22 所 示 的 对 话 框 。 将 中 间 栏目 下 的 X, xx 两 个 现 有 的 MATLAB 工 
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图 10-21 神经 网 络 应 用 界面 


作 空 间 变 量 作为 输入 变量 (右面 栏目 的 Inputs) 输入 ， 将 变量 了 着 为 目标 变量 ( 亦 即 Targets) 输入 到 
界面 中 。 
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图 10-22 数据 输入 界面 


导入 了 所 需 的 数据 ， 则 可 以 单 击 主 界面 中 的 New Network 按钮 来 选择 神经 网 络 的 蛙 构 ， 这 样 
将 得 出 如 图 10-23 (a) 所 示 的 界面 。 其 中 默认 的 网 络 结构 是 前 钙 型 反 向 待 播 网 路 网 络 (Feedforward 
Backprop)。; 保持 各 个 默认 的 网 络 结构 ， 将 网 络 层 数 (Number of layers) 设置 成 2， 在 下 面 的 列表 
框 中 分 别 选择 不 同 的 节点 数 ， 第 1 层 选择 昌 欠 节 志 数 ， 第 2 层 选择 一 个 节点 。 在 第 工 层 中 选择 
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Transfer Function 为 Logsig， 第 2 层 选择 传递 函 教 为 Pureline， 单 击 .Create 按钮 就 可 以 确定 神经 网 
络 结构 ， 关 闭 此 窗口 。 
神经 网 络 结构 确定 后 ， 单 击 View 即 可 以 显示 神经 网 络 结构 ， 如 图 10-23 (b) 所 示 
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(a) 神经 网 络 结构 设置 对 话 框 (b) 神经 网 络 结构 
图 10-23 BP 网 络 结构 设置 与 显示 


现在 可 以 训练 神经 网 络 了 。 单 击 Train 按钮 ， 将 得 出 如 图 10-24 所 示 的 对 话 框 。 在 对 话 框 中 需 
要 输入 训练 用 已 知 数据 ， 如 在 Inputs 和 Targets 栏目 分 别 填写 x 和 了。 另外 ， 还 可 以 单 击 Training 
Parameters 标签 指定 神经 网 络 训练 的 控制 参数 ， 得 出 如 图 10-25 所 示 的 对 话 框 ， 例 如 将 训练 步 数 
epochs 设置 为 1000， 这 时 程序 将 自动 训练 网 络 参 数 ， 当 误差 指标 满足 时 会 自动 停止 训练 ， 得 出 所 
需 的 参数 。 

单 击 Train 按钮 就 可 以 开始 训练 ， 得 出 如 图 10-15 (a) 所 示 的 训练 误差 蝎 线 。 可 见 ， 这 样 的 训 
练 误差 很 小 ， 将 训练 得 出 的 网 络 模型 给 出 (Export) 到 MATLAB 环境 中 ， 这 时 将 由 下 面 的 语 白 绘 
制 出 曲线 拟 合 与 泛 化 结果 ， 如 图 10-15 (b) 所 示 。 

>> yl=sim(network1l,x0); plot(x,y，o',Xx0,70,x0,71， :7 


10.3 ”遗传 算法 及 其 在 最 优化 问题 中 的 应 用 


遗传 算法 是 基于 进化 论 ， 在 计算 机 上 模拟 生命 进化 机 制 而 发 展 起 来 的 一 门 新 学 科 ， 
它 根据 适 者 生存 、 优 胜 劣 汰 等 自然 进化 规则 搜索 和 计算 问题 的 解 岂 。 该 领域 最 早 是 由 美 
国 Michigen 大 学 的 John Holland 于 1975 年 提出 的 。。 遗传 算 法 的 基本 思想 是 ， 从 一 个 代 
表 最 优化 问题 解 的 一 组 初 值 开 始 进行 搜索 ， 这 组 解 称 为 一 个 种 群 ， 种 群 由 一 定数 量 、 通 
过 基因 编码 的 个 体 组 成 ， 其 中 每 一 个 个 体 称 为 染色 体 ， 环 同 个 体 通过 染色 体 的 复制 、 交 
叉 或 变异 又 生成 新 的 个 体 ， 依 照 适 者 生存 的 规则 ， 个 体 也 在 一 代 一 代 进 化 ,通过 若干 代 
的 进化 最 终 得 出 条 件 最 优 的 个 体 。 本 节 以 一 个 较 好 的 MATLAB 工具 箱 -- 遗传 算法 最 
优化 工具 箱 为 主要 工具 ， 先 介绍 遗传 算法 的 基本 概念 ; 然后 通过 例子 介绍 其 在 求解 最 优 
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图 10-25 网 络 训练 控制 参数 对 话 框 
化 问题 中 的 应 用 。 


10.3.1 遗传 算法 的 基本 概念 介绍 及 MATLAB 实现 


新 近 推出 的 MATLAB 7.0 版 本 带 有 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 可 以 较 好 地 解决 与 
遗传 算法 相关 的 各 类 问题 。 但 早期 版 本 没有 官方 的 工具 箱 半 只 有 两 个 基于 MATLAB 语 
言 的 两 个 免费 遗传 算法 工具 箱 。 其 一 ,英国 Sheffeld 大 学 自动 控制 与 系统 工程 系 Peter 
Fleming 教授 与 Andrew Chipperfield 开发 的 遗传 算法 工具 箱 。 实现 了 各 种 基本 运算 ， 规 
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范 ， 说 明 书 齐 全 ， 调 用 格式 更 类 似 于 最 优化 工具 箱 中 的 函数 ; 另 一 个 ， 美 国 北 Carolina 
州立 大 学 Christopher Houck， Jeffery Joines 和 Michael Kay 开发 的 遗传 算法 最 优化 工具 
箱 ， 其 函数 gaopt () 可 以 直接 解决 最 优化 问题 D。 对 最 优化 问题 来 说 ， 由 于 GAOT 工具 
箱 流传 较 广 ， 已 经 能 比较 容易 地 解决 最 优化 问题 ， 所 以 这 里 还 是 建议 采用 该 免费 工具 箱 
来 解决 基于 遗传 算法 的 最 优化 问题 。 

简单 遗传 算法 的 一 般 步 骤 为 : 

@@ 选择 N 个 个 体 构成 初始 种 群 西 ， 并 求 出 种 群 内 各 个 个 体 的 函数 值 。 染 色 体 可 以 
用 二 进 制 数组 表示 ， 也 可 以 用 实数 数组 来 表示 ， 种 群 可 以 由 随机 数 生成 函数 建立 。 其 实 
使 用 遗传 算法 求解 函数 gaopt() ， 则 会 自动 生成 所 需 的 初始 种 群 机 。 

@@ 设置 代数 为 ;= 1， 即 设置 其 为 第 1 代 。 

图 计算 选择 函数 的 值 ， 所 谓 选择 即 通过 概率 的 形式 从 种 群 中 选择 若干 个 个 体 的 方 
式 。 遗 传 算法 最 优化 工具 箱 提供 了 3 个 选择 函数 ， 其 中 roulette() 实现 了 轮 盘 选择 算 
法 ，normGeomSelect () 函数 实现 了 归 一 化 几何 选择 方法 ，tournSelect () 实现 了 锦标 赛 
形式 的 选择 方式 ，normGeomSelect () 函数 为 默认 选择 函数 。 

图 通过 染色 体 个 体 基因 的 复制 、 交 叉 、 变 异 等 创造 新 的 个 体 ， 构 成 新 的 种 群 如 +1， 
其 中 复制 、 交 叉 和 变异 都 有 相应 的 MATLAB 函数 ，gaopt() 函数 选择 其 中 默认 的 方法 进 
行 这 样 的 处 理 ， 构 成 新 的 种 群 。 

@@i =i+1， 若 终止 条 件 不 满足 ， 则 转移 到 步骤) 继续 进化 处 理 。 

和 传统 最 优化 算法 比较 ， 遗 传 算法 主要 有 以 下 几 点 不 同 回 : 

人 不 同 于 从 一 个 点 开始 搜索 最 优 解 的 传统 的 最 优化 算法 。 址 传 算法 从 一 个 种 群 开始 
对 问题 的 最 优 解 进行 并 行 搜索 ， 所 以 更 利于 全 局 最 优化 解 的 搜索 ， 但 遗传 算法 需要 指定 
各 个 自 变 量 的 范围 ， 而 不 像 最 优化 工具 箱 中 可 以 使 用 无 穷 区 间 的 概念 。 

回 遗传 算法 并 不 依赖 于 导数 信息 或 其 他 辅助 信息 来 进行 最 优 解 搜索 ， 而 只 由 目标 函 
数 和 对 应 于 目标 函数 的 适应 度 水 平 来 确定 搜索 的 方向 。 

轩 遗传 算法 采用 的 是 概率 性 规则 而 不 是 确定 性 规则 ， 所 以 每 次 得 出 的 结果 不 一 定 完 
全 相同 ， 有 时 甚至 会 有 较 大 的 差异 。 

本 书 研究 的 遗传 算法 使 用 的 种 群 和 个 体 表 示 均 采用 实 值 ， 这 和 经 典 遗 传 算法 中 采用 
的 编码 二 进 制 值 是 不 同 的 ， 所 以 无 需 对 其 进行 编码 和 解码 运算 ， 且 其 求解 问题 的 精度 比 
二 进 制 编码 形式 要 高 nl。 


10.3.2 ”遗传 算法 在 求解 最 优化 问题 中 的 应 用 举例 


这 里 将 首先 介绍 遗传 算法 最 优化 工具 箱 中 的 gaopt() 函数 在 求解 最 优化 问题 中 的 
应 用 。 之 所 以 使 用 该 函数 是 因为 该 函数 调用 简单 。 即 使 对 和 遗传 算法 理解 不 多 ， 甚 至 
不 知道 染色 体 如 何 选择 ， 如 何 进行 交叉 和 变异 ， 如 何 进行 选择 等 关于 遗传 算法 的 最 基 
本 知识 ， 但 利用 MATLAB 语言 描述 出 目标 函数 ， 就 可 以 得 出 最 优 解 。 和 最 优化 工具 


SG 该 工具 箱 的 主 函 数 名 为 ga() ， 但 该 函数 名 与 MATLAB 7.0 中 遗传 算法 和 直接 搜索 工具 箱 中 的 函数 同 
名 ， 故 这 里 将 其 改名 为 gaopt()。 
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箱 不 同 ，gaopt() 函数 能 求解 的 是 问题 是 最 大 化 问题 ， 所 以 在 编写 目标 函数 时 应 该 注 
意 。gaopt() 函数 最 基本 的 调用 格式 为 

[ab,c]=gaopt(Cbound,fun) 
其 中 ，bound=[zm,zM] 为 求解 区 间 下 界 zw 和 上 界 = 构成 的 矩阵 ，fun 为 字符 串 ， 表 
示 用 户 编写 的 目标 函数 ， 其 写法 与 最 优化 工具 箱 的 目标 函数 写法 相近 ， 但 结构 不 完全 相 
同 ， 后 面 将 通过 例子 来 描述 之 。 返 回 的 a 为 搜索 的 结果 向 量 ， 由 搜索 出 的 最 优 = 向 量 与 
目标 函数 构成 ，b 为 搜索 的 最 终 种 群 ，c 为 搜索 中 间 过 程 参数 表 ， 其 第 一 列 为 代数 ， 后 面 
各 列 分 别 为 该 代 最 好 的 个 体 与 目标 函数 的 值 ， 可 以 认为 是 寻 优 的 中 间 结 果 。 当 然 该 函数 
还 有 其 他 的 调用 格式 ， 例 如 需要 用 户 自 己 声明 遗传 算法 的 编码 、 选 择 等 信息 ， 设 定 初始 
种 群 、 交 叉 率 、 变 异 率 ， 还 可 以 选择 最 大 的 代数 。 

MATLAB 7.0 的 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 也 提供 了 ga() 函数 ， 其 调用 格式 与 最 优 
化 工具 箱 中 的 相应 函数 类 似 ， 可 以 同样 利用 遗传 算法 处 理 最 优化 问题 。 该 函数 的 调用 格 
式 为 

[me ,flag,out]=ga(fini7ivopts 和 一 

其 中 ，fun 为 描述 目标 函数 的 MATLAB 函数 ， 其 格式 与 最 优化 开具 箱 一 致 ，m 为 自 变量 
个 数 ，opts 为 遗传 算法 控制 选项 ， 可 以 调用 gaoptimset() 函数 设置 各 种 选项 。 例 如 ， 
用 其 Generations 属性 可 以 设 定 最 大 允许 的 代数 ，InitialPopulaticn 属性 可 以 设置 初 
始 种 群 ， 用 PopulationSize 属性 可 以 给 定 种 群 的 规模 ;用 SelectionFcn 属性 可 以 定义 
选择 函数 等 等 。 函 数 调用 结束 后 ， 返 回 的 = 为 搜索 的 结果 ， 若 返回 的 flag 大 于 0; 则 表 
示 求 解 成 功 ， 和 否则 求解 出 现 问题 。 

遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 还 提供 了 gatool6) 函数 ， 该 函数 将 打开 如 图 10:26 所 示 
的 遗传 算法 程序 界面 ; 可 以 用 可 视 的 方式 设置 遗传 算法 的 各 类 参数 ， 如 初始 种 群 、 交叉 
变异 、 选 择 函数 等 可 以 通过 列表 框 与 编辑 框 直接 填写 。 单 击 Start 按 钮 就 可 以 开始 开始 遗 
传 算法 搜索 ， 得 出 最 优 结果 。 


【 例 10-14】 考 虑 一 个 简单 的 一 元 函数 最 优化 问题 求解 ，f(7) = zsin(I0rz) 十 2, zeE(-12)， 试 
求 出 f(z) 取 吉 大 值 时 的 值 。 
【求解 〗】 用 下 面 的 语 身 可 以 绘制 出 求解 区 间 内 的 目标 函 教 的 曲线 ， 如 图 10-27 所 示 。 可 以 看 出 ， 
该 曲线 为 振荡 曲线 ， 存 在 很 多 极 值 点 。 
>> ezplot('x*sin(10*piyx)+2?，[-1,2]) 
因为 最 优化 工具 箱 的 搜索 函数 需要 给 出 初 值 ; 所 以 对 不 同 的 初 值 可 能 得 出 不 同 的 搜索 结果 ， 
例如 可 以 给 出 如 下 的 语句 试 测 不 同 初 值 ， 得 出 的 结果 如 表 10-3 所 示 。 
>> f=inline(-x.*sin(10*piyx)-27，Xx?);i V= 口 ; 
for x0=[-1:0.8:1.5,1.5:0.1:2] 
xl=fmincon(f,x0, 吕 ,上 , 口 ,D,-1;2); r=[w; x0,xliE(zl)J; 
end 
可 见 ， 随 意 选择 一 个 初 值 很 难得 出 全 局 最 优 解 ， 故 用 传统 的 寻 优 方 式 不 一 定 能 得 出 满意 的 结果 。 
利用 遗传 算法 函数 gaopt() ， 完 全 选择 默认 选项 ， 则 可 以 编写 一 个 文件 描述 目标 函数 如 下 : 
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图 10-26 遗传 算法 工具 箱 的 设计 界面 


zsin(10rz) 十 2 








-1 -05 0 05 1 15 2 


图 10-27 目标 函数 的 曲线 表示 


function [sol,7]=cl0mgal(sol,options) 
X=S01; y=X,.*Sin(10*pi*yXx)+23 
这 样 ， 完 全 用 默认 参数 调用 遗传 算法 工具 箱 中 的 gaopt() 函数 ， 而 不 对 其 编码 等 做 性 何 指 
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表 10-3 不 同 初 值 ro 下 搜索 到 的 最 优 解 及 目标 函数 值 









目标 函数 f(z1) 搜索 解 zl 
1.250809692 


1.850547452 


目标 函数 f(zi) 
-3.250405044 












-2.251997259 
-3.650306929 


-3.850273767 









1.9 | 0.4522326498 | -2.451120675 





定 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 结果 下 : 
>> [a,b,c,d]=gaopt([-1,2] ,cl0mgal'); a,c 
二 和 


1.85054746647533 。” 3.85027376676810 
其 c 参数 单独 显 式 的 可 读 性 不 佳 ， 可 以 将 其 表示 成 表 10-4 的 形式 。 可 见 ， 对 此 例 来 说 ， 从 第 13 代 
开始 就 可 以 得 出 较 精确 的 结果 ， 通 过 100 代 的 搜索 ， 可 以 得 出 相当 高 精度 的 寻 优 结果 。 


表 10-4 遗传 算法 搜索 中 间 结果 






















































代 儿 yz) yz) 

1 | 1.866429742 | 3.623276856 3.827116063 3.850267532 
2 | 1.857329778 | 3.808304445 3.829420164 3.850273309 
3 | 1.856754984 | 3.815102341 3.837579341 

5 | 1.856200451 | 3.821095566 3.84657337 3.850273767 
7 | 1.855683776 | 3.826178928 3.85026285 3.850273767 





由 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 可 知 ， 初 值 选择 为 1.8 是 能 较 精确 的 结果 。 这 样 ， 可 以 由 下 
面 的 语句 比较 由 该 初 值得 出 的 最 优 解 与 遗传 算法 工具 箱 黑 认 参 数 得 出 的 最 优 解 。 
>> x0=1.8; xl=fmincon(f,x0,[],[,[],[],-1,2, ,ff); 工 (xl) 
ans = 
-3.85027376676792 
>> f(a(1)) 久 遗传 算法 结果 
ang = 
-3.85027376676810 
从 比较 得 出 的 结果 可 见 ， 遗 传 算法 得 出 的 z 值 对 应 的 函数 值 更 小 些 ， 因此 可 以 认为 该 方法 对 本 例 
中 的 函数 更 适用 。 
现在 考虑 一 个 更 大 的 求解 空间 ， 假 设 Z E (一 1,20)， 则 用 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 函 教 
将 更 难得 出 全 局 和 服 优 解 ， 因 为 不 能 容易 地 给 出 搜索 的 初 值 。 但 用 遗传 算 法 则 没有 这 样 的 问题 ， 只 
需 给 出 如 下 语句 即 可 。 
>> [a,b,c,d]=gaopt([-1,20] ,cl0mgal?); ac 


前 面 已 经 指出 ， 遗 传 算法 中 有 随机 性 因素 ， 所 以 调用 该 算法 每 次 得 出 的 结果 均 不 相同 ， 但 大 的 趋势 应 该 
是 一 样 的 。 阅 读本 部 分 时 不 要 指望 您 得 出 的 结果 和 书 上 的 完全 一 致 
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sin(10rz) 十 2 zsin(10rz) 十 2 














0 5 in 5 20 3 15 2 加 加 2 
(a) 7(z) 曲线 (b) 局 部 放大 曲线 
图 10-28 变换 区 间 后 的 目标 函数 曲线 


19.45005207932562 ”21.45002604651104 
其 ec 参数 可 以 表示 成 表 10-5 的 形式 。 


表 10-5 遗传 算法 搜索 中 间 结 果 










了 T(z) 
19.93794526 18.8529686 21.45001617 
20.04502802 19.05252045 -| 20. 21.45002469 
20.04707655 19.0522703 21.45002605 


20.4500256 19.45056616 21.45002605 











18.04650679 
18.05080536 








18.05063177 
18.45004062 








其 实 ， 将 该 曲线 局 部 放大 ， 将 得 出 刀 图 10:28 (b) 所 示 的 表示 形式 。 可 见 ， 这 个 区 间 内 使 得 函 
数 取 和 最 大 值 的 值 应 该 大 于 19.5， 所 以 这 冬 半 遗传 算法 得 出 的 并 非 侍 局 最 大 值 ， 而 为 次 最 优 值 。 
由 此 可 见 ， 遗 传 算 法 也 不 能 保证 获取 全 局 最 优 逢 = 

现在 改变 遗传 算法 的 求解 区 间 ， 则 可 以 得 出 如 下 命 们 ; 

>> [fa,b,c,dj=gaopt([12,20] ,clOmgat ia,c 

冯 王 

19.85005104270946 ”21.85002552164857 

【 例 10-15】 试 求 函数 1(z) = (zi + za)2 十 5(zs 一 4)2 二 (za2 一 273j 十 10(Z1 二 了 4 半 的 最 小 值 。 
【求解 〗 可 以 按照 遗传 算法 工具 箱 编写 如 下 函数 ， 描 述 最 优化 问题 的 目标 函数 。 注 意 ， 这 里 应 该 
描述 成 目标 函数 的 最 大 值 。 

function [sol,f]=cl0mga3(sol,options) 

Xx=sol(1:4); 

ft-=-(x(1)+x(2))“2-5*+(x(3)-x(4))-2-(x(2)-24x(3)) “4-10*txK1-x(4))24; 
使 用 遗传 算法 函数 gaopt() ， 并 设 定 自 变 量 的 求解 范围 为 -1 < TS 和 15 一 23 45 则 可 以 由 下 
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卫 


表 10-6 遗传 算法 搜索 中 间 结果 


了 


T(z) 





19.04416318 


19.447683 


19.44775156 


19.45087121 

19.4495212 
19.44965169 
19.44974647 


20.72488654 
21.39618429 
21.39925388 
21.44358629 
21.44732089 
21.44848728 
21.44912956 


19.45002088 
19.84813102 
19.84823094 
19.84985188 
19.85024638 
19.84987418 
19.85012215 


21.4500167 
21.81392715 
21.81758539 
21.84963699 
21.84965177 
21.84971911 
21.84997599 





面 的 函数 求解 最 优化 问题 ， 得 出 如 下 的 结果 ， 且 部 分 中 间 结 果 如 表 10-7 所 示 。 事 实 上 ， 该 函数 的 
精确 解 为 zl = za = z3 = Z4 = 0， 但 用 遗传 算法 不 能 搜索 到 该 点 ， 只 能 得 出 次 最 优 值 。 
>> [a,b,c,d]=gaopt([-1,1; -1 1; -1 1; -1 1 ,clomga3); ac 


= 


0.05511774654 -0.05428278824 0.01486592451 0.01508706783 -0.00007644215 


代 1 


表 10-7 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结 果 




















2 3 4 zlzazaza) 
1 | -0.58664839284 。 | ”0.60535582738 | 0.028407550371 | -0.073658816991 | 。 -0.83549958111 
4 | -001182138153 。 | -0.048357871289 | 0.21168424008 | 0.30791546876 | 。 -0.20395460867 
9 | -002498777978 | -0.033384575447 | 0.11281202834 | 0.10206772219 | -0.011090989881 
13 | -0.02498777978 。 | 0.0042179390678 | 0.11281202834 | “0.10206772219 | -0.0060176098015 
18 | -0.0083633004824 | 0.013245084818 | 0.02411260887 | 0.023000817182 | -4.118625464910-5 
24 | -0.0082541665169 | 0.0050231349179 | 0.02411260887 | 0.023000817182 | -2.964632067910-5 
28 | -0.0082541665169 | 0.008935952083 | 0.02411260887 | 0.023000817182 | -1.857090777210-5 
37 | -0.00067214193564 | 0.0015648793181 | 0.02398676301 | 0.024507332569 | -1081027149610-5 
40 | -0.002743469815 | 0.0034270462778 | 0.024021142751 | 0.024095768707 | -9.646255329910-6 
83 | -0.00079248828505 | 0.0026278066001 | 0.021397761566 | 0.02118842351 | -8.525152175210-6 
85 | -0.0015381099099 | 0.0027951007597 | 0.021397761566 | 0.02118842351 | 2702692040410-6 
89 “| -0.0019644292217 | 0.0015052840869 | 0.019625896238 | 0.019461658039 | -4.483255974310-6 
100 | -0.0017892249183 | 0.0019037994674 | 0.019465754048 | 0.019467860996 | -3.934738981710-6 
上 述 的 求解 结果 显然 误差 很 大 ， 其 最 主要 的 原因 是 最 大 允许 的 代数 (默认 值 为 100) 太 
小 。 另 外 ,求解 的 区 间 太 小 ， 使 得 得 出 解 的 可 信 度 降低 。 也 就 是 说 ， 人 允许 的 求解 区 域 是 
[1 了， 如 果 选 择 更 大 的 求解 区 域 将 得 出 更 不 精确 的 结果 。 


现在 考虑 gaopt() 函数 稍 复杂 一 点 的 调用 格式 ， 如 下 : 


肿 
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其 中 , 了 可 以 给 目标 冰 数 增加 附加 参数 ， 这 些 参数 必须 和 目标 函数 对 应 ，v 为 精度 及 显示 
控制 向 量 ， 丁 为 初始 种 群 ，funi 为 终止 函数 的 名 称 ， 默 认 值 为 ,maxGenTerm;，m 为 最 
大 的 允许 代数 。 当 然 还 有 其 他 的 调用 参数 的 用 户 设置 格式 ， 如 选择 函数 及 参数 、 变 异 函 


数 及 参数 等 ， 在 这 里 不 具体 介绍 ， 读 者 可 以 参见 文献 [16]。 


【 例 10-16】 仍 考虑 例 10-15 中 给 出 的 最 优化 问题 ， 试 设置 更 多 的 允许 代数 ， 观 察 寻 优 的 结果 ， 并 
和 和 最 优化 搜索 算法 得 出 结果 在 时 间 、 精 度 上 的 差异 。 
【求解 〗】 考虑 新 的 求解 区 域 ，--1000 < zi 和 1000， 由 于 求解 范围 增 大 ， 采 用 默认 的 代数 100 会 
有 问题 ， 所 以 可 以 考虑 用 新 介绍 的 求解 格式 。 显 然 ， 目 标 函数 由 严 就 能 惟一 确定 ， 而 无 需 附 加 参 
数 ， 故 令 p=[] 即 可 。 同 样 ， 因 为 不 想 改变 初始 种 群 ， 控 制 向 量 等， 可 以 将 它们 设置 成 空 向 量 。 
这 样 ， 若 想 指 定 2000 代为 最 大 进化 代数 ， 则 可 以 给 出 如 下 的 命令 ， 得 出 的 中 间 结 果 如 表 10-8 所 


示 。 


>> tic，xmM=[-ones(4,1) ,ones(4,1)]*1000; 
[a,b,c,d]=gaopt (xmM,cl0mga3，,[] ,[] ,[] ,maxGenTerm?,2000); 
a(1:4)，dd=[c(1:100:end,:); c(end,:)] ，toc 


a = 
-0.000937885010 
Elapsed time is 2! 


77 “0.00084347409788 


9.883000 seconds . 


-0.01565338248119 


表 10-8 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结 果 
-一 -一 


-0.01569190233777 


(zlr2,za'zd) 





代 1 | 2 Z8 4 

1 299.261366622 -139.695834899 -75.5914398821 | 272.888321091 ”| -5487787.82563 
211 259.334708142 -133.958552709 -63.9282289435 ”| 255.140011267 -529224.38675 
418 207.950553013 -107.100526442 -50.7673718192 204.4965359 -338351.978321 
633 183.944398697 121.408588645 63.0882570778 183.712206401 | -166507.956154 
828 30.5439763104 62.3298177457 31.7096211527 32.1807061178 | -8699.82405036 
1012 | 25.9003394774 41.1500210753 21.4199283474 24.9266965028 | -4574.37877164 
1211 19.218615649 26.8881841847 14.8795410924 20.0214636561 ”| -2330.11994456 
1390 | 。 6.33506176436 8.75276639595 5.30792816069 5.98777957032 -242.14756723 
1559 | 。 0.317019478936 0.133356773142 0.42062335921 ”| “0.624193867527 | -0.750183675915 
1825 | 0.00172291111621 | -0.000400676613735 | -0.0233512636645 | -0.0234295772108 | -1.03776 x 10 一 





0.000843474097882 








-0.0156533824812 





-0.0156919023378 





一 1.55859 x 10r6 


2000 | -0.000937885010771 


可 见 ， 在 1390 代 左 右 的 误差 都 一 直 很 大 ， 所 以 用 默认 的 100 代 处 理 不 了 这 样 大 求解 区 间 的 问 
题 ， 必 须 增 大 代数 ， 然 而 若 达到 较 高 求解 精度 ， 则 再 进一步 增加 最 大 允许 的 代数 也 不 会 显著 改善 


求解 的 精度 了 。 


利用 MATLAB 7.0 提供 的 遗传 算法 求解 函数 ga() ， 则 可 以 编写 出 如 下 的 目标 函数 
function f=cl0mga3a(x) 
f=(x(1)+x(2))~2+5*(x(3)-x(4))~2+(x(2)-2*x(3)) “4+10*(Cx(1)-x(4)) 43 
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这 样 ， 调 用 ga() 函数 可 以 得 出 如 下 的 结果 
>> x=ga(@cl0mga3a,4) 
0ptimization terminated: maximum number of generations exceeded . 
x = 
0.00957762093689 -0.01670543425362 “0.01026555932851 ”0.01072888292002 
还 可 以 人 为 指定 一 些 搜索 参数 ， 如 进化 代数 选择 为 2000， 种 群 选择 为 80 个 体 ， 而 交叉 函 孝 
选择 为 启发 式 算法 等 ， 这 样 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 更 精确 的 结果 。 
>> ff=gaoptimset; ff.Generations=2000; 了 ff.PopulationSize=80; 
ff .CrossoverFcn=@crossoverheuristic; x=ga(@cl0mga3a,4,ff) 
X = 
1.0e-003 * 
-0.22578529109784 “0.22571071964788 -0.94344267150266 -0.94349063059752 
Elapsed time is 7.721000 seconds . 
现在 考虑 用 第 6 章 的 无 约束 最 优化 求解 功能 ， 可 以 由 如 下 的 命令 直接 求 出 原 问题 的 解 ， 其 精 
度 明 显 高 于 遗传 算法 的 结果 ， 且 求解 时 间 大 大 减少 。 
>> f=inline..，% 目标 函数 描述 
(;(x(1)+x(2))“2+5*(x(3)-x(4))~2+(x(2)-2+X(3))~4+10*(x(1)-x(4)) 4 7 
ff=optimset; ff .MaxIter=10000; ff.TolX=1le-7; 
tic，x=fmineearch(f,10+ones(4,1) ,ff) toci x7 
Elapsed time is 0.751000 seconds . 
ans = 
1 .0e-006 *# 
0.03039572499758 -0.03039585246164 -0.75343487601326 -0.75343518285272 
【 例 10-17】 试 求解 下 面 的 非 线性 最 优 化 问题 。 
min sin(3zgy) + zy 十 工 十 y 


一 1<z<3 


3 st 
人 一 3<y<3 


【求解 】 下 面 先 将 该 曲面 的 三 维 图 形 绘制 出 来 ， 如 图 10-29 所 示 。 

>> [x,y]=meshgrid(-1:0.1:3,-3:0.1:3); z=sin(39X.# 了 +2)+X .yy+X+yi 

surf (x,y,z); shading interP 久 用 光滑 曲面 表示 目标 函数 

若 用 传统 非 线性 规划 搜索 的 方法 ， 则 可 以 编写 出 如 下 的 目标 函 教 表 示 : 

function y=cl0mga5 (x) 

y=sin(3*x(1)*x(2)+2)+x(1)*#X(2)+x(1)+Xx(2)3 

这 样 就 可 以 使 用 下 面 的 MATLAB 命令 去 搜索 最 优 值 。 从 得 出 的 曲面 看 ， 该 曲面 存在 很 多 四 
西 不 平 的 地 方 。 如 果 初 值 选择 不 当 ， 很 容易 陷入 局 部 最 小 值 区 域 。 例 如 ， 用 户 分 别 选择 初 值 1,3 
和 [0,0]， 则 将 得 出 不 同 的 “最 优 解 ”。 故 对 这 样 的 问题 ， 用 传统 的 非 线 性 规划 求解 算法 不 易 求 出 
全 局 最 优 解 。 

>> x0=[1,3] ; x=fmincon(cl0mga5',x0, 口 , 口 , 口 , 口 ,[-1;-3],[3;3]) 
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10-29 目标 函数 的 三 维 曲面 表示 


-1.00000000000000 ”1.19031289884159 

现在 考虑 用 遗传 算法 求解 函数 gaopt () 来 求 取 该 问题 的 最 优 解 ， 可 以 写 出 如 下 的 目标 函数 : 

function [sol,y]=cl0mga6(sol,options) 

x=sol(1:2); y=-sin(39x(1)*x(2)+2)-x(1JAX(2)-X(1)-x(2)3 

指定 了 搜索 的 上 下 界 ， 调 用 该 函数 可 以 立即 求 出 该 问题 的 好 优 解 为 工 一 2.51604948213094， 
= -3。 遗 传 算法 求解 的 中 间 结 果 在 表 10-9 中 瞪 出 。 可 以 看 出 ， 搜 索 到 40 多 代 时 就 已 经 得 出 很 
好 的 结果 了 ， 没 有 必要 非得 搜索 500 代 。 对 未 例子 来 说 ， 可 以 由 默认 的 初始 种 群 计算 出 全 局 最 优 
解 ， 而 不 是 局 部 最 优 解 。 

>> xmM=[-1 3; -3 3]; [a,b,c,d]=gaopt(xmM, ;clOmga6;,[] , 口 ,[]，'maxGenTerm:,500) 

ae 


2.51604948213094 -3.00000000000000 “9.00709500762913 


表 10-9 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结果 












了 





2.833342 


2.584278 2.494709， 








2.584278 
2.576973 
2.564085 





2.521225 
2.51929 
2.518915 








2.494709 





2.51807 





10.3.3 ”遗传 算法 在 有 约束 最 优化 问题 中 的 应 用 


前 面 已 经 通过 例子 介绍 过 ， 遗 传 算法 可 以 用 于 无 约束 最 优化 问题 的 求解 。 但 在 实际 
科学 研究 中 经 常 需要 求解 有 约束 的 最 优化 问题 ， 例 如 第 6 章 中 分 别 介绍 了 利用 传统 的 数学 
方法 求解 线性 规划 、 二 次 型 规划 及 一 般 非 线性 规划 的 方法 。 经 典 的 遗传 算法 不 能 直接 用 
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于 有 约束 最 优化 问题 的 求解 。 如 果 约 束 中 有 等 式 约 束 ， 则 可 以 通过 等 式 求解 的 方式 将 其 
中 若干 个 自 变量 用 其 他 自 变量 表示 。 不 等 式 约束 则 可 以 通过 惩罚 函数 方法 转换 到 目标 函 
数 中 ， 这 样 可 以 将 原始 问题 转换 成 无 约束 最 优化 问题 ， 可 以 参见 文献 [45] ， 或 直接 将 不 满 
足 等 式 约 束 时 的 目标 函数 人 为 设置 成 小 数 ， 人 迫使 搜索 算法 脱离 这 样 的 r 值 。 下 面 通过 例 
子 演 示 遗 传 算法 在 求解 有 约束 线性 规划 问题 中 的 应 用 。 

【 例 10-18】 试 用 遗传 算法 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 


min (zl 十 2zz 十 3zs) 
一 2rl+za+zsc9 

一 za+za> 一 4 

4z1 一 272 一 3z3 一 一 6 

ac0,za>0 


【求解 〗 由 等 式 约 束 可 以 解 出 73 = (6 + 47l 一 2z2)/3。 可 见 ， 原 来 三 元 最 优化 问题 可 以 转换 成 二 
元 最 优化 问题 。 由 上 面 的 推导 ， 可 以 用 下 面 的 MATLAB 函数 描述 目标 函数 为 
function [sol,y]=cl0mga4(sol,options) 
x=sol(1:2); x=x(:); x(3)=(6+4#+X(1)-2*Xx(2))/3; 
yl=[-2 1 1]*x; y2=[-1 1 0]*x; 
if (yl>9 | y2<-4 | x(3)<0)，y=-100; else，y=-[1 2 3]*x; end 
其 中 用 zlz2 数据 计算 出 zs 的 值 ， 并 判定 约束 条 件 是 否 满足 ， 在 不 满足 约 来 条 件 时 人 为 地 将 目标 
函数 的 值 设置 成 -100， 有 意 排 除 这 些 种 群 ， 这 样 就 能 由 下 面 语句 较 好 地 解决 有 约 来 最 优化 问题 。 
>> [a,b,c]=gaopt([-1000 0; -1000 0] ,cl0mga4: ,[],[] ,[],'maxGenTerm',1000) 
c=[c(1:15:end,:); c(end,:)]; ac 
a = 
-6.99991670058531 -10.99991634912998 ”28.99958350292656 
这 里 只 得 出 了 zl,z2， 而 zs 可 以 由 z3 = (6 十 471 一 272)/3 = 0.00005529863957。 坦 传 算法 的 中 间 
结果 由 表 10-10 给 出 。 


表 10-10 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结 果 


2 f(z) 1 2 fa) 
-269.8650965 | -377.0311139 -100 -1.45193811 0 1.25969055 
-1.59065611 | -0.6689306314 | 1.953280549 -1.860366329 | -0.8104298101 | 3.301831646 
-5.897126844 | -9.4606018 | 23.48563422 -6.388432983 | -10.04209934 | 25.94216492 





-6.889962856 | -10.8068347 | 28.44981428 -6.902971784 | -10.80664291 | 28.51485892 
-6.925942985 | -10.87574207 | 28.62971492 -6.963837954 | -10.92786854 | 28.81918977 
-6.990366303 | -10.98077174 | 28.95183151 -6.997345129 | -10.99471444 | 28.98672565 
-6.997368852 | -10.99494982 | 28.98684426 -6.999503469 | -10.99926216 | 28.99751735 
-6.999896151 | -10.99985241 | 28.99948076， -6.999916701 | -10.99991635 | 28.9995835 





其 实 ， 该 问题 用 线性 规划 函 教 可 以 立即 得 出 更 精确 的 结果 。 
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>> f=[1 2 3]; A=[-2 1 1; 1 -1 0]; B=[9; 4]; Aeq=[4 -2 -3]; Beq=-6; 
x=linprog(f,A,B,Aeq,Beq,[-inf;-inf;0] ,[0;0;inf]); x? 
ang = 
-6.99999999999967 -10.99999999999935 0.00000000000000 
>> fyX 
ans = 
-28.99999999999836 
从 最 优化 问题 求解 的 方法 看 ， 最 优化 工具 箱 中 的 函数 一 次 只 能 搜索 到 一 个 解 ， 对 非 
凸 性 问题 来 说 往往 可 能 找到 一 个 局 部 最 优 值 ， 而 用 遗传 算法 则 可 以 同时 从 一 组 初 值 点 出 
发 ， 有 可 能 找到 更 好 的 局 部 最 优 值 甚至 全 局 最 优 值 ， 但 其 求 取 最 优 值 算法 的 精度 和 速度 
均 不 是 很 理想 。 在 实际 求解 问题 中 ， 可 以 考虑 采用 这 样 的 策略 ， 先 用 址 传 算法 初步 定 出 
较 好 最 优 值 所 在 的 大 概 位 置 ， 然 后 以 该 位 置 为 初 值 ， 调 用 最 优化 工具 箱 中 函数 快速 、 准 
确 地 求 出 该 最 优 值 。 


10.4 小 波 变换 及 其 在 数据 处 理 中 的 应 用 


Fourier 变换 是 信号 处 理 中 一 种 重要 的 手段 ， 但 因 其 本 身 的 局 限 性 (例如 ， 它 只 能 将 
时 域 波 形变 换 成 频 域 表 示 ， 完 全 失去 了 与 原来 时 域 信 号 的 对 应 关系 )， 所 以 对 某 些 特定 的 
崩 导 进行 处 理 时 不 是 很 理想 。 前 面 已 经 介绍 过 ，Fourier 变换 将 给 定 的 信号 展开 成 不 同 频 
率 的 正弦 信号 之 和 。 对 平稳 的 信号 来 说 ， 用 Fourier 变换 的 方式 可 以 对 信号 进行 较 好 的 
分 析 ， 但 对 非 平 稳 的 信号 和 暂 变 的 信号 来 说 ， 不 适合 使 用 Fourier 变换 进行 分 析 。 因 为 
Fourier 变换 会 略 去 重要 的 暂 态 信息 ， 因 此 需要 引入 其 他 的 变换 方式 解决 这 样 的 问题 ， 如 
短 时 Fourier 变换 。20 世纪 80 年 代 逐 渐 兴起 的 小 波 分 析 技术 弥补 了 这 方面 的 不 足 ， 目 前 
正 越 来 越 广泛 地 应 用 于 数据 与 信号 处 理 以 及 图 像 处 理 等 领域 。 


10.4.1 小 波 变换 及 基 小 波 波形 

所 谓 小 波 (wavelet)， 是 指 均值 为 0 的 一 类 波形 。 对 该 波形 进行 平移 和 小 波 分 析 是 将 
原来 的 信号 分 解 为 基 小 波 波形 经 过 平移 与 比例 变化 后 的 一 系列 波形 。 本 小 节 将 介绍 连 
续 、 离 散 小 波 变换 的 基本 内 容 ， 并 介绍 几 种 常用 的 基 小 波 函 数 波形 。 
10.4.1.1 连续 小 波 变换 


连续 小 波 变 换 的 变换 公式 为 
5 汉 一 
MO= -而 六 TODae -we (10.4.1) 
ee t 一 b 全 
se 人) = 攻 ( 写 )， 且 广 woat=o (10-4.2) 


且 (ti) 称 为 基 小 波 ，was(t) 为 基 小 波 通过 平移 、 比 例 缩放 构成 的 小 波 信号 。 


370 第 10 章 数学 问题 的 非 传统 解法 





和 
【 例 10.19】 假 设 “墨西哥 帽 ” 基 小 波 函 数 由 u(t) 一 运 。 季 给 出 ， 试 绘制 出 不 同 ob 值 变换 





下 的 小 波 函 数 。 
【求解 〗 因为 基 小 波 函 数 已 给 出 ， 故 可 以 用 符号 运算 工具 箱 表 示 该 函 教 ， 并 用 ezplot() 函数 将 
其 绘制 出 来 。 利 用 符号 运算 工具 箱 中 给 出 的 subs() 函数 则 可 以 将 tt 变量 替换 成 小 波 函 数 Was(t) 
所 需 的 形式 ， 并 在 原来 坐标 系 下 绘制 出 不 同 ab) 参数 下 的 小 波 函 数 曲 线 ， 分 别 如 图 10-30 (a)j、 图 
10-30 (b) 所 示 。 
>> syms ti; f=(1-t"“2)*exp(-t-2/2)/sqrt(2+pi); 

ezplot(f,-4,4)，hold on; % 绘制 基 小 波 ， 并 保护 坐标 系 不 被 剧 新 

ezplot (subs(f,t,t-1),-4,4); ezplot(subs(fit,t+1),-4,4) 久 小 波 平移 

figure;i ezplot(f,-4,4)，hold on; 

ezplot(subs(f,t,t/2),-4,4); ezplot(subs(f,t,2+t)，-4,4) 包 小 波 编 放 











3 
oa a=2 
oa 
S 
四 全 
-1 四 
日 
人 -4 


PTRTRPTFEYTTFTTH 
(b) 5 = 0 时 不 同 n 值 的 缩放 


= 时 不 同 6 全 的 平和 
图 10.30 墨西哥 帽 基 小 波 在 不 同 60 下 的 波形 


从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ，b 参数 将 向 左右 方向 平移 基 小 波 信号 ，a 参数 将 起 到 扩展 或 
压缩 基 小 波 的 作用 。 若 a < 1， 将 压缩 基 小 波 信号 的 宽度 ， 形 成 新 的 小 波 信号 。 小 波 分 析 
是 对 各 个 wb 组 合计 算出 系数 ， 然 后 将 这 些小 波 信号 乘 以 相应 的 系数 再 春 加 起 来 ， 重 构 出 
原 信号 。 和 其 他 积分 变换 一 样 ， 重 构 原 信号 又 称 为 小 波 反 变换 ， 或 小 波 反 演 。 

小 波 反 变换 的 定义 为 





ii 
7J0= 读 上 席 TDWas(baaab (10-4.3) 

其 中 ， 了 
ao- aeu 区 


该 函数 的 调用 格式 为 






用 连续 小 波 变换 的 系数 计算 可 以 由 ct () 函数 完成 。 


其 中 “基站 小 名称 在 后 面 将 详细 介绍 ， 这 里 只 使 用 前 面 定义 的 时 西 哥 帽 函数 ， 其 名 称 标 
记 为 ,mexh?。 
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【 例 10-20】 试 对 信号 ft) = sint 进行 连续 小 波 分 解 ， 并 绘制 出 其 系数 力 。 
【求解 〗】 可 以 由 下 面 的 语句 直接 生成 tE [0,2m] 区 间 内 的 数据 ， 并 绘制 出 时 域 数 据 曲线 ， 如 图 
10-31 (a) 所 示 。 
>> t=0:0.03:2*pi;i y=sin(t. "2); Plot(t,7) 
选择 ,mexh， 基 小 波 作为 模板 ， 则 可 以 绘制 出 小 波 系数 Tu(a,b 的 图 形 ， 如 图 10-31 (b) 所 
>> a=1:32; Z=cwt(y,a,mexh:,plot); 色 绘制 绝对 值 图 


Absolate Values of Cab Cocfficients fora = 12345,。 
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志 1 20 100 130 
0 1 2 3 4 5 6 7 me (or space)b 


(a) 已 知 时 城 函 数 曲线 (b) 连续 小 波 变换 系数 
图 10-31 连续 小 波 变换 


还 可 以 用 下 面 的 命令 绘制 出 小 波 系数 的 三 维 表面 图 ， 如 图 10-32 所 示 。 
>> surf (t,a,Z); shading flat;i axia([0 2*pi,0,32,min(Z(:)) max(Z(:))]) 











0 0 


图 10-32 连续 小 波 变换 系数 的 三 维 表面 图 表示 


10.4.1.2 ”离散 小 波 变 换 
若 f(t) 信号 取 其 离散 值 f(E) ， 且 选择 基 小 波 函 数 %y(j， 则 结果 平移 与 缩放 的 小 波 函 
数 为 如 slt) = V5y (2mt 一 由， 其 离散 形式 可 以 写成 Vs(k) = V3wy (2m 一 站， 这 时 可 以 
定义 出 离散 信号 的 小 波 变换 为 
驳 鸣 [FU = V2 > (RU 一 mdt= TY(m 训 (10-4.5) 
天 
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离散 小 波 反 演 公式 为 
j(N==》 》 Tam(EJymn( 有 (10-4-6) 


MATLAB 的 小 波 工具 箱 中 给 出 了 dwt () 函数 ， 可 以 对 给 定 的 数据 进行 一 次 离散 小 波 
变换 。 该 函数 的 调用 格式 为 
[cA,cD]=dwt(z ,fun) 
其 中 ，z 为 原始 数据 ，fun 为 选择 的 基 小 波 函 数 名 ， 可 以 为 前 面 介绍 的 "mexh， 函数 ， 还 
可 以 是 后 面 将 介绍 的 其 他 基 小 波 波形 。 结 果 离散 小 波 变 换 得 出 的 cA 是 能 近似 描述 原 波 
形 的 小 波 系数 ， 而 cD 为 信号 的 细节 信息 ， 通 常 前 者 对 应 于 低频 ， 后 者 对 应 于 高 频 的 部 
分 。cA 和 ceD 的 长 度 均 为 原 向 量 = 长 度 的 一 半 。 
由 ecA 和 eD 还 可 以 调用 idwt () 函数 进行 离散 小 波 反 变换 ， 还 原 出 多 向 量 。 
【 例 10.21】 生 成 一 组 被 唆 声 污染 的 信号 数据 ， 试 对 其 进行 离散 小 波 分 解 ， 并 对 结果 进行 离散 小 波 
反 变换 ， 反 演出 原 函 数 ， 再 观察 反 演 结果 。 
【求解 】 仿照 例 10-20 中 给 出 的 信号 模型 f(t) = sin 妇 ， 在 其 基础 上 登 加 标准 差 为 0.1 的 白 噪声 信 
号 ， 则 可 以 用 下 面 的 语 自生 成 波形 曲线 ， 如 图 10-33 所 示 。 可 见 ， 该 曲线 被 嗓 声 污染 较 严重 。 通 
过 离散 小 波 变换 ， 可 以 在 同一 图 形 窗口 内 绘制 出 近似 波形 和 细节 波形 。 可 以 看 出 ， 这 样 得 出 的 波 
形 在 一 定 程度 上 降低 了 噪声 ， 如 果 需 要 较 好 地 降 嗓 则 需要 多 次 进行 小 波 变换 。 
>> x=0:0.002:2+pi; y=sin(x.~2); r=0.1*yrandn(size(x)); 
yl=y+r; subplot(211); Plot(x,y1) 欠 绘制 原始 信号 
[cA,cD]=dwt(y1,'db4); 久 离散 小 波 变换 
subplot (223) ，plot(cA) ; subplot(224)，Plot(cD) 儿 绘制 近似 和 细节 信号 
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(a) 原始 信号 波形 
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(b) eA 系数 波形 (e) cD 系数 波形 
图 10-33 给 定 信号 的 小 波 分 解 


对 得 出 的 cA 和 cD 向 量 还 可 以 进行 离散 小 波 反 变换 。 经 过 和 原 信号 比较 ， 得 出 的 信号 基本 上 


还 原 了 原始 信号 ， 误 差 极 小 。 
>> y2=idwt(cA,cD,db4?); norm(y1-y2) 六 检验 反 变 换 对 信号 的 还 原 程度 
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angs = 
6.183804676580192e-012 
10.4.1.3 小波 工具 箱 中 提供 的 基 小 波 函 数 
小 波 工具 箱 中 提供 了 大 量 的 基 小 波 模板 ， 如 Haar 小 波 、Daubechies 族 小 波 、 墨 西 哥 
帽 小 波 、Bior 族 小 波 等 ， 可 以 直接 调用 。 用 wavemngr() 函数 即 可 列 出 允许 使 用 的 基 小 波 
名 称 。 该 本 数 可 以 由 下 面 的 格式 调用 : 


wavamngrC?read ,1) 
例如 ，Haar 小 波 可 以 选择 名 称 "haar，，Daubechies 族 小 波 可 以 有 'dbl， 、'db2， 等 模 
板 ，Bior 族 小 波 可 以 有 'bior1.3: 、'bior2.4?; 等 ， 墨 西 哥 帽 小 波 可 以 选择 "mexh 等 。 
小 波 模 据 以 由 wavefun() 数 的 调用 格式 为 


5 









其 中 , m 为 迭代 次 数 ， 其 默认 值 为 8。 她 为 基 小 波 ， 由 为 小 波导 数 ， 而 Bior 小 波 中 四 办 
向 量 的 下 标 1 表示 用 于 小 波 分 解 ，2 用 于 小 波 重建 。 
【 例 10-22】 选 择 Daubechies 6 小 波 (db6")， 试 绘制 出 不 同 阶 次 下 的 基 小 波 波形 。 
【求解 】 用 下 面 的 语句 可 以 立即 绘制 出 该 小 波 在 2,4,6,8 选 代 次 数 下 的 波形 ， 如 图 10-34 所 示 。 可 
见 ， 当 远 代 次 数 选 为 8 时 能 得 出 相当 平滑 的 波形 ， 所 以 一 般 可 以 选择 的 选 代 次 数 为 8。 
>> [a,y,x]=wavefun(:db6',2); subplot(141) ，Plot(x,y) 
[a,y,x]=wavefun('db6:,4); subplot(142) ，Plot(x,y7) 
[a,y,x]=wavefun('db6',6); subplot(143)，Plot(x,7) 
[a,y,x]=wavefun(;db6,8); subplot(144) ，Plot (x,7) 
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图 10-34 不 同 选 代 次 数 下 的 Daubechies 6 基 小波 函 数 波形 
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【 例 10-23 】 试 绘制 出 常用 基 小 波 波形 。 

【求解 】〗 下 面 的 语 自 可 以 绘制 出 一 些 常用 的 基 小 波 波形 ， 如 图 10-35 所 示 。 其 中 ， "dbl' 小 波 实 

际 上 就 是 Haar 小 波 。 还 可 以 看 出 ，Daubechies 族 小 波 在 ,db6' 取 值 时 较 平 滑 ，Symlets 族 小 波 在 

"8ym6， 时 较 平 滑 。 

>> subplot(5,4,1) ，[a,y,zx]=wavefun(?dbl)7; plot(x,y)，% 同 料 绘制 其 他 db 小 波 

subplot (5,4,9) ，[a,y,x]=wavefun(sym2?); PLlot(x;)7)， 欠 同 料 绘制 其 他 sym 小 波 
subplot (5,4,13) ，[a, 了 ,z]=wavefun(icoif22); plot(x,y) 
subplot (5,4,15) ，[y,x]=vwavefun(7gaus2?); Plot(x,y) 
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subplot (5,4,17)，[a,y,b,c,x]=vwavefun(biorl.3:); plot(x,y) 多 以 下 略 
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图 10-35 常用 基 小 波 波形 


10.4.2 ”小 波 变换 技术 在 信号 处 理 中 的 应 用 


与 Fourier 变换 技术 以 及 基于 该 技术 的 频 域 方法 类 似 ， 小 波 技术 也 可 以 用 于 信号 处 理 
和 二 维 信号 处 理 (如 图 像 处 理 )， 且 可 以 显示 出 传统 频 域 分 析 方法 难以 实现 的 特性 。 本 节 
将 介绍 基于 小 波 变换 技术 的 信号 分 解 与 重建 方法 及 MATLAB 实现 ， 并 将 通过 信号 噪声 过 
滤 的 例子 来 演示 小 波 在 降 噪 中 的 应 用 。 

通过 小 波 变换 方法 对 某 给 定 信号 进行 分 解 ， 可 以 将 给 定 信号 S 分 解 成 两 个 部 分 ， 即 
cA; 和 cDi， 这 时 得 出 的 cA; 和 cDi 信号 的 数据 量 均 为 原 数据 S 的 一 半 ， 上 且 cAi 保留 原 
信号 的 低频 信息 或 近似 信息 ， 而 cDi 保留 该 信号 的 高 频 信息 或 细节 信息 。 从 信号 的 噪声 
过 滤 的 角度 看 ，cAl 信号 有 效 的 成 分 多 ， 而 cDi 多 属于 噪声 信号 。 对 cAi 信号 再 进行 一 
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步 小 波 分 解 ， 则 得 出 cA>, cD>。 对 cAs 再 进行 分 解 则 得 出 cAs 和 cDs， 如 此 还 可 以 再 进 
行 多 步 分 解 ， 分 解 的 过 程 如 图 10-36 (a) 所 示 。 和 前 面 介 绍 的 单 级 小 波 分 解 类 似 ， 各 个 cA 
序列 称 为 近似 系数 ， 而 cD 段 称 为 细节 系数 。 

MATLAB 的 小 波 分 析 工 具 箱 提供 了 wavedec() 函数 ， 可 以 用 于 一 维 信号 的 小 波 分 
解 。 该 函数 的 调用 格式 为 


[CC, 现 Savaasctz,m 
其 中 ，mz 为 原始 信号 ,mm 为 分 解 的 步 数 ， 如 取 m = 3，fun 为 所 选 基 小 波 的 名 称 ， 如 
"db6，， 分 解 后 可 以 得 出 C 和 工 两 个 向 量 ， 其 组 成 形式 如 图 10-36 (b) 所 示 ， 即 C 向 量 是 
按照 如 图 10-36 (b) 所 示 的 顺序 将 这 些 段 短 向 量 接 成 的 和 r 等 长 度 的 向 量 ， 且 每 个 子 段 的 
长 度 由 荆 向 量 相应 元 素 给 出 。 
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图 10-36 小 波 分 解 示意 图 


由 分 解 后 的 C 和 基 向 量 提取 近似 系数 cA 和 细节 系数 cD 可 以 分 别 由 appcoef () 和 
detcoetO) 本 下 宝 革 刘 用 从 二 分 玫 | 





其 中 ， “类 型 可 以 让 择 为 "4 +a; 和 ,d) ， 用 来 确定 是 利用 近似 小 波 系数 还 是 利用 细节 系数 
来 进行 原 信号 重建 ， 若 选择 了 近似 系数 ， 则 可 以 较 好 地 解决 信号 降 噪 问题 。 
【 例 10-24】 对 例 10-21 中 的 数据 进行 3 次 小 波 分 解 ,试用 各 种 基 小 波 函 数 对 其 进行 降 唆 处 理 ， 比 
较 降 品 效 果 。 
【求解 〗 由 例 10-21 中 给 出 的 数据 信号 可 以 绘制 出 如 图 10-33 (a) 所 示 的 原 信号 波形 症 线 。 

>> x=0:0.002:2+pii y=sin(x.“2); r=0.1#*randn(size(x)); yl=y+r;i plot(x,7y1) 

对 给 定 的 数据 进行 3 次 小 波 分 解 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 硼 关 各 个 于 信号 的 波形 ， 如 图 
10-37 所 示 ， 其 中 作者 根据 需要 对 各 个 坐标 系 的 宽度 进行 了 手工 调整 。 可 见 ， 每 次 分 解 都 能 滤 去 一 
部 分 嗓 声 ， 故 最 终 得 出 的 cAs 含有 的 唆 声 成 分 较 少 = 

>> [C,L]=wavedec(y1,3,db67); 
cA3=C(t:L(1)); subplot(141)，Plot(chA3》 
adA3=C(L(1)+l:sum(L([1 2])))3 subplotk142)，Pplot(dA3) 
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dA2=C(sum(L(1:2))+1:sum(L(1:3))); subplot(143) ，Plot(dA2) 
dAl=C(sum(L(1:3))+1:sum(L(1:4))); subplot(144) ，Plot(dA1) 
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图 10-37 小 波 分 解 的 结果 


现在 仍 采用 ,db6， 基 小 波 ， 则 可 以 由 下 面 的 语句 绘制 出 滤波 后 的 近似 波形 ， 如 图 10-38 (a) 所 
示 。 若 采用 ,db2， 基 小 波 ， 则 可 以 得 出 如 图 10-38 (b) 所 示 的 滤波 近似 波形 。 从 得 出 的 结果 看 ， 对 
本 例 来 说 ， 采 用 两 种 基 小 波 在 滤波 效果 上 没有 显著 的 差异 。 
>> A3=wrcoef (al,C,L,"db6:,3); plot(A3); figure 
[c,L] -wavedec(y1,3,,db2,); A3=wrcoef()a,C,L, db2,3); Plot(A3) 
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图 10-38 不 同 基 小 波 下 小 波 分 析 降 嗓 效 果 


其 实 ， 用 下 面 的 语 自 还 可 以 得 出 另外 两 种 常用 基 小 波 下 降 嗓 的 效果 ， 和 如 图 10.38 (a)、 图 
10-38 (b) 所 示 的 结果 很 接近 。 故 对 本 例 来 说 ， 降 吧 效 果 仍 无 显著 差异 。 
>> [C,L]=wavedec(y1,3, bior2.6 A3=wrcoef ()a,C,L,bior2.6”,3); plot(A3) 
[C,L]=wavedec(y1,3,"coaif47); A3=wrcoef()ai,C,L, coif4;,3); plot(A3) 


【 例 10-25】 重 新 考虑 例 8-32 中 的 数字 滤波 问题 ， 试 用 小 波 对 其 进行 滤波 ， 并 比较 滤波 效果 。 
【求解 】 用 下 面 语句 可 以 重复 例 8-32 中 给 出 的 滤波 器 滤波 结果 ， 同 样 ， 采 用 4 级 “db6” 小 波 ， 
也 可 以 降 嗓 效 果 ， 这 些 降 嗓 效果 在 图 10-39 中 给 出 ， 转 中 有 延迟 的 曲线 为 第 8 章 的 滤波 方法 得 出 
的 。 可 见 ， 小 波 降 嗓 方 法 不 会 产生 数字 滤波 器 那样 的 时 间 延 迟 ， 滤波 效果 也 明显 好 于 滤波 器 。 





>> b=1.2296e-6*conv([1 4 6 4 1] ,[1 3 3 要)7 anconv([1,-0.7265]，…- 
conv([1,-1.488,0.5644] ,conv([1,-1.595,0.6769];[1,-1.78,0.8713])))3 
x=0:0.002:2; y=exp(-x) .*sin(5*X) T=0.05*Tandn(size(x)); y1=y+ri 
y2=filter(b,a,y1); 多 例 8-32 中 给 出 的 滤波 方法 
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fC,L]=wavedec(y1,4,*db6); A4=wurcoef(a,C,L,db6,4); 
plot (x,y,x,y2,x,A4) 久 原 未 污染 信号 与 污染 信号 的 两 种 滤波 效果 
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10-39 给 定 信号 的 滤波 效果 比较 


10.4.3 ”小波 问题 的 程序 界面 


小 波 工具 箱 还 提供 了 求解 一 维 、 二 维 小 波 变换 问题 的 图 形 用 户 界面 。 在 MATLAB 命 
令 窗 口中 输入 wavemenu 命令 可 以 启动 该 程序 ， 得 出 如 图 10-40 所 示 的 图 形 界面 。 如 果 想 
解决 一 维 小 波 变换 问题 ， 则 单 击 Wavelet 1-D (一 维 小 波 分 析 ) 按钮 ， 该 程序 将 引导 用 户 输 
入 数据 文件 ， 选 择 小 波 并 进行 小 波 分 析 的 全 过 程 。 该 界面 使 用 起 来 较 容易 ， 故 不 在 这 里 
详细 介绍 了 。 


10.5 “粗糙 集 理论 与 应 用 
10.5.1 粗糙 集 理论 介绍 
10.5.1.1 “粗糙 集 理论 简介 

粗糙 集 (rough set) 是 波兰 数学 家 Z Pawlak 为 开发 自动 规则 生成 系统 及 研究 软 计算 
问题 于 1982 年 提出 的 。19 世纪 90 年 代 初 ， 人 们 才 逐 渐 认 识 到 粗糙 集 的 重要 性 。1991 年 
Z Pawlak 出 版 了 专著 ， 英 定 了 严密 的 数学 基础 Baj。 基 于 粗糙 集 的 知识 理论 由 于 不 需要 预 
先 给 定 某 些 特征 或 属性 的 数量 ， 可 从 现 有 的 数据 出 发 给 出 知识 的 简化 和 相对 简化 、 范 畴 
的 简化 和 相对 简化 方法 ， 为 处 理 不 精确 、 不 完全 信息 提供 一 种 更 符合 人 类 认 知 的 知识 理 
论 。 粗 糙 集 理论 是 一 种 处 理 不 精确 、 不 确定 与 不 完全 数据 的 新 的 数学 方法 。 它 能 有 效 地 
分 析 和 处 理 不 精确 、 不 一 致 、 不 完整 等 各 种 不 完备 信息 ， 并 从 中 发 现 隐 含 的 知识 ， 揭 示 
潜在 的 规律 。 由 于 它 在 机 器 学 习 与 知识 发 现 、 数 据 挖 据 、 决 策 支持 与 分 析 、 专 家 系统 、 
归纳 推理 、 模 式 识别 等 方面 的 应 用 突出 ， 现 已 成 为 一 个 热门 的 研究 领域 。 

当前 国内 外 学 者 已 公认 ， 该 理论 是 研究 数据 挖掘 、 知 识 约 简 、 信 息 计算 的 理论 基 
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图 10-40 “小波 分 析 程序 界面 


10.5.1.2 ”粗糙 集 的 基本 概念 
设 XYe 刀 有 是 定义 在 避 上 的 等 价 关系 ， 则 集合 天 关于 尺 的 下 近似 集 定义 为 


殖 (K)=LJreIR:YSX} (10-5-1) 
其 中 ， 多 (X) 是 根据 现 有 知识 判断 肯定 属于 于 的 对 象 组 成 的 最 大 的 集合 ， 称 为 正 区 ， 记 
为 POS(CX)。 
类 似 地 ， 也 可 以 定义 出 集合 X 关于 忆 的 上 近似 集 为 
吏 00=UreDRIYnR 天 放 “ (10-5-2) 


其 中 ，4 表示 为 空 集 。 碗 (X) 是 由 所 有 集合 闫 相交 非 空 的 等 效 类 的 并 集 ， 是 那些 可 能 属 
于 X 的 对 象 组 成 的 最 小 集合 。 

由 上 面 的 定义 可 以 再 给 出 集合 边界 区 定义 为 Bnd(X) = 腕 (X) 一 到 (发 )s 如 果 Bnd(20) 
是 空 集 ， 则 称 X 关于 及 是 清晰 的 ; 反之 ,如果 Bnd(X) 非 空 ， 则 称 藉 为 关于 尺 的 粗 精 
集 。 
【 例 10.26】 假 设 玩具 积木 集合 UJ = {zli7a,23171526;76JZ 计 ;具有 “着色 了 、 “形状 Ra、 
“体积 Ra” 这 3 种 属性 ， 且 忆 ; = {0,1,2}， 分 别 对 应 红色 黄色 和 绿色 ，“ 形 状 ”的 属性 值 取 为 
Ra = {0,1,2}， 分 别 对 应 方 、 围 、 三 角形 。“ 体 积 ”的 属性 关系 ， 又 可 以 取 为 Rs 一 {0,1}， 分 别 
对 应 于 “大 的 物体 ”和 “小 的 物体 
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按照 这 样 的 属性 关系 ， 假 设 红色 的 积木 有 {ziz2,T7}， 绿 色 的 有 {zs,z4}， 蓝 色 的 有 
{zs,ze}， 则 可 以 写 出 U|Ri = {f{fziza,zrj,{fza,zaj,{fzsze}}。 
10.5.1.3 ”信息 决策 系统 

信息 决策 系统 了 可 以 表示 为 了 = (U 4,C,D)， 其 中 , 芝 是 对 象 的 集合 ， 即 论 域 ，4 
是 属性 集合 ， 如 果 属 性 集 4 可 以 分 为 条 件 属性 集 C 和 决策 属性 集 忆 ， 即 CUD = 
4，CnD = 4%， 则 该 信息 系统 称 为 决策 系统 或 决策 表 。 

粗糙 集 理 论 中 使 用 决策 表 来 描述 论 域 中 对 象 。 它 是 一 张 二 维 表格 ， 每 一 行 描述 一 个 
对 象 ， 每 一 列 描述 对 象 的 一 种 属性 。 属 性 分 为 条 件 属性 和 决策 属性 ， 论 域 中 的 对 象 根据 
条 件 属性 的 不 同 ， 被 划分 到 具有 不 同 决策 属性 的 决策 类 。 表 10-11 为 一 张 信 息 系统 决策 表 
的 例子 ，U = {zl, zz,…} 为 对 象 集 ，C = {sl,…… ,sm] 为 条 件 属性 集 ， 刀 = {d，… ,dk} 
为 决策 属性 集 ， 方 表示 第 ;个 对 象 的 第 了 个 条 件 属性 值 ，9i5 是 第 ;个 对 象 的 第 7 决策 条 
件 的 属性 值 。 


表 10.11 信息 系统 决策 表 表 10-12 例 10-27 信息 决策 系统 表 





论 域 ”_C 万 
D | [oa[… [sw | 二 














waowmeownor|Ss 


【 例 10-27】 考 虑 例 10-26 中 给 出 的 玩具 积木 论 域 集合 ， 假 设 有 4 个 相关 属性 ， 颜 色 属 性 a、 
形状 属性 b、 大 小 属性 c 和 价位 属性 d， 且 已 知 zl2,4.5 为 黄色 的 ，z3 为 红色 的 ，767 为 绿色 
的 ;712.3 为 方形 的 ，zd4i5.6 为 国 形 的 ，z7 为 三 角形 的 ; zi8.5 为 大 玩具 ， 其 余 为 小 玩具 ; zZ2.3 价 
位 较 低 ，zli4 价位 中 等 ，zsiey 价位 较 高 。 从 实际 销售 情况 看 ，23,4 销售 很 好 ，z1.2 销售 一 般 ， 而 
2Z5,6,7 销售 较 差 ， 试 列 出 信息 决策 系统 表 。 
【求解 】 设 颜色 属性 中 用 {0,1,2} 分 别 表示 红色 黄色 和 绿色 ， 则 形状 属性 中 {0, 1 2} 分 别 表示 方 
形 、 园 形 和 三 角形 ， 大 小 属性 中 {0,1} 分 别 表示 玩具 的 小 和 大 ， 价 位 属性 中 {0;1,2} 分 别 表示 较 
低 、 中 等 和 较 高 ， 在 决策 属性 中 {0,1,2} 分 别 表示 销售 较 好 、 中 等 和 较 差 ， 那 么 根据 给 出 的 表格 
可 以 立即 得 出 信息 决策 系统 表 ， 如 表 10-12 所 示 。 粗 料 入 理论 的 一 个 重要 应 用 是 对 已 知 各 个 条 件 
进行 约 简 ， 找 出 哪些 属性 对 玩具 销售 情况 影响 大 ， 哪 些 没有 影响 。 

信息 系统 决策 表 在 MATLAB 下 可 以 由 一 个 抢 阵 8 来 表示 ， 其 中 前 面 各 列表 示 C 属 
性 ， 后 面 各 列表 示 刀 属性 ， 这 时 上 近似 集 腕 ( 怀 ) 和 下 近似 集 多 (X) 可 以 分 别 由 自 编 的 
rslower() 和 rsupper() 函数 求 出 。 它们 的 调用 格式 为 

ES 
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【 例 10-28】 假 设 论 域 U = {zl, za2,zayT4,z5,z6,Z7,Z8,T9,T10}， 关 系 为 书 = {Ri,R2}， 且 

U/Ri = {{zh zz,za,zdj,{fzs,z6e,z7zsj,{ze,zlo}}， 

U/R2 = {{zlyzaz,zaj, {fzaz5;z6,zrj,{zs,ze,zloj}， 

若 X = {zlz2,z3,z4,Z5}， 试 求 出 集合 是 的 上 近似 集 和 下 近似 集 。 
【求解 】 根据 题 中 已 知 条 件 ， 分 别 简 记 U/ Ri 和 U/R2 中 的 3 个 子 集 为 {0,1,2}， 则 可 以 建立 起 表 
10-13 中 给 出 的 信息 系统 决策 表 SS。 注意 ， 这 里 为 排版 方便 起 见 ， 将 信息 系统 决策 表 进 行 了 旋转 。 
选择 集合 X = {1,2,3,4,5}， 并 选择 决策 表 中 的 第 1,2 列 构成 口 向 量 ， 则 可 以 由 下 面 语 折 计 算出 集 


含 区 的 上 下 近似 集 。 


表 10-13 信息 系统 决策 表 








论 域 X 
UV Ra 关系 
LU/ Ra 关系 





>> S=[0,0; 0,0; 0,0; 0,1i 11 11 1,1; 1,2; 2,2; 2,2]; 
X=[1,2,3,4,5]; a=[1,2]; Sl=rslover(X,a,S) % 下 近似 集 


S1 = 
1 2 3 4 
>> S2=rsupper(X,a,S)  % 上 近似 集 
S2 = 
3 2 3 4 5 6 7 
>> Sd=setdiff(S2,S1) 多 边界 集 
angs = 


5 6 党 
从 决策 表 可 见 ，{LT/ Ri，U/Ra2} 构成 的 集合 总 共有 {0,0}，{0,1}，{l, 1}，{1,2}，{2,2}， 选 择 的 
样本 克 = {1,2,3,4,5}， 涉 及 到 的 {LJ/Ri,U/Ra} 集合 只 有 {0,0}、 {0,1} 和 {l,1}， 所 以 ， 青 定 属 
于 样本 集合 X 的 只 有 {1,2,3,4}， 亦 即 {zlyzzyzsz4}， 因 为 和 2Z5 一 样 具有 映射 关系 {l,1} 的 还 
有 z6,z7， 所 以 可 以 得 出 下 近似 集 为 {zl,z72,Z3,Z4}。 类 似 地 ， 可 能 属于 样本 集合 泰 的 样本 是 万 
的 上 近似 集 ， 由 于 ze,z7 和 克 集合 中 的 z5 都 为 {l,1}， 所 以 上 近似 全 中 除了 下 近似 集中 的 样本 外 
还 应 该 包括 z5,T6,z7， 这 3 个 样本 亦 为 边界 集 。 此 外 ， 由 于 边界 集 非 空 ， 所 以 属于 粗 炉 集 。 


在 信息 系统 中 ， 对 于 每 个 属性 子 集 及 S 4， 不 可 分 辨 关系 为 
Ind(R) = {(z,y)eUxUx:re 玉 :rz)= 7r(y)} (10-5-3) 
显然 ，Ind(R) 是 一 个 等 价 关 系 ， 在 不 产生 混淆 的 情况 下 可 以 用 尺 代替 Ind(R)。 


10.5.2 ”粗糙 集 数据 处 理 问题 的 MATLAB 求解 
10.5.2.1 ”利用 粗糙 集 理论 的 约 简 
目前 社会 已 经 进入 信息 时 代 ， 人 们 获得 信息 越 来 越 容易 。 但 大 量 的 未 处 理 的 信息 使 
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我 们 陷 人 "数据 灾难 "、* 决 策 灾难 "， 导 臻 要么“ 疲 于 应 付 " ， 要 么 “ 弃 之 不 理 "。 对 解决 这 
类 问题 的 研究 ， 一 般 称 为 “从 数据 库 中 发 现 知识 "与 “数据 挖掘 ”091。 

信息 系统 约 简 主要 是 使 信息 量 减少 ， 它 将 一 些 无 关 或 多 余 的 信息 忽略 掉 ， 而 不 影响 
其 原 有 的 决策 功能 。 无 疑 可 以 设想 将 约 简 后 的 信息 重新 组 合 而 产生 新 的 决策 规则 ， 这 类 
决策 规则 的 前 题 信息 和 结论 信息 可 能 不 同 于 约 简 前 的 任何 一 条 决策 规则 ， 但 它们 能 经 推 
理 而 得 到 相同 或 相近 的 结果 。 因 此 这 样 的 研究 成 果 对 数据 挖掘 以 及 数据 库 的 进一步 应 用 
将 产生 新 的 影响 。 

所 谓 约 简 ， 即 不 含 多 余 属 性 并 保证 分 类 正确 的 最 小 条 件 属性 集 。 一 个 信息 决策 表 可 
能 同时 存在 几 个 约 简 。 关 系 等 价 族 中 所 有 不 可 约 去 的 关系 称 为 核 ， 由 它 构成 的 集合 称 
为 尽 的 核 集 ， 记 成 Core( 书 ) 。 

这 里 不 详细 介绍 约 简 的 具体 算法 ， 只 介绍 依据 约 简 算法 编写 的 几 个 MATLAB 函数 ， 
如 redu() 、core() 等 。 关 于 约 简 算法 的 详细 讨论 请 见 文献 [55]。 

假设 信息 系统 决策 表 由 矩阵 8 表示 ， 其 中 , 第 c 列 C 属性 中 ，d 列 为 决策 列 忆 属性 
中 ,， 则 从 C 属性 中 相关 的 列 中 直接 使 得 决策 列 万 的 最 少 列 的 求 取 可 以 由 约 简 函 数 redu() 
找 出 。 这 些 函 数 的 调用 格式 为 





10.5.2.2 ”粗糙 集 理论 在 信息 约 简 中 的 应 用 举例 
前 面 介绍 了 约 简 的 基本 概念 和 约 简 问题 的 MATLAB 求解 函数 ， 这 些 函数 在 本 书 配套 

光盘 上 给 出 ， 可 以 直接 使 用 。 本 小 节 将 通过 两 个 实际 应 用 的 例子 四 来 演示 基于 粗糙 集运 

算 的 信息 约 简 方法 及 MATLAB 求解 。 

【 例 10-29】0~.9 这 10 个 数字 的 显示 一 般 采 用 了 自 数 码 管 来 实现 ， 这 7 段 数码 管 排序 如 图 10-41 

(a) 所 示 。 其 中 某 段 数码 管 发 光 则 记 为 1， 和 否则 记 为 0， 这样 每 个 数字 显示 对 应 的 真 值 表 如 表 


中， 0Iejyd56193 
LE PPPRRPPPPPP 


(a) 7 段 数码 管 (b) 约 简 示意 图 
图 10-41 数码 管 显示 及 数码 管 约 简 结果 


10-14 所 示 。 试 用 粗糙 集 的 方法 对 其 进行 约 简 ， 找 出 不 必要 的 数码 管 。 

【求解 】 从 人 类 对 数字 的 直观 理解 看 ， 这 7 段 数码 管 当然 全 是 必要 的 ， 缺 少 哪 段 都 不 易 被 人 准确 
辨认 出 来 。 但 如 果 考 虑 用 计算 机 来 识别 数字 ， 就 不 一 定 完全 坦 御 教 字 的 直观 显示 了 ， 可 以 有 一 种 
内 部 的 映射 。 若 去 掉 某 一 段 数码 管 后 不 影响 办 认 这 10 个 教 字 ， 则 得 出 的 新 映射 关系 就 可 以 理解 成 
原始 7 段 数 码 管 形式 的 一 个 约 简 。 利 用 下 面 的 MATLAB 语句 可 以 立即 得 出 下 面 的 约 简 结果 ， 若 
最 后 一 个 语句 调用 reda() 函 孝 也 将 得 到 同样 的 结果 。 
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表 10-14 数码 管 显示 真 值 表 



































>> C=[1,1,1,1,1,1,0; 0,1,1,0,0,0,0; 1,1,0,1,1,0,1; 1,1,1,1,0,0,1; 
0,1,1,0,0,1,1; 1,0,1,1,0,1,1; 1,0,1,1,1,1,1; 1,1,1,0,0,0,0; 
下 和 生生 和 下 人 
D=[0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9]; X=[C D]; 
c=1:7; d=8; Y=core(c,d,X) 负 其 中 1-7 列 为 C 属性 ，8 为 万 属性 
Y = 
工 2 5 6 7 


可 见 ，1,2,5,6,7 段 数码 管 是 不 能 约 简 掉 的 ， 而 3,4 ( 即 图 10-41 (a) 中 的 cd 段 ) 是 可 有 可 无 
的 ， 去 掉 它 们 并 不 影响 辨认 数码 管 显示 的 数字 ， 可 以 用 图 10-41 (b) 中 的 映射 关系 辨认 数字 。 这 样 
做 虽然 对 人 工 辨认 没有 什么 好 处 ， 但 对 机 器 拆 认 数字 无 疑 会 很 方便 ， 为 机 器 视觉 和 书写 体 数字 识 
别 等 领域 是 很 有 用 途 的 。 
【 例 10-30】SARS 是 2003 年 给 全 球 带 来 恶 慌 的 疾病 ， 其 准确 诊断 是 很 困难 的 。 这 里 给 出 从 报刊 
提取 出 的 一 些 数 据 ， 构 成 表 10-15， 试 利用 粗糙 集 理论 对 给 出 的 12 个 条 件 进 行 约 简 ， 找 出 辅助 诊 
汤 的 最 主要 的 条 件 。 这 里 的 数据 有 些 不 确切 ， 数 据 样本 也 不 完全 ， 所 以 不 能 真正 用 于 临床 诊断 。 


表 10-15 SARS 患者 和 正常 人 若干 检测 指标 表 









C 属 性 
卫 吸 困难 | 血液 检测 高烧 38"C | X 射线 | 白细胞 多 | 窜 眠 | 肌肉 酸 冯 
0 
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【求解 】 根据 题 塌 ， 可 以 给 出 如 下 的 命令 来 进行 条 件 约 简 ， 和 最 后 得 出 的 条 件 为 3,4， 表 示 第 3 和 4 
列 是 诊断 SARS 的 重要 因素 ， 亦 即 “ 血 液 检测 到 阳性 ”和 “高 烧 38"C”。 
>> D=[1; 0; 0 0 0 0; 0 1 1 417 1; 1]; * 
C=fl,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1; 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0; 
1,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0; 0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1; 
1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0; 0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1; 
1,0,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1; 1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1; 
1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1; 1,1,1,1,050)0)0,1,1,0,4; 
1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1; 1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1]3 
Y=redu(1:12,13,[C D]) 
Y = 
3 4 
10.5.2.3 “粗糙 集约 简 的 MATLAB 程序 界面 


基于 粗糙 集约 简 的 理论 和 方法 ， 还 编写 了 MATLAB 程序 界面 。 在 MATLAB 提示 符 
下 键入 rsdav3 命令 则 将 启动 该 程序 界面 ， 得 出 如 图 10-42 所 示 的 对 话 框 ， 用 户 可 以 由 其 
中 的 Browse 按钮 读 和 人 信息 系统 决策 表 ， 给 出 C 属性 和 忆 属性 所 需 的 列 号 ， 则 可 以 进 一 
步 进行 分 析 。 例 如 ， 单 击 Redu 按钮 则 可 以 进行 约 简 ， 结 果 将 在 Results 栏目 显示 出 来 。 











图 10-42 粗糙 集 数 据 分 析 程序 界面 


10.6 “分 数 阶 微 积 分 学 及 其 应 用 


第 3 章 详细 介绍 了 微 积分 学 的 相关 内 容 ， 其 他 一 些 章节 还 陆续 介绍 了 基于 MATLAB 
语言 的 微 积分 问题 的 计算 方法 。 一 般 地 ，dny/dzn 表示 2 对 z 的 半 阶 导数 ， 但 若 m 一 
1/2 时 是 什么 含义 呢 ? 这 是 300 多 年 以 前 法 国 著名 数学 家 Guillaume Francois Antoine 
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L'H6pital 问 过 微 积 分 学 创造 者 之 一 Gattfried Wilhelm Leibnitz 的 一 个 问题 kj。 分 数 阶 微 
积分 理论 建立 至 今 已 经 有 300 年 的 历史 了 ， 但 早期 主要 侧重 于 理论 研究 ， 近 年 来 在 很 多 领 
域 都 已 经 开始 应 用 分 数 阶 微 积 分 学 理论 ， 例 如 在 自动 控制 领域 出 现 了 分 数 阶 控制 理论 等 
新 的 分 支 。 本 节 将 介绍 分 数 阶 惩 积分 的 定义 及 各 种 计算 方法 ， 并 介绍 分 数 阶 线性 及 非 线 
性 微分 方程 的 求解 方法 。 


10.6.1 分 数 阶 微 积分 的 定义 
10.6.1.1 ”分数 阶 微 积 分 的 各 种 定义 及 性 质 

在 分 数 阶 微 积 分 理论 发 展 过 程 中 ,出 现 了 很 多 种 函数 的 分 数 阶 微 积分 的 定义 ， 如 
由 整数 阶 微 积分 直接 扩展 而 来 的 Cauchy 积分 公式 、Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定 
义 、Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积 分 定义 以 及 Capotu 定义 等 ， 本 节 将 先 介绍 这 些 定义 及 
其 等 效 关 系 ， 再 给 出 分 数 阶 微 积 分 的 各 种 性 质 : 

QD 分 数 阶 Cauchy 积分 公式 该 公式 从 简单 整数 阶 积 分 直接 扩展 而 来 。 


2nj(D) = 3 人 E 二 人 ar (io.6.1) 





其 中 ，C 为 包围 fb) 单 值 与 解析 开 区 域 的 光滑 曲线 。 
@ Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 该 定义 为 


1 [ec 
a98j(b) = 加 声 芯 (- 7 人 ( 7 六 (10-6-2) 


其 h，( 9 ) 为 = 项 式 系数 。 
@@ Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积 分 公式 其 分 数 阶 积 分 的 定义 为 


一 G 1 1 a 一 1 
erofO= TDeyDdr 00.6.3) 


其 中 ,0 < a < 1， 且 为 初 值 ， 一 般 可 以 假设 零 初始 条 件 ， 即 令 a = 0， 这 时 微分 记号 
可 以 简写 成 9rej(t)。Riemann-Liouville 定义 为 目前 最 常用 的 分 数 阶 微 积分 定义 。 特 别 
地 ， 乡 左右 侧 的 下 标 分 别 表示 积分 式 的 下 界 和 上 界 D4。 

由 这 样 的 积分 还 可 以 定义 出 分 数 阶 微分 。 假 设 分 数 阶 m 一 1 < B <m， 则 定义 其 分 数 
阶 微分 为 


221= 电 吉 [/ 2 


di FTm 二 D)dtn 企 一 7T)A n+1 
图 Caputo 分 数 阶 微分 定义 Caputo 分 数 阶 微分 定义 为 


(m+I1) 
o928gy(b) = FE 人 本 7 (10-6-5) 


[are-ayg] = 二 dz| 06 
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其 中 ，a = 和 十 六 和 为 整数 ，0 < Y 和 1。 类 似 地 ，Caputo 分 数 阶 积分 定义 为 


0920 = Fe/ dr ?7<0 (10-6-6) 

可 以 证 明 laal ， 对 很 广 一 类 实际 函数 来 说 ，Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 及 
Riemann-Liouvile 分 数 阶 微 积 分 定义 是 完全 等 效 的 。Caputo 定义 和 Riemann-Liouvile 
定义 的 区 别 主要 表现 在 对 常数 求 导 的 定义 上 ， 前 者 对 常数 的 求 导 是 有 界 的 (为 0) ， 而 后 
者 求 导 是 无 界 的 ，Caputo 定义 更 适用 于 分 数 阶 微分 方程 初 值 问题 的 描述 。 本 节 主 要 研究 
Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积分 问题 ，Cauchy 积分 定义 和 其 他 几 种 定义 有 一 些 区 别 ， 这 
将 在 后 面 内 容 中 通过 例子 来 演示 。 

分 数 阶 微 积 分 有 如 下 性 质 [271: 

人 @D 解析 函数 小 (6 的 分 数 阶 导数 028f(t) 对 上 和 a 都 是 解析 的 。 

@ a = mn 为 整数 时 ， 分 数 阶 微分 与 整数 阶 微分 的 值 完 全 一 致 ， 且 o28jJ(t) = jb)。 

图 分 数 阶 微 积分 算 子 为 线性 的 ， 即 对 任意 常数 ,bp， 有 








ogg af +bg(D] = ao287(+bo98gt) (10.67) 
图 分 数 阶 微 积分 算 子 满足 交换 律 ， 并 满足 秋 加 关系 
o98 oop1d] =og8[oge7] = 9847 (10-6-8) 


10.6.1.2 ”分数 阶 微 积 分 的 积分 变换 
函数 的 分 数 阶 积 分 表达 式 的 Laplace 变换 为 


冯 [2577g] = 一 2 (10.6-9) 
函数 分 数 阶 微分 的 Laplace 变换 为 
及 一 1 
[ose7g] = 2 半 oo] (10-6.10) 
大 =1 


特别 地 ， 若 函数 fi) 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0， 则 2028FGb] = s"[7Gb]。 
函数 Pt) 的 分 数 阶 微 积 分 的 Fourier 变换 可 以 统一 写成 


[2210] = Go)"2UG (10.6.11) 
其 中 ，a 既 可 以 为 正 数 ， 表 示 分 数 阶 微分 ， 也 可 以 为 负 值 ， 表 示 积 分 。 


10.6.2 “分数 阶 微 积分 的 计算 
10.6.2.1 利用 Fourier 级 数 计算 周期 函数 的 分 数 阶 微 积分 


在 介绍 基于 Fourier 级 数 的 分 数 阶 征 积 分 计算 之 前 ， 有 必要 先 回顾 一 下 Fourier 级 数 
及 其 求解 方法 。 对 周期 为 2 的 函数 ， 可 以 利用 第 3.2.2 节 介 绍 的 Fourier 展开 方法 ， 将 
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te [一 瑟 , 刀 区间 内 的 信号 jb 写成 三 角 函 数 的 级 数 形式 ， 即 
fj 罗 = 到 十 an cos Pt 十 bsin ZE 10-6-12 
亏 ( 志 sin ) ( ) 


其 中 ， 
1 人 
mm/ Jeos 呈 dt 寻 一 0,1,2,…- 
1 2 这 (10-6-13) 
1 
= 主 厂 7gmm 至 dt 九 一 1,2,3,… 


若 te (ao 日 ， 则 可 以 计算 出 二 = (一 a)/2。 引 入 新 变量 让， 使 得 上 = 计 + 二 +a， 则 可 以 
将 了 (映射 成 (-- 乙 , 基 ) 区 间 上 的 函数 ， 可 以 对 之 进行 Fourier 级 数 展开 ， 再 将 少 = t 一 工 一 4 
转换 成 t 的 函数 即 可 。 用 该 节 编写 的 函数 fseries() 可 以 得 出 Fourier 级 数 及 Fourier 系 


数 anbn。 
假设 已 知 正弦 、 余 弦 函 数 ， 其 整数 阶 微分 表达 式 为 
上 [en do = oksin 人 十 3 ， 所 [cesd = akcos 人 号) (10-6-14) 


由 Cauchy 积分 公式 可 以 证 明 ， 对 分 数 阶 的 微分 来 说 ， 当 大 为 分 数 时 ， 上 述 公式 仍 
然 成 立 kt3l。 所 以 ， 可 以 考虑 用 整数 阶 Fourier 级 数 展开 去 逼近 已 知 的 fb) 函数 ， 利 用 式 
(10-6-14) 给 出 的 式 子 ， 就 可 以 将 f(b) 函数 的 7 阶 导 数 用 下 面 的 公式 直接 计算 出 来 。 





20yg=TGe5 +2 (至 ) [ws (至 t+ 符 )+tnsm (至 t+ 将 )] (10-6-15) 
若 ? 为 大 于 1 的 分 数 ， 则 可 以 将 其 分 解 成 加 十 他。 其 中 ,mm 为 正 整 数 ，0 < ?7 < 1l。 这 
时 可 以 先 对 原 ft) 函数 先 求 取 mm 阶 导数 ， 再 对 结果 求 7 阶 微分 。 

若 ? 为 负数 ， 则 立即 计算 出 |n| 阶 积分 的 值 。 根 据 上 述 的 算法 ， 可 以 编写 出 基于 
Fourier 级 数 展开 的 分 数 阶 微分 函数 。 其 中 ，0 < Y < 工时 建议 采用 此 方法 ， 和 否则 用 户 可 以 
自己 决定 是 否 需要 将 Y 分 解 成 整数 与 小 数 之 和 的 形式 再 进行 微 积分 运算 。 

function F=fdiffint(A,B,t,gam,a,b) 

a0=A(1); A=A(2:end) ; n=length(B); L=(b-a)/2; 

if gam>=0，F=0; else，F=a0+t -~gam/gam;i end 

for i=l:n 
an=i#+pi/L; bn=gam+pi/2; 
F=F+an~gam+(A(i)*cos(anyt+bn)+B(i)*sin(anyt+bn)): 

end 

if arb，F=<subs(F,t,t-L-a);i end 
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【 例 10-31】 考 虑 例 3-20 中 给 出 的 函数 = 太一 rjlt 一 2r),tE (0,2r)， 试 用 Fourier 级 数 展开 的 
方法 绘制 出 该 函数 的 一 些 分 数 阶 微分 与 积分 函数 曲线 。 
【求解 】 利用 Fourier 级 数 展开 方法 ， 可 以 得 出 如 图 10-43 (a) 所 示 的 拟 合 效果 。 可 见 ， 对 本 例 来 
说 ， 直 接 采用 Fourier 级 数 ， 只 用 12 项 就 能 得 出 较 好 的 拟 合 效果 。 
>> syms ti;i f=t*+(t-pi)*(t-2+pi); [A,B,F]=fseries(f,t,12,0,2*pi); 
ezplot (f, [0,2*pi]); hold on; ezplot(F,[0,2*pi]) 
利用 有 限 项 的 Fourier 级 数 ， 就 可 以 得 出 各 个 阶 次 下 的 微 积分 函数 曲线 ， 如 图 10-43 (b) 所 
示 。 
>> Fl=fdiffint(A,B,t,0.25,0,2*pi); ezplot(Fl,[0,pi]); hold on 
Fl=fdiffint(A,B,t,0.5,0,2*pi); ezplot(F1,[0,pi]); 
Fl=fdiffint(A,B,t,0.75,0,2*pi); ezplot(F1,[0,Pi]); 
Fl=fdiffint(A,B,t,-0.75,0,2*pi);i ezplot(F1,[0,Pi); 
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(a) Fourier 级 数 的 拟 合 效果 (b) 分 数 阶 微 积分 函数 曲线 


图 10-43 基于 Fourier 级 数 的 方法 求 出 的 函数 分 数 阶 微 积分 
用 下 面 语 自 还 可 以 绘制 出 分 数 阶 微 积 分 曲面 ， 如 图 10-44 所 示 。 





-L_ 9 
图 10-44 不 同 阶 次 下 的 微 积分 曲面 
>> tt=0:0.1:2*pi;i aa=-1:0.2:1; T=D; 


for T=aa 
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Flt=fdiffint(A,B,t,r,0,2*pi); T=[T; double(subs(Fl,t,tt))]; 
end 
hold off;i surf(tt,aa,T) 


【 例 10-32】 假 设 给 定 函 数 f(t) = ertsin(3t 十 1)，t e (0,r)， 试 求 出 其 分 数 阶 导数 。 
【求解 】 对 给 定 的 区 间 进 行 Fourier 级 数 展开 ， 用 不 同 的 项 数 进 行 拟 合 ， 则 将 得 出 如 图 10-45 (a) 
所 示 的 拟 合 效果 。 显 然 ， 这 些 拟 合 效果 都 不 好 ， 尤 其 表现 在 曲线 的 边界 上 。 
>> syms t; f=exp(-t)*sin(3+t+1); ezplot(f,[0,pi]); hold on 
[Al, Bit,Fl]=fseries(f,t,10,0,pi); ezplot(F1,[0,pPi]); 
[A2,B2,F2]=fseries(f,t,15,0,pi); ezplot(F2,[0,pi]); 
[A3,B3,F3]=fseries(f,t,20,0,Pi); ezplot(F3,[0,Pi]); 
为 了 解决 这 样 的 问题 ， 可 以 适当 放大 函数 的 定义 域 。 在 区 间 (一 0.5,r 十 0.5) 上 重新 拟 合 原 函 
数 ， 这 样 在 (0,r) 区 间 段 内 原 函 孝 的 拟 合 效果 如 图 10-45 (b) 所 示 。 显 然 ， 在 这 一 区 间 内 拟 合 效果 
明显 改善 了 。 
>> syms ti f=exp(-t)*sin(3yt+1); ezplot(f,[0,pi]); hold on 
[A1,B1,F1]=fseries(f,t,10,-0.5,0.5+pi); ezplot(F1,[0,pi]); 
[A2,B2,F2]=fseries(f,t,20,-0.5,0.5+pi); ezplot(F2,[0,pi]); 
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(a) (0,F) 区 间 (b) (一 0.5, 下 十 0.5) 区 间 


图 10-45 不 同 指定 区 间 的 Fourier 级 数 展 开 拟 合 效果 


利用 这 样 得 出 的 Fourier 级 数 展 开 ， 可 以 求 出 其 分 数 阶 导 教 ， 如 图 10-46 (a) 所 示 。 然 而 ， 对 
这 样 给 出 的 函数 来 说 ， 得 出 的 导数 曲线 不 平滑， 因为 Fourier 级 数 不 能 平滑 地 拟 合 原 函 数 。 
>> Fl=fdiffint(A2,B2,t,0.25,-0.5,pi+0.5); ezplot(Fl,[0,pi]); hold on 
Fl=fdiffint(A2,B2,t,0.5,-0.5,pi+0.5); ezplot(F1,[0,Pi) 
Fl=fdiffint(A2,B2,t,0.75,-0.5,pi+0.5); ezplot(F1,[0,Pi]) 
对 原始 邓 数 进行 60 项 Fourier 级 数 展 开 ， 则 会 发 现 函 教 曲 线 拟 合 效果 有 显著 改善 ， 图 10-46 
(a) 中 还 给 出 了 分 数 阶 微分 函数 曲线 ， 低 阶 微分 曲线 很 光滑 ， 但 高 阶 微分 曲线 仍然 不 光滑 。 
>> [Al,B1,Fl1]=fseries(f,t,60,-0.5,0.5+pi); 
Fl=fdiffint(Al,Bl,t,0.25,-0.5,pPi+0.5); ezplot(Fl， [0,pi]); hold on 
Fl=fdiffint(At,Bl,t,0.5,-0.5,pi+0.5); ezplot(F1,[0,pi) 
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(a) 20 参展 开 (b) 60 需 贿 开 
图 10-46 ”本 数 的 分 数 阶 微分 曲线 
Fl=fdiffint(A1,Bl,t,0.75,-0.5,pi+0.5); ezplot(F1,[0,pi]) 
基于 Fourier 级 数 的 分 数 阶 微 积分 计算 方法 完全 取决 于 该 函数 是 否 能 由 Fourier 级 数 
精确 近似 ， 另 外 还 需要 已 知 该 函数 。 
10.6.2.2 用 Griinwald-Letnikov 定义 求解 分 数 阶 微分 


其 实 ， 求 解 分 数 阶 征 积 分 的 最 直接 数值 方法 是 利用 Griinwald-Letnikov 定义 的 方法 


[(t 一 oa)/ 问 1 [(t-a)/ 败 
21 的 = 是 直 工 CU 人 (7 为 = 让 并 o1C- 册 (0069 
J=0 J=0 


其 中 ， ug = (-17 (9) 为 函数 (1 - z)a 的 多 项 式 系数 ， 该 系数 还 可 以 更 简单 地 由 下 面 
的 递 推 公式 直接 求 出 : 
ua 二 了 一 人 “ 光 ) 人 了 一 2 (106-17) 
假设 步 长 产 足 够 小 ， 则 可 以 用 式 (10-6-16) 直接 求 出 函数 数值 微分 的 近似 值 ， 并 可 以 
证 明 lasl ， 该 公式 的 精度 为 ol)。 所 以 ， 利 用 Griinwald-Letnikov 定义 可 以 立即 编写 出 下 
面 的 函数 来 求 取 给 定 函 数 的 分 数 阶 微分 函数 。 
function dy=glfdiff(y,t,gam) 
h=t(2)-t(1); dy(1)=0; y=y(:); t=t(:); 
w=1; for j=2:length(t)，w(j)=w(j-1)*(1-(gam+1)/(j-1)); end 
for i=2:1ength(t) 
dy(i)=w(1:i)*[y(i:-1:1)]/h>gami 
end 
其 中 ,4 分别 为 给 定 函 数 的 采样 值 与 时 刻 值 构成 的 向 量 。 要 求 上 为 等 间距 向 量 ， 且 gam 
为 分 数 阶 的 阶 人 次， 这样 得 出 的 由 向 量 为 函数 的 分 数 阶 导数 。 
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【 例 10-33〗 考虑 例 10-32 中 给 出 的 函数 f(t) = ertsin(3t 十 1])，tE (0,z)， 试 求 出 其 分 数 阶 导数 。 
【求解 〗 分 别 选 择 采样 周期 了 = 0.01 和 0.001， 则 可 以 得 出 在 这 两 个 采样 周期 下 计算 出 的 0.5 阶 导 
数 函 数 曲 线 ， 如 图 10-47 (a) 所 示 。 可 见 ， 在 t+ 接近 0 的 区 域外 二 者 是 很 接近 的 。 对 本 函数 而 言 ， 
选择 了 = 0.01 可 以 足够 精确 地 求 出 函数 的 分 数 阶 微分 . 
>> t=0:0.001:pi;i y=exp(-t) .*sin(3+t+1); dy=glfdiff(y,t,0.5); plot(t,dy); 
t=0:0.01:pi; y=exp(-t).*sin(3*t+1); dy=glfdiff(y,t,0.5); line(t,dy) 
对 不 同 的 了 选 值 ， 可 以 调用 下 面 的 语句 绘 制 出 分 数 阶 导 函 数 的 三 维 图 ， 如 图 10-47 (b) 所 示 。 
>> Z=[;) t=0:0.01:pi;i y=exp(-t) .*sin(39+t+1); 
for gam=0:0.1:1，Z=[Z; glfdiff(y,t,gam)] ; end 
surf(t,0:0.1:1,Z); axis([0,pi,0,1.-1.2.6]) 
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图 10-47 函数 的 分 数 阶 微分 
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5 2 0 0 
(a) 不 同 采样 周期 的 结果 比较 (b) 分 数 阶 微分 曲面 


【 例 10.34】 试 用 不 同 定义 求 取 函 数 为 flt) = sin(3t 十 1) 的 0.75 阶 微分 ， 并 比较 得 出 的 结果 。 
【求解 】 由 Cauchy 定义 ， 按 式 (10-6-14) 给 出 的 分 数 阶 微分 公式 可 以 立即 求 出 0.75 阶 微分 为 
02075f 折 二 3075sin 3t+1+ 2 ， 而 用 Griinwald_Letnikov 定义 的 微分 可 以 由 glfdiff() 函 
数 得 出 。 这 样 ， 由 下 醉 语句 可 以 绘制 出 由 这 两 个 定义 得 出 的 分 数 阶 和 分 曲线 ， 如 图 10-48 所 示 。 
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图 10-48 “不同 定 义 下 的 分 数 阶 微分 曲线 
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>> t=0:0.01:Pi; y=sin(3*t+1); yl1=3-0.75*sin(3+t+l+0.75*+pi/2) ; 
y2=glfdiff(y,t,0.75); plot(t,y1,t,y2) 

比较 两 种 定义 得 出 的 结果 ， 可 见 用 Cauchy 积分 公式 定义 的 算法 没有 初始 突变 过 程 ， 在 1 一 0 
区 域 以 外 二 者 几乎 是 一 致 的 。 从 得 出 的 结果 很 难 断 定 哪个 定义 是 正确 的 ， 因 为 这 完全 取决 于 
t 芝 0 时 1 的 值 是 什么 。 若 y = 0， 则 显然 在 t = 0+ 时 刻 2 的 值 从 0 突变 到 sin1， 所 以 这 时 分 
数 阶 微分 值 应 该 为 co， 突 变 的 影响 亦 将 持续 一 段 时 间 ， 故 Griinwald-Letnikov 定义 能 正确 反映 
该 函数 的 分 数 阶 微分 变化 ， 而 不 适合 用 Cauchy 积分 公式 ; 若 在 上 和 0 时 原 函 数 仍然 满足 函数 
3(t) = sin(3t 十 1)， 则 在 = 0+ 时 函数 没有 突变 ， 则 更 适合 使 用 Cauchy 积分 公式 。 
10.6.2.3 “分数 阶 微 积分 的 Fourier 变换 算法 

由 前 面 介绍 的 Fourier 变换 理论 可 以 给 定 函数 f(t) 的 Fourier 变换 及 反 变 换 为 


Fw) 角 J(berivtdt，H(D 一 支 广 Fojetdu 各 
双边 取 分 数 阶 微分 ， 则 可 以 得 出 
2nftt) = 27 伟 廊 Per 
了 本 oo 
二 支 矿 F(w)2r [eicg] dw = 支 广 GorPwevdv 


亦 即 该 机 数 的 Y 阶 微分 实际 上 就 是 jw)j7F(w) 函数 的 Fourier 反 变 换 。 这 些 公式 还 有 离散 
版 本 ， 对 给 定 序列 f(k)， 可 以 得 出 该 序列 的 离散 Fourier 变换 为 


(10-6-19) 


F(w) = 宁 Jenite (10-6-20) 
大 = 一 ce 
这 样 ， 函 数 分 数 阶 导数 可 以 表示 成 
2n7( = 去 和 Go)rF(o)eitw (10-6-21) 
大 = 一 cc 


10.6.2.4 “分 数 阶 微 积分 的 滤波 算法 

前 面 介 绍 的 各 种 分 数 阶 微分 运算 的 前 题 是 被 微分 函数 fb) 为 已 知 函 数 ， 但 在 实际 应 
用 中 该 信号 经 常 是 无 法 预先 知道 的 ， 所 以 应 该 采用 其 他 形式 来 求 取 分 数 阶 微分 ， 例 如 通 
过 构造 滤波 器 的 方式 来 对 信号 进行 数值 微分 处 理 。 

信号 的 滤波 器 可 以 有 连续 和 离散 两 种 形式 ， 分 别 用 来 拟 合 Laplace 变换 算 子 sy 和 
Fourier 变换 算 子 (jw)7。 从 效果 上 看 ， 函 数 的 分 数 阶 数 值 微分 相当 于 原来 信号 需要 通过 这 
样 的 滤波 器 得 出 的 输出 信号 。 

文献 [37] 中 列 出 了 多 种 连续 滤波 器 的 实现 算法 。 这 里 只 介绍 其 中 的 Oustaloup 算 
法 8。 假设 选 定 的 拟 合 频率 段 为 (ws, wh)， 则 可 以 构造 出 连续 滤波 器 的 传递 函数 模型 为 


(10-6-22) 
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其 中 ， 滤 波 器 零 极点 和 增益 可 以 由 式 (10-6-23) 直接 求 出 ， 为 


k+N+ 去 0G-?) k+N+ 直 (1+7) YY 
Oo 3RAI OA 3RTHT on 码 
Co (名 ) wk 一 cb , 天 =( 衬 ) 工学 (106-23) 
0 ob 人/ =-N wk 


根据 上 述 的 算法 ， 可 以 直接 编写 出 如 下 的 函数 ， 设 计 连 续 滤波 器 。 这 样 ， 若 y(b) 信 

号 通过 滤波 器 进行 过 滤 ， 则 可 以 认为 输出 的 信号 是 92y(b 的 近似 。 

function G=ousta_fod(r,N,w_L,w_H) 

mu=w_H/w_L; k=-N:N; 

W_kp= (mu) .~((k+N+0.5-0.5*T)/(2+N+1) ) 站 Wi 

VW_k=(mu) .~((k+N+0.5+0.5*T)/(2*N+1) )*w_Li; 

K= (mu)~(-Tr/2)*prod(w_k)/Prod(w_kp); 

G=tf(zpk(-W_kPp”，,-w_Kk:,K)); 
其 中 ，r 为 分 数 阶 的 阶 次 ，2N + 1 为 滤波 器 的 阶 次 ，w 和 w_H 分别 为 用 户 选 定 的 拟 合 频 
率 下 限 ws 和 上 限 内， 一 般 在 该 区 域内 能 较 好 地 拟 合 分 数 阶 微分 算 子 ， 而 其 外 的 区 域 将 和 
微分 算 子 相差 很 多 。 由 于 算法 本 身 可 能 的 局 限 性 ， 应 该 选择 wswn = 1。 
【 例 10-35】 假 设 s = 0.01,wn = 100 rad/sec， 试 设计 出 连续 滤波 器 ， 对 fi(t) 一 er-tsin(3t 十 1) 信 
号 计算 0.5 阶 微分 。 
【求解 〗 可 以 用 下 面 的 语 和 设计 出 

>> G=ousta_fod(0.5,2,0.01,100) ，bode(G) 

Transfer function: 

10 s*5 + 298.5 s-4 + 1218 s"3 + 768.5 s"2 + 74.97 s + 1 





8-5 + 74.97 s"4 + 768.5 s-3 + 1218 s-2 + 298.5 s + 10 
上 面 的 语 自 还 可 以 直接 绘制 出 该 滤波 器 的 Bode 图 ， 如 图 10-49 (a) 所 示 ， 在 该 图 中 还 重印 了 直 
线 ， 表 示 (jw)r 的 理论 值 。 由 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 曲线 ， 同 
时 也 将 绘制 出 由 Griinwald-Letnikov 定义 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 曲线 ， 如 图 10-49 (b) 所 示 。 可 
见 ， 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 结果 还 是 很 精确 的 。 
>> t=0:0.001:pPi;i y=exp(-t) .*sin(3*t+1) 3 
yl=leim(G,y,t); y2=glfdiff(y,t,0.5); plot(t,y1t,72) 
当然 ， 用 该 算法 还 可 以 在 更 大 的 频率 范围 内 拟 合 分 数 阶 微分 函数 ， 这 时 需要 适当 增 大 拟 合 
的 阶 次 。 下 面 给 出 在 (10-4,104) 频段 内 的 拟 合 效果 ， 如 图 10-50 所 示 。 可 见 ， 对 这 样 大 的 频率 范 
围 ， 不 再 适合 N 一 2 的 近似 ， 而 应 该 采用 更 大 的 N 值 ， 如 及 一 4。 
>> G=ousta_fod(0.5,2,1e-4,1e4); Gl=ousta_fod(0.5,3,1e-4,1e4); 
G2=ousta_fod(0.5,4,1e-4,1e4); G3=ousta_fod(0.5,5,1e-4,1e4); 
bode(G，-…G1，-- 62 G3， 一 7) 
对 离散 系统 来 说 ， 由 于 纯粹 的 分 数 阶 微分 器 是 不 能 直接 物理 实现 的 ， 所 以 需要 用 ETIR. 
滤波 器 Ha 或 IIR 滤波 器 外 的 形式 对 其 近似 。 利 用 滤波 器 设计 工具 箱 中 的 filt() 函数 ， 由 
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图 10-50 不 同 阶 次 下 的 滤波 器 近似 效果 























Tvo Petrls 博士 开发 的 分 数 阶 微 积分 器 的 FIR 滤波 器 设计 函数 了 。 其 核心 部 分 清单 如 下 : 


function H=dfod2(n,T,r) 


if r>0 

bc=cumprod([1,1-((r+1)./[1:n])]); H=filt(bc,[T"r],T); 
elseif r<0 

bc=cumprod([1,1-((-rt1)./[l:n])]); H=filt([T(-r)],bc,T); 
end 


其 中 ,m 为 期 望 的 滤波 器 阶 次 ，T 为 滤波 器 的 采样 周期 ，r 为 所 需 的 导数 阶 次 ， 用 该 函数 
可 以 直接 设计 出 滤波 器 囊 。 若 某 信号 经 过 滤波 器 瓦 ， 则 可 以 得 出 该 信号 的 > 阶 导数 ， 经 
过 滤波 器 得 出 的 输出 信号 可 以 由 filter() 函数 计算 出 来 。 

【 例 10-36 】 试 用 离散 FIR 洪波 器 对 例 10-35 中 给 出 的 信号 求 取 分 数 阶 微分 。 

【求解 】 用 下 面 的 语句 可 以 直接 设计 出 滤波 器 ， 并 绘制 出 Bode 图 ， 如 图 10-51 (a) 所 示 。 由 得 出 
的 频率 响应 看 ，m = 100 明显 优 于 = 50 时 的 滤波 器 ， 但 显然 远 不 如 前 面 介绍 的 用 Oustaloup 算 





下 可 由 The MathWorks 免费 下 载 ， 见 http://www.matlabcentral.com 下 的 信号 处 理 滤波 器 设计 栏目 。 
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法 设计 的 连续 滤波 器 ， 在 这 些 滤波 器 下 还 可 以 得 出 给 定 信号 的 分 数 阶 微分 ， 如 图 10-51 (b) 所 示 ， 
然而 计算 精度 不 甚 理想 。 
>> t=0:0.001:pi; y=exp(-t) .*sin(3+t+1); y3=glfdiff(y,t,0.5); 
Gl=dfod2(50,0.001,0.5); G2=dfod2(100,0.001,0.5); bode(G1,G2) 
ytzfilter(G1.numf1},G1.denf1},y); y2=filter(G2.numf1},G2.denf1y,y); 
figure;i plot(t,y1,t,y2,t,y3) 





ed Diagram 


























io 四 四 ia 05 1 人 
(a) 滤波 器 的 频 域 响应 遇 线 (b) 分 数 阶 微分 的 淖 波 近似 
图 10-51 不 同 (n,a) 组 合 下 的 数值 微分 器 效果 比较 


FIR 滤波 器 的 阶 次 较 高 ， 所 以 可 以 考虑 采用 IIR 滤波 器 来 生成 分 数 阶 微 积分 信号 。 从 
连续 系统 角度 看 ， 分 数 阶 微 积分 可 以 用 Laplace 变换 写成 s+Y。 对 其 进行 离散 化 ， 则 可 以 
引入 变 换 函 数 。 =  (z-1) 来 近似 分 数 阶 微分 或 积分 运算 。 

文献 团 给 出 了 -一 种 选择 变换 函数 的 新 方法 ， 该 方法 兼顾 了 Simpson 积分 算法 和 梯形 
积分 算法 ， 引 入 了 加 权 系数 a， 使 得 滤波 器 可 以 表示 为 甩 (?)=aHs(z)+(1-a)jEr(sj，ae 
fo,j。 这 样 可 以 推导 出 ITR 滤波 器 


_ >-2 1 十 7 
人 = 二。 [| (10-6-24) 
其 本 洛克， 坝 二 且 ~ e (0,D)，7 为 离散 化 的 采样 周期 。 对 高 
-和 和 一 林 ， 且 YE (0.)， 


阶 微 积 分 来 说 ， 可 以 先进 行 整数 阶 币 积 分 ， 对 其 结果 再 进行 分 数 阶 微 积分 。 文 献 外 还 给 
出 了 基于 连 分 式 的 滤波 器 设计 方法 和 程序 ， 对 其 修改 后 如 下 : 
function H=iir_frac(r0,a,nT) 
syms x Tr bi aas=((1-x“2)/(1+b+x) “2) ri n2=2+n; bO0=(3+a-2+sqrt(3+a))/(3-a); 
aas=char(subs(aas,{r,bj,{r0,b0)); 
maple(vith(nuntheory)); maple([?cfe:=cfrac(， aas ,xn2)”]); 
p=collect (maple(;nthnumer ,cfe”,D2) ,x); na=sym2poly (Pp); 
q=collect (maple(nthdenomy ,cfe?,n2) ,x); d=sym2poly(q); 
H=tf(n(end:-1:1)*(6*bO/T/(3-a))~r0,d(end:-1:1)， Variable ，"Z“-17， Ts ,T); 
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其 中 ，ro 为 阶 次 ，a 为 加 权 系 数 ，m 为 滤波 器 阶 次 ，T 为 采样 周期 ， 这 样 可 以 由 该 函数 直 
接 设计 出 离散 的 滤波 器 模型 刀 。 下 面 将 通过 例子 演示 IIR 滤波 器 的 设计 及 分 数 阶 微 积 分 
近似 解法 。 
【 例 10-37】 试 用 不 同 的 mn,a 组 合 构造 出 s05 阶 滤波 器 ， 并 比较 其 频 域 响应 效果 。 
【求解 】 用 前 面 给 出 的 程序 可 以 立即 设计 出 如 下 的 滤波 器 ， 并 绘制 出 滤波 器 的 Bode 图 ， 如 图 
10-52 (a) 所 示 。 从 得 出 的 频率 响应 曲线 看 ， 若 选择 a 一 0.5 则 相位 曲线 在 给 定 的 区 域内 不 为 恒 
值 ， 所 以 拟 合 效果 将 不 理想 ， 但 高 频 处 国 值 将 有 下 降 趋势 ， 对 嗓 声 将 有 抑制 作用 。 
>> Hl=iir_frac(0.5,0,3,0.01); H2=iir_frac(0.5,0.5,3,0.01); 
H3=iir_frac(0.5,0,4,0.01); H4=iir_frac(0.5,0,5,0.01); 
bode(H1,，-:,H2,--?,H3， :7 ,HB4，-.) 
用 再。o (z-1) 来 表示 滤波 器 ， 则 可 以 得 出 设计 出 的 各 类 滤波 器 。 例 如 ， 
113.1 -- 56.57z-! 一 56.57z-2 十 14.14z-? 
8 十 42-1 一 4z-2 一 z-3 
用 下 面 的 语 自 还 可 以 绘制 出 各 个 滤波 器 的 滤波 效果 ， 如 图 10-52 (b) 所 示 。 然 而 从 得 出 的 滤波 
效果 看 ， 阶 次 太 低 则 近似 效果 不 佳 ， 所 以 在 设计 中 应 该 适当 增加 拟 合 阶 次 。 
>> t=0:0.01:pi;i y=exp(-t) .*sin(3*t+1); yO-glfdiff(y,t,0.5); 
yl=filter(H1.numf1},H1.denf1}y,y); y2=filter(H2.num{f1},H2.den{f1}y,y); 
y3=filter(H3.numf1},B3.den{f1y,7); y4=filter(H4.numf1},H4.denf1},y); 
Plot(t,y0,t,y1，: tt,72， 一 37) 
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(a) 不 同 (na) 
图 10-52 不 同 (n,a) 组 合 下 的 数值 微分 器 效果 比较 


用 Maple 语言 提供 的 连 分 式 近似 函数 cfrac() 有 局 限 性 ， 当 选择 的 m” > 6 不 能 得 出 
有 意义 的 近似 ， 所 以 可 以 考虑 Pade 近似 方法 ， 用 其 直接 拟 合理 想 滤波 器 的 Taylor 寡 级 数 
展开 式 。 这 样 ， 改 写 原 来 的 离散 化 函数 ， 可 以 写 出 如 下 的 滤波 器 设计 函数 。 该 函数 可 以 
用 于 高 阶 滤波 器 的 设计 。 
function H=iir_pade(r0,ayn,T) 
syms x T bi aas=((1-x72)/(1+b+x) ~2) ri bO=(3+a-2*+sqrt(3*+a))/(3-a)3; 
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aas=subs(aas,{r,blj,{r0,b0}); c=taylor(aas,x,2*n); 
c=sym2poly(c); c=c(end:-1:1); [n,d]=padefcn(c,n-1,n); 
H=tf(n(end:-1:1)*(6*bO/T/(3-a))-r0,d(end:-1:1) ,Variable”，,'Z~-17， TS T); 
【 例 10-38】 仍 考虑 例 10-36 中 给 出 的 函数 ， 试 提高 滤波 器 的 阶 次， 观察 近 似 效果 。 
【求解 】 采用 Maple 语言 提供 的 连 分 式 方法 不 能 处 理 这 样 的 高 阶 问题 ， 所 以 应 该 采用 上 面 给 出 的 
Pad6 算法 ， 设 计 出 相应 的 滤波 器 ， 并 绘制 出 各 个 滤波 器 的 Bode 图 ， 如 图 10-53 (a) 所 示 。 从 实际 
滤波 器 的 增益 看 ， 和 真 值 相 差 较 远 ， 虽 然 比 低 价 滤波 器 有 所 政 善 。 
>> Hl=iir_pade(0.5,0,10,0.01); H2=iir_pade(0.5,0.75,10,0.01); 
H2=minreal(H2); bode(H1，: ,82，--?) 
用 下 面 的 语 自 还 可 以 绘制 出 滤波 效果 ， 如 图 10-53 (b) 所 示 。 其 中 ，a = 0 的 滤波 器 产生 的 
分 数 阶 微分 信号 被 唆 声 淹没 ， 所 以 这 里 只 给 出 于 = 10,a = 0.5 时 滤波 器 的 滤波 效果 。 可 见 ， 采 用 
高 阶 滤波 器 时 精度 将 明显 改善 ， 较 好 地 逼近 了 实际 的 分 数 阶 信号 。 由 此 可 以 看 出 ，IIR 滤波 器 比 
FIR 滤波 器 表现 出 来 的 巨大 优势 。 
>> t=0:0.01:pi; y=exp(-t) .*sin(3yt+1) 3 yO=glfdiff(y,t,0.5); 
VY2=filter(H2.num{f1},H2.denf1y,y); plot(t,y0,t,72，: 
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1 4 2 
(a) 不 同 a 值 的 Bode 图 (D) 实际 小波 效果 
图 10-53 mn = 10 时 滤波 器 实现 及 效果 比较 





25 3 


10.6.3 ”分数 阶 微分 方程 的 求解 方法 
10.6.3.1 “分 数 阶 线性 微分 方程 的 解法 
分 数 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 为 8 


oprg(t) +an 192 -2 人 昌 十 … 十 aa 十 ao2foy 人 (一 u 人 的 (10-6-25) 





中 ，u(tb) 可 以 由 某 函 数 及 其 分 数 阶 微分 构成 。 为 后 面 叙述 方便 ， 不 妨 对 微分 方程 式 作假 
设 8, > p_i > .… > 丰 > Bo > 0。 若 需要 研究 的 微分 方程 出 现下 面 两 种 特殊 情况 ， 则 需 
要 先 对 其 变换 ， 再 进行 求解 。 

@O 若 研究 的 微分 方程 各 个 阶 次 不 满足 上 述 大 小 关系 ， 则 可 以 先进 行 排序 。 
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@@ 若 涉 及 到 负 的 6 值 ， 则 原来 的 方程 为 分 数 阶 微 积分 方程 ， 需 要 选择 引入 新 的 变量 
z(b = 2foy(b)， 这 样 就 可 以 将 原来 的 微 积分 方程 变换 成 关于 z(t) 的 微分 方程 了 。 
假设 函数 y(t) 具有 零 初 始 条 件 ， 则 可 以 对 该 方程 进行 Laplace 变换 ， 得 出 


YG) 1 
订 (s) ”ans5 十 an 18 和 -1 十 ,… 十 a1sp 十 a0s 和 





G(s) = (10-6-26) 


这 里 ，G(s) 又 称 为 分 数 阶 传递 函数 。 文 献 [38] 中 给 出 了 求解 分 数 阶 线性 微分 方程 的 精确 


解法 ， 然 而 该 算法 即使 用 计算 机 实现 也 有 较 大 难度 ， 所 以 这 里 讨论 用 其 他 数值 算法 。 
考虑 式 (10-6-16) 中 给 出 的 Griiwald-Letnikov 定义 ， 用 离散 方法 可 以 将 其 改写 成 


[tt-a)/ 败 (6 [ta)/ 疾 (0 
yt) = 二 芯 这 oo-m= 灵 十 乞 记 gt- 访 (10-6-27) 


其 中 ，wg2) 可 以 由 下 面 的 递 推 公式 得 出 


up -1 up)- (4 到 2 二) 2 (10-6-28) 


代入 式 (10-6-25)， 则 可 以 直接 推导 出 微分 方程 数值 解 为 





1 祥 [ta)/ 状 
太一 二 世 2 人 )y -站 (10-6-29) 
人 于 瑟 汪 
i0 


该 算法 可 以 直接 由 MATLAB 实现 。 假 设 将 各 项 的 系数 和 微分 阶 次 用 a 和 只 向 量 表 
， 并 给 出 等 间距 时 间 向 量 二 和 这 些 点 上 的 输入 函数 值 ， 则 可 以 得 出 微分 方程 的 数值 解 
2 ， 向量 。 所 以 用 该 丽 数 可 以 容易 地 求解 分 数 阶 线性 微分 方程 。 
function y=glfode(u,t,a,n) 
h=t(2)-t(1); D=sum(a./[h.n]); We[]; y=zeros(length(t),1); w=y; 
for i=1:1ength(n) 
w=1i; for j=2:l1ength(t)，w(j)=w(j-1)*(1-(n(i)+1)V(j-1)); end 
WwW; 加; 
end 
for i=2:1ength(t) 
for j=1:length(n)，A(j)=W(j,2:i)*[y(i-1:-1:1)]; end 
y(Gi)=(uGi)-sum(A.*a./[h.n]))/Di; 
end 
【 例 10-39】〗 试用 数值 方法 求解 下 面 的 分 数 阶 线性 微分 方程 * 


25g(b) 十 822219y(t) 十 26223gy 介 十 7322 2y( 昌 十 902859( 一 90sin(t2) 
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【求解 】 由 给 出 的 方程 可 以 写 出 @ 和 全 向量， 从 而 直接 调用 编写 的 glfode() 函数 得 出 该 微分 方 
程 的 解 ， 用 绘图 语句 可 以 绘制 出 输出 和 输入 信号 的 曲线 ， 如 图 10-54 所 示 。 为 提高 得 出 数值 解 的 
精度 ， 通 常 需要 选择 较 小 的 户 值 ， 这 里 得 出 的 结果 精度 较 高 ， 再 进一步 减 小 刀 的 值 ， 例 如 选择 
疡 = 0.001， 则 得 出 的 仿真 结果 与 图 中 给 出 的 结果 看 不 出 任何 区 别 。 
>> a=[1,8,26,73,90] ; n=[3.5,3.1,2.3,1.2,0.5]; 
t=0:0.002:10; u=90*sin(t.-2); y=glfode(u,t,a,n); 
subplot (211) ，Plot(t,y); subplot(212) ，Plot(t,u) 
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图 10-54 方程 解 及 输入 信号 


在 实际 计算 中 对 大 规模 问题 有 时 计算 量 较 大 ， 所 以 可 以 考虑 采用 “ 短 时 记忆 ”效应 
的 原理 对 求 和 式 进行 近似 gj。 
10.6.3.2” 非 线性 分 数 阶 微分 方程 近似 解法 


由 前 面 的 内 容 可 见 ， 对 未 知 信号 进行 分 数 阶 微分 数值 运算 的 一 种 有 效 途径 是 采用 
Oustaloup 算法 设计 连续 滤波 器 对 信号 进行 滤波 处 理 。 另 外 ， 考 虑 到 该 滤波 器 分 子 和 分 
母 阶 次 一 致 ， 可 能 导致 在 仿真 过 程 中 出 现代 数 环 ， 所 以 应 该 在 其 后 面 再 接 一 个 低 通 滤波 
器 ， 将 其 截止 频率 设置 为 wm ， 这 样 可 以 建立 起 如 图 10-55 (a) 所 示 的 分 数 阶 微分 器 模块 ， 
通过 适当 选择 频段 和 阶 次 可 以 较 好 近似 分 数 阶 微分 的 效果 。 注 意 ， 虽 然 Oustaloup 算法 设 
计 的 滤波 器 理论 上 可 以 求 取 任 意 阶 次 的 分 数 阶 微 积 分 ， 但 从 数值 微 积 分 精度 看 ， 该 滤波 
器 更 适合 求 取 1 阶 以 内 的 分 数 阶 币 积 分 ， 所 以 应 该 将 高 阶 微 积分 先进 行 整数 阶 微 积分 运 
算 ， 再 对 结果 进行 滤波 处 理 。 

利用 Simulink 的 模块 封装 技术 6 ， 可 以 将 该 模型 进行 封装 ， 得 出 如 图 10-55 (b) 所 示 
的 分 数 阶 微分 器 模块 。 双 击 该 模块 则 可 以 得 出 如 图 10-55 (c) 所 示 的 对 话 框 ， 允 许 用 户 填 
写 设计 Oustaloup 滤波 器 所 需 的 参数 。 在 模块 封装 初始 化 栏目 应 该 填写 下 面 的 语句 ， 以 便 
在 使 用 模块 前 先 自动 设计 出 滤波 器 ， 并 根据 阶 次 正确 显示 图 标 。 

wb=ww(1) ; wh=ww(2); G=ousta_fod(gam,nywb,wh); 
num=G.num{f1}y; den=G.den{f1}; T=1l/wh;i str=*Fractional\n'; 
if isnumeric(gam) 
if gam>0，str=[str，;Der s-， num2str(gam) ]; 
else，str=[str，'Int sf num2str(gam) "了 )] ; end 
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else，str=[str，:Der sgam']; end 
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(a) 分 数 阶 微分 滤波 器 
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(b) 封装 模块 


(c) 分 数 阶 微分 器 参数 对 话 杠 
图 10-55 “分数 阶 数值 微分 设计 模块 


在 实际 仿真 过 程 中 ， 由 于 搭建 起 来 的 系统 一 般 为 刚性 系统 ， 所 以 在 选择 求解 算法 时 
应 该 选择 odel5s 或 ode23tb 等 ， 因 为 这 些 算法 可 以 保证 较 高 的 计算 效率 和 精度 。 下 面 将 
通过 例子 演示 该 模块 在 分 数 阶 微分 方程 近似 求解 中 的 应 用 。 


【 例 10.40】 试 用 滤波 器 的 思想 求 取 例 10-39 中 分 数 阶 线性 微分 方程 的 数值 解 ， 并 与 该 例 中 所 用 方 
法 得 出 的 结果 进行 比较 。 

【求解 〗】 求解 分 数 阶 线性 微分 方程 问题 不 如 例 10-39 中 给 出 的 方法 直观 。 在 求解 之 前 ， 需要 引入 
辅助 变量 z(t) = 28.5g(tj， 这 样 ， 原 来 的 微分 方程 可 以 直接 变换 成 下 面 的 形式 : 


z(b = sin(t2) 一 而 [2az(b) +822ez(t) 二 262918z( 的 十 73997z(b] 


根据 该 方程 可 以 搭建 起 如 图 10-56 所 示 的 Simulink 仿 责 框图 。 对 该 框图 进行 仿 趴 ， 则 可 以 得 出 该 
微分 方程 的 数值 解 。 将 两 种 方法 得 出 的 数值 解 在 同一 坐标 系 下 绘制 ， 则 得 出 如 图 10-57 所 示 的 曲 
线 。 从 曲线 上 基本 看 不 出 两 者 的 差别 ， 表明 此 算法 可 以 以 很 高 精度 求解 线性 方程 。 












































图 10-.56 ”微分 方程 求解 的 Similink 框图 





400 第 10 章 数学 问题 的 非 传统 解法 














08 一 
06 
o4| 
02 1 
0 
02 一 
0 2 4 6 8 10 





图 10-57 两 种 数值 解 方法 比较 


【 例 10-41】 试 用 近似 方法 求解 下 面 的 分 数 阶 非 线性 微分 方程 。 


3920.99y(b 
3+0.29208y(t 十 0.9252y(b) 


【求解 〗】 根据 方程 本 身 ， 可 以 容易 地 写 出 g(t) 函数 的 显 式 表达 式 为 


.9 
zt) = 3 [sanao 0 尖 laservof] 

根据 得 出 的 Wi) 可 以 绘制 出 如 图 10-58 (a) 所 示 的 仿真 模型 。 从 得 出 的 仿真 模型 可 见 ， 信 和 号 
的 各 个 分 数 阶 微分 信号 可 以 由 前 面 设计 的 模块 获得 ， 因 此 仿真 的 精度 取决 于 滤波 器 对 微分 
的 拟 合 效 果 ， 选 择 不 同 的 拟 合 频段 和 滤波 器 阶 次 对 求解 精度 将 有 一 定 的 影响 。 转 10-58 (b) 
对 不 同 的 滤波 器 频段 、 阶 次 组 合 进行 了 比较 ， 得 出 的 结果 基本 一 致 ， 误 益 稍 大 的 曲线 是 由 
网 二 000Lwn = 1000,m = 2 得 出 的 。 所 以 对 此 网 来 说 ， 选 择 赠 和 并 选择 适当 的 频段 则 得 出 的 结 
果 几乎 完全 一 致 


+|2gery(DP + Sub =5sin(l09 
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(a) Simulink 仿真 模型 (Cb) 仿真 结果 


图 10-58 非 线性 分 数 阶 微分 方程 的 Simulink 描述 及 仿真 结果 
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10.7 本 章 要 点 简介 
e。 本 章 介绍 的 各 种 方法 的 MATLAB 函数 由 下 表 给 出 。 

















函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
union() 集合 的 并 运算 MATLAB | 表 101 
setdiff() 差 集运 算 MATLAB | 表 101 
intersect() | 集合 的 交 运 算 MATLAB | 表 10-1 
aetxor() 集合 的 拭 或 运算 MATLAB | 表 101 
unique() 集合 的 惟一 运算 MATLAB | 表 10-1 
ismember() “| 元 素 的 属于 判定 MATLAB | 表 10-1 
请 名 集合 的 包含 判定 自 编 339 
gbellmf () 钟 形 隶 属 函数 计算 模糊 逻辑 340 
gaussmf () Gauss 型 束 属 函数 计算 模糊 逻辑 341 
mfedit() 隶 属 函 数 的 图 形 界面 调用 模糊 还 辑 343 
tiBmt() Sigmoid 型 隶属 函数 计算 模糊 远 辑 342 
Dewfis() 建立 模糊 推理 系统 数据 结构 的 函数 模糊 逻辑 343 
addvar() 给 模糊 推理 系统 添加 输入 输出 变量 的 函数 模 舌 逻辑 344 
fuzzy() 模糊 推理 系统 设计 程序 界面 模糊 迎 辑 344 
addrule() 向 模糊 推理 系统 的 规则 库 补 加 新 规则 模糊 逻辑 346 
evalfis() 已 知 模糊 推理 系统 模型 ， 求 出 给 定 输入 下 该 系统 输出 的 函数 模糊 迎 辑 347 
newff() 前 馈 型 神经 网 络 结构 对 象 建立 神经 网 络 349 
属性 设置 神经 网 络 训练 参数 设 定 神经 网 络 350 
train() 神经 网 络 训练 函数 神经 网 络 350 
Plotperf() | 神经 网 络 训练 中 指标 函数 曲线 绘制 神经 网 络 351 
aim() 神经 网 络 仿真 函数 ， 可 以 用 于 神经 网 络 的 泛 化 研究 神经 网 络 351 
mntool() 神经 网 络 研究 用 户 界面 神经 网 络 356 
gaopt() 基于 遗传 算法 的 最 优化 函数 ， 第 364 页 中 给 出 了 该 函数 更 一 般 的 调用 格 | GAOT 360 
式 ， 允 许 用 户 对 其 他 参数 进行 选取 ， 该 函数 是 整个 遗传 算法 最 优化 工具 箱 
的 用 户 接口 函数 
ga() 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 提供 的 最 优化 函数 ， 该 工具 箱 还 提供 了 遗传 算 | 遗传 算法 360 
法 参数 设 定 的 gaoptimset() 和 gatool() 遗传 算法 优化 的 程序 界面 
cat() 连续 小 波 变换 及 基 小 波 绘制 函数 小 波 变换 370 
ast(O) 离散 小 波 变换 函数 小 波 变换 372 
iadwtO) 离散 小 波 反 变换 函数 小 波 变换 372 
wavemngr() | 基 小 波 函数 可 以 由 此 函数 列 出 小 波 变换 373 
wavefun() 基 小 波 函 数 绘制 本 数 小 波 变换 373 
wavedec() 小 波 分 解 函数 ， 可 以 将 信号 分 解 为 近似 信号 与 细节 信号 小 波 变换 375 
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绫 表 

函数 名 函数 功能 工具 箱 本 书页 码 
appcoef () 由 分 解 结果 提取 近似 系数 ，detcoef () 函数 可 以 提取 细节 系数 小 波 变换 375 
wrcoef() 由 近似 系数 和 细节 系数 重建 信号 小 波 变换 375 
wavemenu () 小 波 变换 工具 箱 的 用 户 界面 主 程序 小 波 变换 377 
rslower() 求 取 粗 糙 集 的 下 近似 集 ，rsupper() 函数 求解 上 近似 集 粗 模 集 379 
redu() 粒 细 集 约 简 数 ，core() 函数 可 以 求 核 集 粗 烽 集 381 
radav3() 基于 粗粮 集 理 论 的 数据 分 析 界 面 主 程序 粗糙 集 383 
fadiffint() | 基于 Fourier 级 数 的 分 数 阶 微 积分 计算 函数 自 编 386 
glfdift() 基于 Griinwald-Letnikov 定义 求 取 函 数 分 数 阶 微分 的 函数 自 编 389 
ousta_fod() | 基于 Oustaloup 算法 的 分 数 阶 微 积分 连续 滤波 器 设计 函数 自 编 392 
dfod2() Ivo Petras 博士 开发 的 分 数 阶 微 积分 器 的 FIR 滤波 器 算法 函数 一 393 
xirr-trac() 基于 连 分 数 方法 的 分 数 阶 微 积分 器 的 IIR 滤波 器 算法 函数 自 编 394 
firr-pade() 基于 Pade 近似 方法 的 分 数 阶 微 积 分 器 的 IIR 滤波 器 算法 函数 自 编 395 
gflode() 基于 Griinwald-Letnikov 定义 的 分 数 阶 线 性 微分 方程 求解 函数 自 编 397 
clomfode .mdl | 分 数 阶 非 线性 微分 方程 的 搭建 模块 自 编 399 


。 本 章 介 绍 了 经 典 集合 论 问题 的 MATLAB 语言 求解 方法 ， 然 后 引入 了 模糊 集合 的 概 
念 ， 并 介绍 了 基于 MATLAB 语言 的 模糊 集合 与 模糊 推理 的 实现 方法 。 

。 引 入 了 人 工 神经 网 络 的 数学 表示 及 反馈 时 神经 网 络 结构 ， 介 绍 了 由 MATLAB 语言 进 
行 神经 网 络 结构 设置 、 训 练 及 网 络 泛 化 的 全 过 程 ， 并 利用 MATLAB 神经 网 络 工具 箱 
直接 求解 数 拟 合 问题 的 方法 - 

。 介 绍 了 遗传 算法 的 基本 概念 及 MATLAB 求解 ， 并 介绍 了 遗传 算法 最 优化 工具 箱 中 的 
关键 函数 gaopt () 及 其 使 用 方法 ， 通 过 例子 演示 了 该 函数 的 各 种 调用 方法 和 参数 设置 
等 。 注 意 ， 和 传统 最 优化 工具 箱 函数 不 同 ， 遗 传 算法 最 优化 工具 箱 中 应 该 将 目标 两 数 
定义 成 最 大 值 。 本 章 还 介绍 了 随 着 MATLAB 7.0 版 本 推出 的 遗传 算法 与 直接 搜索 工 
具 箱 及 其 应 用 。 

。 小 波 分 析 与 变换 是 目前 信号 处 理 及 图 像 处 理 领域 很 常用 的 方法 ， 该 方法 利用 比 传统 
Fourier 变换 更 具 优势 的 小 波 信号 对 原始 信号 进行 近似 与 分 解 。 本 章 介绍 了 连续 、 离 
散 小 波 变换 的 概念 及 MATLAB 求解 ， 介 绍 了 各 种 基 小 波 波形 ， 还 介绍 了 小 波 分 解 与 
小 波 重建 问题 ， 演 示 了 小 波 分 析 技术 在 信号 处 理 与 降 噪 中 的 应 用 。 

。 粗 糙 集 理论 是 近 20 年 内 才 首 次 提出 的 理论 。 本 章 首 先 简要 介绍 了 粗糙 集 理论 及 要 
点 ， 引 人 信息 系统 决策 表 的 概念 与 建立 ， 侧 重 介绍 了 粗糙 集 理论 问题 的 MATLAB 求 
解 ， 并 举例 介绍 了 该 理论 在 条 件 约 简 中 的 应 用 ， 还 介绍 了 基于 粗糙 集 理论 的 图 形 用 户 
界面 程序 。 

。 本章 引入 了 分 数 阶 微 积 分 的 各 种 定义 及 求解 方法 ， 给 出 了 这 些 方法 的 MATLAB 实 
现 ， 并 给 出 了 未 知 信号 的 滤波 器 设计 算法 ， 还 分 别提 出 了 分 数 阶 线性 及 非 线性 微分 方 
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程 的 数值 求解 方法 ， 为 使 用 分 数 阶 微 积分 理论 解决 实际 问题 打下 了 一 定 的 基础 。 
10.8 习 题 


1 考虑 一 个 餐馆 小 费 付费 问题 241。 假 设 平均 小 费 为 15 骂 消费 ， 试 根据 服务 水 平 (例如 ， 可 以 分 
为 好 、 中 、 差 或 更 详细 的 分 段 ) 和 食物 质量 (也 可 以 根据 实际 情况 分 成 若干 段 ) 建立 起 小 费 确 
定 的 模糊 推理 系统 。 


已 知 如 下 表 的 样本 点 (Zi, 卫 ) 数据 ， 试 利用 神经 网 络 理论 在 ze (1,10) 求解 绘制 出 样本 对 应 的 
函数 曲线 。 还 可 以 尝试 不 同 的 神经 网 络 结构 和 训练 算法 ， 将 基于 神经 网 络 的 曲线 拟 合 结果 和 
前 面 介 绍 的 分 段 三 次 多 项 式 插值 的 算法 进行 比较 。 


避 


加 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
六 | 240 | 210 | 2080 | 2080 | 211.5 | 2160 | 2190 | 2210 | 2215 | 2200 
假设 已 知 实测 数据 由 下 表 给 出 ， 试 利用 神经 网 络 对 (z,g) 在 (0.1,0.1) ~ (1.1,1.1) 区 域内 的 点 
进行 插值 ， 并 用 三 维 曲面 的 方式 绘制 出 基于 神经 网 络 的 插值 结果 。 





oo 
























2 3 4 5 6 2 | ze 9 10 1 
0.41 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 | 07 0.8 0.9 1 1 





0.83041 | 0.82727 | 0.82406 | 0.82098 | 0.81824 | 0.8161 | 0.81481 | 0.81463 | 0.81579 | 0.81853 | 0.82304 
0.83172 | 0.83249 | 0.83584 | 0.84201 | 0.85125 | 0.86376 | 0.87975 | 0.89935 | 0.92263 | 0.94959 | 0.9801 
0.83587 | 0.84345 | 0.85631 | 0.87466 | 0.89867 | 0.9284 | 0.96377 | 1.0045 | 1.0502 | 1.1 | 1.1529 
0.84286 | 0.86013 | 0.88537 | 0.91865 | 0.95985 | 1.0086 | 1.0642 | 1.1253 | 1.1904 | 1.257 | 1.3222 
0.85268 | 0.88251 | 0.92286 | 0.97346 | 1.0336 | 1.1019 | 1.1764 | 1.254 | 1.3308 | 1.4017 | 1.4605 
0.86532 | 0.91049 | 0.96847 | 1.0383 | 1.118 | 1.2046 | 1.2937 | 1.3793 | 1.4539 | 1.5086 | 1.5335 
0.88078 | 0.94396 | 1.0217 | 1.1118 | 1.2102 | 1.311 | 1.4063 | 1.4859 | 1.5377 | 1.5484 | 1.5052 
0.89904 | 0.98276 | 1.082 | 1.1922 | 1.3061 | 1.4138 | 1.5021 | 1.5555 | 1.5573 | 1.4915 | 1.346 
0.92006 | 1.0266 | 1.1482 | 1.2768 | 1.4005 | 1.5034 | 1.5661 | 1.5678 | 1.4889 | 1.3156 | 1.0454 
0.94381 | 1.0752 | 1.2191 | 1.3624 | 1.4866 | 1.5684 | 1.5821 | 1.5032 | 1.315 | 1.0155 | 0.62477 
1.1279 1.5341 1.0321 | 0.61268 | 0.14763 










































心 


De Jong 最 优化 问题 加 是 一 个 富有 挑战 性 的 最 优化 基准 测试 问题 ， 其 目标 函数 为 


J= minzTz= min(zt 十 碟 + 十 2) 


若 -512 < zi 和 512,i = 1,2,.… ,20， 试 用 遗传 算法 得 出 其 最 优化 问题 的 解 ， 并 用 普通 的 无 约 
束 最 优化 算法 函数 fminunc() 求解 同样 的 问题 ， 比 较 两 种 方法 所 需 的 时 间 和 精度 。 显 然 ， 该 
问题 的 全 局 最 优 解 为 zl = z2 一 …' = z20 一 0。 


假设 由 下 面 的 语句 可 以 生成 噪声 污染 的 信号 : >> t=0:0.005:5; y=15*exp(-t) .*sin(2+t); 
r=0.3*randn(size(y)); yl=y+r; 试 利用 小 波 分 解 与 小 波 重建 方法 对 该 信号 进行 滤波 处 理 ， 
并 和 第 8 章 习 题 中 采用 的 方法 进行 比较 。 


6 试 利用 遗传 算法 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 ， 并 和 传统 数值 方法 进行 比较 。 
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max 
0.00307gzjz3zs-coss ze>0 2cosz6 
ol0l7z3z3 -zacosa ze>0 
0.09939(1+zs)zjz3 一 cos2 ze>0 
st ol076(31.5+zsjz3z2-zecosz ze>0 
szra(zs+31.5) 一 zs[2(zi 十 5) cos ze+zizazs]>0 
02<ric0.5.14<<zag22,0.35<za<0.6， 
16<rsg22,5.8<zsc6.5,0.14<re<0.2618 
7 假设 通过 实验 测 出 一 系列 数据 ， 可 以 列 出 一 个 60 x 13 的 表格 ， 由 文件 cl0rsdat'txt 给 出 ， 其 
中 每 行为 一 个 样本 ， 前 12 列 每 列 对 应 一 个 条 件 ， 最 后 一 列表 示 某 事件 是 否 发 生 的 标志 ， 试 用 
粗 楼 集 的 方法 找 出 前 12 个 条 件 中 哪些 条 件 对 事件 的 发 生起 着 重要 的 作用 。 


8 给 定 信号 ft) = e-stsin(t 十 rz/3) 十 记 十 3t 十 2， 试 利用 定义 计算 出 该 函数 的 0.2 阶 微分 信号 及 
0.7 阶 积分 信号 ， 并 将 结果 信和 号 用 曲线 表示 出 来 。 

9 分 别 为 习题 8 给 出 的 信号 设计 出 连续 和 离散 滤波 器 ， 并 对 该 信号 进行 分 数 阶 微 积分 运算 ， 和 
前 面 介绍 出 的 较 精 确 的 数值 结果 相 比较 ， 研 究 所 用 方法 的 精度 。 


10 考虑 第 10.6.2.4 节 中 介绍 的 IIR 滤波 器 ， 它 可 以 很 好 地 拟 合 Bode 图 中 的 相位 特性 ， 但 在 高 频 
下 放大 倍数 迅速 增高 ， 所 以 对 高 频 咯 声 有 放大 作用 ， 这 显然 不 是 实际 应 用 中 所 希望 的 ， 试 研 
究 在 其 后 设计 低 通 滤波 器 的 方法 改善 这 样 的 滤波 器 效果 。 


11 假设 已 知 分 数 阶 线性 微分 方程 为 


[|==a 十 Z5) 十 2374 4 十 2 
TZ5 


0.8222g(t) 十 0.5928sy() +g(bD 一 1 y(O) 一 Y(O) 一 多 (0) 一 0 
斌 求 该 微分 方程 的 数值 解 。 若 将 微分 阶 次 2.2 近似 成 2，0.9 阶 近似 成 1 阶 ， 则 可 以 将 该 微分 
方程 近似 为 整数 阶 微分 方程 ， 试 比较 整数 阶 近 似 的 计算 精度 。 


12 设 分 数 阶 非 线性 微分 方程 由 图 10-59 中 的 Simulink 模型 描述 ， 试 写 出 该 微分 方程 的 数学 表达 
式 ， 并 绘制 出 输出 信号 y(t)。 
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图 10-59 非 线 性 分 数 阶 微分 方程 的 Simulink 描述 


附录 A 自由 数学 语言 Scilab 简介 


本 书 以 MATLAB 语言 为 主要 工具 介绍 了 各 类 数学 问题 求解 方法 。 从 介绍 的 内 容 可 
以 看 出 ， 用 MATLAB 现 有 的 工具 就 可 以 解决 书 中 提 及 的 所 有 的 问题 ， 如 果 不 能 直接 求 
解 ， 还 可 以 借助 MATLAB 语言 本 身 设 计 出 所 需 的 程序 ， 实 现 相 应 的 算法 。 其 实 ， 除 了 
MATLAB 语言 之 外 ,在 科学 运算 领域 还 有 完全 免费 且 公 开源 代码 的 Scilab 等 语言 。 本 
附录 将 简要 介绍 Scilab 语言 ， 使 得 愿意 使 用 自由 软件 的 读者 可 以 有 机 会 学 习 这 样 的 语 
言 。Scilab 有 全 套 手 册 的 电子 版 ， 另 外 中 文 版 文献 [17] 是 一 部 很 好 的 起 步 教材 。 

第 A.1 节 中 将 对 Scilab 的 起 源 、 功 能 和 发 展 作 一 个 简单 的 概述 。 第 A.2 节 将 介绍 
Scilab 程序 设计 的 基本 内 容 ， 采 用 和 MATLAB 对 比 的 形式 介绍 ， 对 和 MATLAB 完全 相 
同 的 将 简单 介绍 ， 着 重 介绍 两 者 的 不 同 之 处 ， 先 介绍 数据 结构 、 语 名 流程 结构 等 基础 知 
识 ， 再 介绍 程序 开发 的 基本 情况 ， 第 A.3 节 介 绍 Scilab 的 二 维 、 三 维 绘图 功能 。 第 A.4 
节 简 要 介绍 可 视 化 仿真 环境 Scicos。 第 A.5 节 介绍 Scilab 在 科学 运算 方面 的 应 用 。 本 附录 
中 介绍 Scilab 时 除 涉及 到 需要 特殊 说 明 的 内 容 外 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 一 般 不 列 出 所 得 的 结 
果 ， 也 不 给 出 具体 的 例子 。 


A.1 Scilab 简介 


Scilab 语言 是 法 国 国家 计算 机 科学 与 控制 研究 院 INRIA 开发 的 类 似 于 MATLAB 的 
软件 ， 该 语言 是 1989 年 正式 推出 的 ， 其 源 代码 完全 公开 ， 且 为 免费 传播 的 自由 软件 。 
该 语言 的 主要 应 用 背景 是 控制 与 信号 处 理 。Scilab 下 的 Scicos 是 类 似 于 Simulink 的 图 形 
化 仿真 工具 。 从 总 体 上 看 ， 除 了 其 本 身 独 有 的 个 别 工具 箱 外 ， 在 语言 档次 和 工具 箱 的 深 
度 与 广度 上 与 MATLAB 尚 有 极 大 差距 ， 但 其 源 代码 公开 与 产品 免费 这 两 大 特点 足以 使 
其 成 为 科学 运算 研究 领域 的 一 种 有 影响 的 计算 机 语言 ， 这 里 介绍 该 语言 主要 为 不 能 获得 
MATLAB 语言 或 向 往 自 由 软件 开发 的 读者 入 门 Scilab 之 用 。 

Scilab 当前 的 最 新 版 本 是 2.7.2， 其 官方 下 载 网 站 为 


http://www-rocq.inria.fr/scilab， http://liama.ia.ac.cn/Scilab 
A.2 Scilab 的 程序 设计 基础 


A.2.1 Scilab 变量 、 常 量 与 数据 结构 


Scilab 下 常数 的 定义 与 MATLAB 有 点 差异 ，Scilab 中 的 常数 是 以 百 分 号 % 引导 的 ， 
如 fr 表示 为 ‰%pi，V=I 表 示 为 炸 ; 在 复数 显示 上 和 MATLAB 也 不 同 ， 如 2.4*%i 的 显示 
2.4i， 而 2*‰i 显示 为 2.i，Scilab 的 注释 语句 不 再 用 % 引导 ， 而 用 // 直接 引导 。 

Scilab 的 变量 表示 方法 和 MATLAB 是 一 致 的 ， 它 也 支持 以 双 精 度 浮 点 数 为 主 的 各 种 
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数据 结构 ， 如 int32() ，int8() 等 。 但 在 整 型 化 时 ， 二 者 的 定义 是 不 同 的 ， 例 如 150 超 
过 了 int8() 表示 的 范围 ， 所 以 在 MATLAB 下 对 其 进行 截断 ， 故 int8(150) 为 127， 而 
int8(150) 在 Scilab 转换 后 的 结果 为 -106， 亦 即 150 一 2 x 128。 

Scilab 支持 字符 串 和 矩阵 ， 且 其 表示 格式 比 MATLAB 简洁 ， 不 同 长 度 的 字符 串 可 以 自 
动 组 成 字符 串 和 矩阵 ， 如 表示 形式 ['A: ,*BC，,?EDFi aaa,'abcd:,'s"] 是 可 以 接受 的 ， 
而 该 字符 串 在 MATLAB 中 会 给 出 错误 信息 ， 需 要 事先 转换 成 等 长 度 的 字符 串 。 

Scilab 支持 多 维 数 组 ， 其 定义 格式 与 显示 格式 与 MATLAB 完全 一 致 。Scilab 同样 允 
许 使 用 size() 函数 和 length() 函数 等 提取 矩阵 的 维 数 ， 也 同样 允许 使 用 4(:) 命令 提 
取 列 向 量 。 

Scilab 支持 的 列表 格式 (list) 类 似 于 MATLAB 语言 中 的 单元 格式 ， 其 定义 的 格式 为 
4c-list(5,[1 2 ; 3 4],，abc)), 但 在 list() 函数 定义 下 不 能 定义 “矩阵 ”形式 的 列 
表 ， 只 能 定义 一 行 单元 。 提 取 4 列表 中 的 第 2 个 元 素 可 以 用 4(2) 直接 完成 ， 而 无 需 像 
MATLAB 那样 使 用 大 括号 。 列 表格 式 是 可 以 才 套 的 ， 如 4 的 第 3 列表 项 可 以 定义 为 另 一 
个 下 级 的 列表 ，4(3)=list([1 2; 3 4; 5 6] ,sbc:')， 这 时 可 以 用 4(3)(1) (3,2) 提 
取 4 第 3 列表 元 素 下 第 1 列表 元 素 的 第 (3,2) 项 ， 即 其 中 的 6。 

Scilab 定义 了 一 种 常用 的 多 项 式 数据 结构 ， 该 结构 显然 对 控制 系统 分 析 与 设计 有 益 。 
多 项 式 可 以 按照 其 特征 根 与 系数 向 量 分 别 定义 ， 其 中 ，P=poly(4,s?) 定义 了 特征 根 由 
4 给 出 的 多 项 式 ， 而 g=poly( 妃 ,sc?) 定义 了 多 项 式 系数 由 妃 向 量 给 出 的 多 项 式 。 


--> p=poly([1 2 3] ,8') // 1,2,3 为 多 项 式 的 根 
P - 
汪 :- 刘 
-6+1lls-6s +S 
--> q=poly([1 2 3 4 5 6] ,sc?)  // 直接 给 出 系数 ， 注 意 应 该 是 升 畦 顺序 
q = 
汪汪 ， 语 
1+2s+3s+4s+5s+6s 


其 中 --> 为 Scilab 的 提示 符 ， 和 MATLAB 语言 中 的 >> 是 一 致 的 。 多 项 式 可 以 直接 相 乘 
和 相 加 ， 得 出 新 的 多 项 式 ， 而 无 需 在 相 加 前 像 MATLAB 那样 需要 将 两 个 多 项 式 先 化 成 
等 阶 次 的 多 项 式 。 例 如 ， 用 户 直 接 给 出 Q=p*g 或 P=p+g 命令 ， 即 可 以 得 出 多 项 式 的 积 与 
和 。 考 虑 篇 幅 ， 这 里 不 再 列 出 结果 了 。 

表达 式 s=poly(0,，8,) 显然 能 定义 一 个 根 为 s = 0 的 一 阶 多 项 式 ， 亦 即 算 子 本身， 
所 以 ， 这 样 就 可 以 通过 计算 表示 出 整个 多 项 式 。 例 如 上 面 的 多 项 式 9 还 可 以 定义 为 


>> s=poly(0,'s:); q=1+2+s+ 3+S~2+ 4*S 3+ 5*+S 4+ 6*S“5j; 


A.2.2 Scilab 的 基本 语句 结构 
和 MATLAB 语言 一 样 ，Scilab 的 矩阵 赋值 也 是 和 MATLAB 一 样 的 ， 如 
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-->A=[1 2 3; 2+4*%i 5 6; 7 8 0+6*%i] 


A = 

1 1. 2. 

1 2.+4.i 5. 6 4 

让 8. 6.1 


可 以 看 出 ， 在 矩阵 的 显示 方式 上 稍 有 不 同 。Scilab 语言 同样 支持 矩阵 的 基本 运算 ， 也 
支持 像 inv( 难 ) 这 样 的 函数 调用 。 例 如 ， 


-->Msinv(A) // 注意 显示 格式 的 不 同 


ans = 

1 1. + 1.110E-16i 1.388E-17 - 2.776E-17i - 5.551E-17 - 1.388E-17i ! 
1 2.220E-16 1. - 1.110E-16i - 5.551E-17 + 8.327E-17i ! 
1 “2.220E-16i 1.110E-16 + 2.776E-17i 1. - 1.110E-16i 1 


A.2.3 Scilab 语言 的 流程 控制 语句 结构 


@D 循环 结构 
和 MATLAB 语言 类 似 ，Scilab 的 循环 结构 可 以 由 for 和 while 引导 。 这 些 语句 的 调 


用 格式 分 别 为 






全 的 < 全。 < 生计 条 | 全 用 的 关 证 襄 bon 可 以 由 加 车 键 或 号 取代 ， 这 
样 语句 的 语法 结构 和 MATLAB 就 很 接近 了 -。 人 
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A.2.4 Scilab 编程 


Scilab 函数 的 语句 由 function 引导 ， 具 体格 式 与 应 用 均 与 MATLAB 完全 一 致 ， 结 
东 语 句 为 endfunction。 函 数 的 内 部 语句 完全 可 以 由 Scilab 语法 结构 编写 ， 源 文件 的 后 
缀 名 为 sci， 这 样 的 源 程序 并 不 能 直接 在 Scilab 下 执行 ， 而 需要 用 exec() 函数 调 入。 

调和 人 源 程序 的 方法 有 两 种 ， 分 别 为 动态 方式 和 永久 方式 。 动 态 方式 可 以 使 用 命令 窗 
口中 的 File 一 Exec 菜单 项 将 编写 的 sci 函数 调 人 工作 空间 ， 在 本 次 Scilab 运行 中 这 些 
函数 都 是 有 效 的 ， 但 若 重 新 启动 Scilab 后 就 失效 了 ， 如 果 需 要 该 函数 则 需要 重新 调和 人 。 
所 谓 永 久 的 方法 就 是 将 sci 源 程序 转换 成 bin 文件 ， 置 于 工作 路 径 下 ， 这 样 就 无 需 每 次 
Scilab 均 需 要 重新 亩 人 了 。 

Scilab 还 支持 一 种 在 线 声明 的 函数 定义 方法 ， 无 需 建立 *.sci 文件 ， 可 以 动态 地 定义 
一 个 函数 ， 直 接 用 于 常 微分 方程 组 或 最 优化 等 问题 的 求解 。 动 态 建立 函数 可 以 由 deff() 
函数 实现 ， 具 体形 式 为 deff (函数 引导 语句 ，, 函 数 内 容 字符 串 ) 。 例 如 ， 想 动态 建立 一 个 
例 7-7 中 给 出 的 lorenzeq() 函数 ， 则 可 以 给 出 如 下 Scilab 语句 

deff(,dx=lorenzeq(t,x) [dx=[-8*x(1)/3+x(2)*x(3);7，..，// 一 行 写 不 下 可 以 续 行 
-10*Xx(2)+10*Xx(3) ; -x(1)*x(2)+28*+x(2)-x(3)];7]) 

由 deff () 动态 定义 的 函数 可 以 由 clear 命令 清除 ，clear 命令 还 可 以 清除 工作 空间 

中 的 变量 。 


A.2.5 Scilab 与 MATLAB 的 接口 


人 某 些 MATLAB 语言 的 函数 或 程序 可 以 由 Scilab 提供 的 命令 mnfile2sci 翻译 成 
Scilab 程序 。 然 而 ， 由 于 这 两 种 语言 存在 很 大 差异 ， 该 命令 并 不 能 保证 将 所 有 MATLAB 
文件 均 成 功 翻译 。 该 命令 的 调用 格式 为 

mfile2sci(MATLAB 路 径 名 ) 

四 MATLAB 下 生成 的 数据 可 以 通过 mtlb_load 命令 读 和 人 Scilab 环境 。 该 命令 的 调用 
格式 是 很 直观 的 ， 为 

mtlb_load 数据 文件 名 

该 命令 还 可 以 读 人 ASCII 格式 的 数据 文件 ntlb load 数据 文件 名 -asciie 

@ Scilab 还 可 以 将 其 工作 空间 中 变量 存储 成 MATLAB 语言 可 读 的 文件 ， 这 可 以 通过 
命令 mtlb_save 来 实现 。 该 命令 的 调用 格式 为 

mtlb_save 文件 名 变量 列表 
其 中 ，“ 变 量 列表 ”是 用 空格 分 隔 的 需要 存储 变量 的 变量 名 ， 如 a b c。 


A.3 Scilab 绘图 语句 及 功能 


使 用 Scilab 绘图 语句 时 ， 如 果 没有 打开 的 图 形 窗口 ， 则 会 自动 打开 一 个 图 形 窗口 来 
显示 图 形 。Scilab 的 图 形 窗 口 有 4 个 菜单 项 ， 其 中 File 是 真正 的 菜单 项 ， 人 允许 对 图 形 的 读 
写 等 ， 其 他 3 个 ， 如 Zoom，UnZoom 与 Rot3D 实质 上 是 按钮 ， 可 以 对 图 形 开启 、 关 闭 局 
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部 放大 功能 或 对 三 维 图 进行 旋转 处 理 。 
和 MATLAB 类 似 ，Scilab 也 支持 subplot () 函数 对 图 形 窗 口 进行 分 割 ， 这 样 就 可 以 
在 同一 图 形 窗 口中 同时 绘制 出 不 同 的 图 形 了 。 


A.3.1 二 维 图 形 绘制 


Scilab 的 绘图 命令 没有 MATLAB 那么 丰富 ， 常 用 的 plot2d() 绘图 函数 与 MATLAB 
语言 中 的 plot () 函数 较 接近 。 其 具体 的 调用 格式 为 

Plot2d(t,2 ,选项 ) 

其 中 只 允许 一 对 也 g 矩阵 ， 且 要 求 z 和 3 的 维 数 完全 相同 。 对 相同 的 横 坐 标 ，MATLAB 
用 plot(z,2y) 即 可 以 绘制 多 条 曲线 ， 但 该 调用 在 Scilab 下 行 不 同 ， 必 须 将 = 扩展 成 多 
列 的 矩阵 才 可 以 绘制 多 条 曲线 ， 当 前 版 本 的 Scilab 也 可 以 使 用 plot() 函数 ， 但 其 调 
用 格式 太 苛刻 了 。 选 项 的 内 容 可 以 由 help plot2d 列 出 ， 其 中 对 数 坐标 曲线 绘制 可 
以 采用 的 选项 为 logflag， 且 logflag=;'1n;' 表示 横 坐 标 为 对 数 ， 纵 坐标 为 线性 ， 而 
1logflag=;n1,。 反 之 ， 可 以 通过 n 和 11 的 组 合 来 表示 坐标 轴 性 质 。 

Scilab 中 默认 的 绘图 方式 是 在 现 有 的 坐标 系 上 和 登 印 新 的 曲线 ， 相 当 于 直接 进入 
MATLAB 下 的 hold on 状态。 若 想 清除 某 图 形 窗 口中 的 所 有 图 形 ， 则 可 以 使 用 xbasc( 窗 
口号 ) ， 清 除 当前 窗口 图 形 用 sbasc() 即 可 。 还 可 以 通过 xset () 函数 修改 窗口 及 坐标 系 
的 属性 ， 该 函数 有 点 类 似 于 MATLAB 下 的 set() 函数 。 

二 维 图 形 绘制 函数 plot2d2() 类 似 于 MATLAB 中 的 stairs() 函数 。Plot2d3() 绘 
制 的 是 竖 线 图 ， 类 似 于 MATLAB 中 的 stem() 函数 。 


A.3.2 三 维 图 形 绘制 


三 维 曲线 图 形 可 以 由 paran3d() 函数 绘制 ， 该 函数 的 格式 类 似 于 MATLAB 语言 的 
plot3() 函数 ， 但 其 格式 要 求 远 严 于 plot3() 函数 。 

三 维 曲 面 图 形 可 以 由 plot3d(), plot3dl(), Plot3d2() 等 函数 直接 绘制 ， 网 格 图 由 
plot3d3() 函数 绘制 ， 其 方法 基本 上 均 为 Plot3d(z,y,z)， 这 几 个 绘制 语句 绘制 出 的 曲 
面 类 型 有 差异 。 

【 例 A-1 】Scilab 生成 三 维 数据 的 方法 与 MATLAB 不 同 ， 假 设想 生成 例 2.30 所 示 的 三 维 曲 面 图 
形 ， 则 需要 给 出 如 下 命令 : 
--> x=-3:.1:3; y=-2:.1:2; // 定义 x,y 网 格 
deff(:[z]=f(x,7) 

[zl=0.5457*+exp(-0.75* 了 .2-3.75+X- “2-1.5*X) -(x+y>1) 1， 
，z2=0.7575*exp(-y.-2-6*rx.~2) .#((x+y>-1) 多 (x+y<=1))37， 
，z3=0.5457*#exp(-0.75+ 了 .~2-3.75*+x.~2+1.5*x) .*(X+y<=-1) ;7 - 
，z=Z1+Z2+Z3;?]); 。 // 定义 函数 

z=eval3d(f,x,y); plot3d(x,y,z); // 函数 求 值 和 三 维 图 绘制 
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A.4 Scilab 下 的 基于 模型 的 仿真 方法 


Scilab 下 还 开发 了 面向 框图 的 系统 建 模 与 仿真 程序 ， 取 名 为 Scicos (Scilab Connected 
Object Simulator)。 启 动 Scicos 很 简单 ， 只 需 在 Scilab 命令 窗口 中 键 人 scicos() 即 可 以 
打开 一 个 模型 编辑 窗口 ， 如 图 A-1 所 示 。 
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图 A-1 Scicos 空白 模型 编辑 窗口 界面 


用 户 还 可 以 选择 该 界面 下 的 Edit 一 Pallette 菜单 打开 一 个 对 象 库 窗 口 ， 如 图 A-2 (a) 
所 示 。 和 Simulink 一 样 ， 在 该 模块 库 中 有 各 个 常用 的 模块 组 ， 如 其 输入 源 模块 组 的 内 容 
如 图 A-2 (b) 所 示 。 所 以 有 Scicos 程序 也 可 以 用 图 形 的 方式 建立 方 框图 系统 的 仿真 模型 ， 
然后 调用 其 中 的 Simulation 菜单 对 之 进行 仿真 分 析 。 





(a] 模块 库 (b) 输入 源 模块 组 
图 A-2 Scicos 现 有 模块 库 与 模块 组 


A.5 基于 Scilab 的 数学 问题 求解 


本 书 介绍 MATLAB 求解 数学 问题 时 ， 很 大 篇 幅 是 关于 解析 解 或 符 导 运算 的 ， 这 需要 
借助 于 MATLAB 带 的 Maple 引擎 ;可 以 利用 这 样 的 工具 直接 调用 Maple 的 函数 ， 获 得 
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所 需 问题 的 解析 解 。 相 比 之 下 ，Scilab 这 方面 的 功能 要 差 很 多 ， 基 本 上 不 能 实现 灵活 的 相 
互 调用 ， 只 能 通过 sci2map() 函数 和 maple2sic() 函数 ， 相 互 转换 成 Fortran 源 程序 ， 
再 做 成 可 执行 文件 来 实现 相互 调用 ， 调 用 方法 很 繁杂 ， 且 只 适合 于 数值 求解 ， 不 能 进行 
公式 推导 。 本 节 也 将 只 介绍 基于 Scilab 语言 的 数学 问题 数值 解 方法 。 


A.5.1 数值 微 积分 问题 求解 


@D 数值 微分 函数 

Scilab 提供 了 数值 差分 程序 diff () ， 可 以 由 y=diff(z,m) 求 出 给 定向 量 = 的 几 阶 数 
值 差 分 。 

若 已 知 丽 数 f(z)， 则 可 以 用 y=numdiff (fun,z) 琐 数 求 出 其 数值 微分 ， 还 可 以 采用 
函数 J=derivative(fun,zo) 求 出 多 变量 函数 的 Jacobi 矩阵 J。 

人 @) 数值 积分 函数 

给 定 函数 Flz)， 则 可 以 用 v=intg(a,b,fun) 求 出 (a,b) 区 间 的 定 积分 。 这 里 ，fun 仍 
然 可 以 用 前 面 介绍 的 deft () 函数 定义 出 来 。 另 一 个 函数 integrate() 在 求解 分 段 函 数 积 
分 时 也 很 有 特色 ， 该 函数 的 调用 格式 为 v=integrate(fun,z,a,b， 其 中 fun 可 以 用 字符 
串 的 格式 直接 描述 被 积 函数 。 下 面 的 语句 可 以 得 出 分 段 函数 在 (0,r) 求解 的 定 积分 。 

integrate(if x==0 then 1,else sin(x)/x,end，x? ,0,%Pi) 

若 给 出 一 组 实测 数据 ， 则 可 以 和 样 条 插值 相 结 合 ， 用 v=intsplin(z,y) 可 以 较 精确 
地 求 出 该 组 数据 代表 函数 的 定 积分 。 该 函数 语句 格式 中 默认 了 (a, 咏 区 间 值 ， 将 直接 采用 
z 向 量 的 最 小 和 最 大 值 。 

二 维和 三 维 定 积分 可 以 由 int2d() 和 int3d() 函数 直接 求解 。 


A.5.2 ”数值 线性 代数 问题 求解 


人 矩阵 参数 化 分 析 

和 MATLAB 语言 一 样 ，Scilab 也 给 出 了 一 组 可 以 用 于 和 矩阵 参数 化 分 析 的 函数 。 例 
如 ，d=det(4), t=trace(4), d=cond(4), r=rank(4) 等 函数 可 以 分 别 计 算出 4 矩阵 的 
行列 起 、 迹 、 条 件数 与 秩 ， 其 调用 格式 与 MATLAB 完全 一 致 。d=norm(4 ,选项 ) 函数 也 
可 以 和 MATLAB 一 样 求 取 和 矩阵 的 范 数 ， 其 选项 格式 也 与 MATLAB 相同 。 

和 矩阵 的 特征 值 求 取 函 数 为 v=spec(4) ， 函 数 名 和 MATLAB 下 的 eig() 机 数 不 同 ， 
但 调用 格式 完全 一 致 。 该 函数 同样 可 以 求 取 和 矩阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 和 矩阵， 并 可 以 求解 
广义 特征 值 问题 。 

加 矩阵 的 分 解 

常用 的 矩阵 分 解 ， 如 矩阵 的 LU 分 解 、Cholesky 分 解 、 奇 异 值 分 解 、QR 分 解 与 正 
交 分 解 等 可 以 和 MATLAB 一 样 用 lu() 、chol() 、svd() 、qr() 与 orth() 等 函数 分 别 求 
出 ， 调 用 格式 也 基本 相同 。 

人 矩阵 求 逆 与 方程 求解 

非 奇异 方 阵 4 的 道 矩 阵 可 以 用 语句 也 =inv(4) 求 出 ， 而 奇异 矩阵 或 长 方形 抢 阵 


412 附录 A 自由 数学 语言 ScILAB 简介 





的 Moore-Penrose 广义 逆 矩 阵 可 以 由 吾 =pinv(4) 求 出 。 线 性 代数 方程 4X = 瑟 与 
A = C 可 以 用 矩阵 的 左 除 、 右 除 分 别 求 出 ， 即 下 =4\ 刀 与 万 = 再 /4， 其 求解 方法 与 
MATLAB 完全 一 致 。 

连续 与 离散 的 Lyapunov 方程 均 可 以 由 1yap() 求 出 ， 而 在 MATLAB 下 需要 分 别 调用 
1yap() 和 dlyap() 函数 分 别 求解 。 具 体 表示 为 

连续 Lyapunov 方 程 4T 瑟 十 天 4 = C， 求 解 方法 万 =1yap(4,C，c)) 

离散 Lyapunov 方程 4TXA -天 =C,， 求解 方法 不 =1yap(4,C，'d7) 

Sylvester 方程 在 MATLAB 语言 中 也 可 以 用 1yap() 求解 ， 而 在 Scilab 下 需要 用 
sylv() 函数 来 求解 ， 连 续 与 离散 Sylvester 方程 均 可 以 调用 该 函数 求解 。 具 体 表示 为 

连续 Sylvester 方程 4X 十 天 瑟 = C,， 求 解 方法 大 =sylv(4, 百 ,CC c7) 

离散 Sylvester 方程 4X 妞 一 天 =C,， 求解 方法 下 =sylv(A ,已 ,Cd2) 

连续 与 离散 Riccati 方程 均 可 以 由 ricc() 函数 求解 ， 而 在 MATLAB 下 需要 调用 
are() 和 dare() 函数 分 别 求解 连续 和 离散 的 Riccati 方程 。 在 Scilab 下 的 求解 方法 为 

连续 Riccati 方程 4T 大 十 下 4 一斑 瑟 下 十 C = 0， 求 解 方法 下 =ricc(4, 瑟 ,C，c7) 

离散 Riccati 方程 和 = 4TXA- 4TX(D+EBTXB)-1BTXA4+C,， 在 求解 该 方 
程 时 应 该 先 给 出 玉 <G'*inv(D)*G 命令 ， 再 给 出 求解 命令 开 =ricc(4 ,下 ,Cd')。 


A.5.3 ”积分 变换 与 复 变 函 数 


由 于 Scilab 不 支持 符号 运算 ， 所 以 很 多 积分 变换 的 解析 解 无 法 解析 求 出 ， 有 理 函 数 
的 积分 变换 问题 只 能 通过 部 分 分 式 展开 求 出 。Scilab 提供 了 有 理 函 数 部 分 分 式 展开 的 函数 
pfss() ， 该 函数 调用 格式 很 直观 ， 为 Ci=pfss(G) ， 但 该 函数 处 理 重 根 时 不 理想 。 
【 例 A-2】 试 求 G= (s+5)/(s2+4s+3) 和 G= (s 十 5)/(s2 十 48 十 4) 的 部 分 分 式 展开 。 
【求解 】 用 下 面 的 依 语句 可 以 由 Scilab 立即 求 出 两 个 函 教 的 部 分 分 式 展 开 为 
--> s=poly(0,"s7); 
Gl=(s+5)/(s-2+4*s+3) ; G=pfss(G1) 


和 二 GGi) G(2) 
二 ws 区 
1 + 8 3+S 
G = G(1) 
5 + Ss 
2 
4+4s +8 


显然 ， 前 一 个 结果 是 正确 的 ， 而 后 一 个 结果 有 错误 。 所 以 在 用 该 部 分 分 式 展开 的 函数 时 可 信 
度 难于 保证 ， 应 该 愤 重 采用 该 函数 。 


A.5 基于 ScILAB 的 数学 问题 求解 413 





A.5.4 最 优化 问题 的 求解 


Scilab 也 提供 了 各 种 最 优化 问题 ， 类 似 于 MATLAB 的 最 优化 工具 箱 。 这 里 的 最 优化 
问题 实际 上 也 是 最 小 化 问题 ， 其 他 最 优化 问题 可 以 通过 相应 的 变换 转换 成 最 小 化 问题 直 
接 求解 。Scilab 中 直接 支持 无 约束 最 优化 问题 求解 、 线 性 规划 问题 求解 、 二 次 型 规划 及 一 
般 非 线性 规划 问题 求解 以 及 曲线 的 最 小 二 乘 拟 合 等 数学 问题 的 求解 。 下 面 分 别 介绍 各 类 
问题 的 求解 方法 。 

GD 非 线性 最 优化 问题 求解 

Scilab 中 提供 了 一 个 optim() 函数 ， 可 以 直接 求解 无 约束 及 有 约束 一 般 非 线性 规 
划 问 题 ， 即 [f,zopt]=optim(obj f,const_f,zo) ， 其 中 ， 目 标 函数 obj 耻 () 和 约束 函数 
const f() 可 以 由 deff() 动态 建立 或 编写 Scilab 函数 来 实现 ， 无 约束 最 优化 问题 可 以 
忽略 const 了 参量 。 对 于 既 有 等 式 约束 和 不 等 式 约束 的 问题 来 说 ， 像 MATLAB 一 样 ， 
const f() 函数 可 以 返回 两 个 变量 ， 分 别 表示 等 式 和 不 等 式 约束 。 用 户 还 需要 给 出 初始 搜 
索 向 量 zo， 最 后 可 以 通过 该 函数 求解 出 最 优 解 =opt 和 最 优 解 下 的 目标 函数 值 f。 

@@ 线性 规划 和 二 次 型 规划 求解 

线性 规划 问题 可 以 由 linpro() 函数 求解 ， 即 ropt =1linpro( 帮 ,4, 瑟 ,rmzMmiezo)。 
该 丽 数 调用 与 MATLAB 下 的 linprog() 函数 有 些 不 同 。 该 函数 也 同样 支持 线性 等 式 和 
不 等 式 约束 ,在 4 和 已 中 描述 约束 条 件 4z < 召 ， 其 中 前 面 ne 个 条 件 描述 等 式 ， 后 面 
的 描述 不 等 式 约束 。 

二 次 型 规划 可 以 由 quapro() 函数 求解 ， 即 ropt =quapro( 妞 ,了 ,4,B,zmMyie'zo) ， 
其 说 明 类 似 于 线性 规划 函数 。 


A.5.5 微分 方程 的 数值 解 


OD 一 般 常 微分 方程 组 的 数值 解 

Scilab 中 提供 了 一 个 ode() 函数 ， 可 以 用 于 一 般 一 阶 微分 方程 组 的 数值 求解 。 其 函数 
下 实现 了 各 种 微分 方程 数值 解 算法 ， 故 该 函数 相当 于 MATLAB 下 的 ode45()，odel5s() 
等 函数 。 该 函数 的 调用 格式 为 =ode(zo， 如 ，t，fun) ， 其 中 ，zo 为 初始 状态 向 量 ， 如 
为 初始 时 刻 , 上 为 用 户 选 定 的 时 间 向 量 ， 但 这 不 意味 着 直接 计算 这 些 点 处 的 状态 变量 值 ， 
它们 直接 还 可 以 根据 误差 限 的 要 求 选 择 更 密 的 点 ， 但 返回 的 只 是 这 些 点 处 的 状态 向 量 值 
z。fun 是 描述 相应 一 阶 微分 方程 组 的 Scilab 函数 ， 它 可 以 用 deff() 函数 动态 建立 。 微 
分 方程 求解 的 选项 可 以 用 odeoptions() 函数 来 进一步 设置 ， 其 中 可 以 选 定 各 种 算法 、 误 
差 限 等 。 下 面 通过 例子 来 演示 微分 方程 求解 方法 。 
【 例 A-3】 仍 考虑 例 7-7 中 给 出 的 Lorenz 方程 问题 ， 假 设 初 始 状态 变量 为 zo=[0i0ite-10] ， 且 时 
闻 向 量 为 大 [0: .1:30] ， 则 可 以 利用 动态 建立 起 来 的 描述 该 方程 的 Scilab 函数 lorenzeq() 求解 微 
分 方程 ， 并 绘制 其 时 间 响 应 曲线 及 三 维 相 空 间 曲 线 。 

--> deff(:dx=lorenzeq(t,x)，,[?dx=[-8+x(1)/3+x(2)*x(3)37，. 

-10+x(2)+10*x(3); -x(1)*x(2)+28+x(2)-x(3)];7]); // 定义 函数 
x0=[0;0;le-10] ; t=0:.05:30; 
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x=ode(x0,0,t,1orenzeq); Plot2d([t， tt)],x)) 
--> param3d(x(1,:),x(2,:),x(3,:)) // 绘制 三 维 曲线 
得 出 的 时 间 响 应 曲线 和 相 空间 曲线 分 别 如 图 A-3 (a)j)、 图 A-3 (b) 所 示 。 由 得 出 的 三 维 相 空 间 
曲线 可 见 ， 很 多 地 方 有 很 大 跳跃 ， 这 是 因为 选 定 的 志向 量 有 的 地 方 相对 解 本 身 来 说 跳跃 过 大 ， 不 
能 得 出 平滑 语句 ， 所 以 人 为 选择 志 的 方法 并 非 很 合适 。 可 见 ，ode() 函数 的 调用 格式 过 于 生硬 ， 
远 没有 MATLAB 的 相关 语句 调用 那么 实用 。 











(a) 状态 变量 时 间 曲 线 (b) 相 空 间 曲线 
图 A-3 Lorenz 方程 的 Scilab 数值 解 
@ 微分 代数 方程 组 的 数值 解 


Scilab 也 提供 了 微分 代数 方程 M(tb z)2(b = 了 (bz) 的 求解 郴 数 ， 如 采用 dassl1() 函 
数 求解 该 方程 ， 其 调用 格式 为 rz=dassl(zo,t 如 ,t,fun,Mfun)。 其 中 ，fun 和 Mfun 为 微分 
代数 方程 的 两 个 函数 。 函 数 dasrt() 和 impl1() 也 能 实现 微分 代数 方程 的 数值 求解 。 

人 常 微 分 方程 组 边 值 问题 的 数值 解 

微分 方程 边 值 问题 可 以 调用 Scilab 的 bvode() 函数 求解 。 


A.5.6 数据 处 理 的 实现 


人 D 线性 插值 函数 

线性 插值 可 以 由 =interpln(X,z) 函数 求解 其中, 瑟 = [zo,yoj7 为 两 行 矩 
阵 ，zo 为 样本 点 的 横 坐标 ，2o 为 纵 坐标 ，z 为 插值 点 的 横 坐 标 ，y 为 线性 插值 结果 。 

@ 样 条 插值 函数 

样 条 插值 可 以 用 interp() 函数 计算 ， 即 y=interp(z,zo,yo,d) 。 其 中 ，zo,2o 为 已 
知 样本 点 数据 ，z 为 插值 点 的 横 坐 标 ，d 为 样 条 函数 splin() 的 计算 结果 ，d=-spPlin(zo， 
2yo) ， 这 时 y 为 插值 结果 。 

人 曲线 平滑 计算 

给 定 一 组 实验 数据 zo，y， 则 可 以 通过 了 =snooth(X) 对 其 自动 平滑 处 理 。 其 
中 , X = [zo,yo]， 得 出 的 王 也 是 两 列 和 矩阵， 分别 表示 平滑 后 的 横 纵 坐标 。 

图 曲线 的 最 小 二 乘 拟 合 


A.6 本 章 要 点 简介 415 





曲线 拟 合 有 点 像 MATLAB 最 优化 工具 箱 中 的 lsqcurvefit() ， 要 求 用 户 先 建立 一 个 
原型 函数 fun() ， 则 可 以 由 [f,zopt]=leastsq(fun,zo) 进行 最 小 二 乘 曲线 拟 合 。 


A.5.7 概率 论 与 数理 统计 


Scilab 也 有 自己 的 统计 学 工具 箱 ， 提 供 了 类 似 于 MATLAB 统计 学 工具 箱 的 部 分 内 
容 ,但 远 没 有 MATLAB 工具 箱 那 么 强大 。 这 里 将 介绍 该 工具 箱 的 一 些 函数 。 

人 D 伪 随 机 数 生成 

用 uw=rand(n,m,uniform;) 函数 将 生成 一 个 mn x mm 的 (0,1) 均匀 分 布 伪 随 机 数 和 矩阵 
Vi; 用 w=rand(n,m,normal') 将 生成 一 个 mx mm 的 N(0,1) 标准 正 态 分 布 伪 随 机 数 矩 
阵 V。 

@) 均值 与 方差 计算 

类 似 于 MATLAB 语言 ， 一 个 随机 数 向 量 = 的 均值 可 以 由 =mean(z) 函数 求 出 ， 用 
s=var(z) 和 s=stdev(z) 函数 可 以 求 出 其 方差 和 标准 方差 ,用 V=mvvacov( 怀 ) 函数 求 取 
克 矩阵 的 协 方差 矩阵 ， 用 correl() 函数 还 求 出 两 个 随机 变量 的 相关 系数 。 

用 me=moment (z,n) 函数 可 以 求 出 = 向 量 的 m 阶 原点 矩 ， 而 用 m=cmoment (z,m) 函 
数 可 以 求 出 > 向 量 的 阶 中 心 矩 。 


A.6 本 章 要 点 简介 


本 附录 较 全 面 地 介绍 了 MATLAB 的 一 个 替代 软件 系统 -一 Scilab， 该 软件 是 自由 软 
件 ， 全 部 源 代码 是 公开 的 。 附 录 还 简要 介绍 了 该 语言 在 程序 设计 、 科 学 可 视 化 等 方面 的 
应 用 以 及 该 语言 在 数学 问题 求解 中 的 应 用 ， 包 括 数值 微 积 分 问题 、 数 值 线性 代数 问题 、 
方程 求解 与 最 优化 问题 、 微 分 方程 求解 问题 、 数 据 处 理 问题 及 概率 论 与 数理 统计 中 的 应 
用 。 然 而 ， 本 书 用 MATLAB/Maple 求解 的 很 大 一 类 问题 ， 其 数学 问题 的 解析 求解 问题 
是 无 法 用 现 有 的 Scilab 语言 直接 求解 的 。 

从 现 有 的 水 平 看 ，Scilab 远 远 没有 达到 MATLAB 的 水 平 ， 在 很 多 领域 还 应 该 称 为 初 
级 阶段 。 但 它 的 出 现 与 流行 为 自由 软件 的 爱好 者 还 是 提供 了 一 种 解决 问题 的 手段 ， 有 
一 定 的 应 用 价值 。 


A7 习 题 


1 用 Scilab 语句 绘制 出 Wz) = sin(1/ 昌 在 te [一 rz 区间 内 的 曲线 。 


2 对 下 面 给 出 的 各 个 矩阵 求 取 各 种 参数 ， 如 矩阵 的 行列 式 、 送 、 秩 、 特 征 多 项 式 、 范 数 、 逆 矩 
阵 、 特 征 值 与 特征 向 量 等 ， 并 求 出 e4、e。 


0 
Do 四 

4=-|0 .9 108 -15|, 了 = 
0 


0 3.7 19.3 
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3 求解 下 面 的 Sylvester 方程 ， 并 检验 所 得 解 的 精度 。 


2 3 2 3 6 1 3 2 
5 6| 天 +X135 2|=|13 4 1 
8 0 3 2 2 5 2 1 


4 用 数值 方法 求解 下 面 的 常 微分 方程 。 


-21 19 -20 1 
19 -2 20|yww=|o0 


40 -40 -40 


1 
4 
吧 











5 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 。 


min [oo 一 好 一 2z3 一 z3 -ziza 一 zaza] 
+z3+z3-25=0 
st 1 szi+14za+7zs 一 56=0 


2,730 
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